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Это цифровая коиия книги, хранящейся для потомков на библиотечных полках, прежде чем ее отсканировали сотрудники 

компании Соо^1е в рамках ироекта, цель которого - сделать книги со всего мира доступными через Интернет. 

Прошло достаточно много времени для того, чтобы срок действия авторских ирав на эту книгу истек, и она иерешла в свободный 

доступ. Книга переходит в свободный доступ, если на нее не были поданы авторские ирава или срок действия авторских ирав 

истек. Переход книги в свободный доступ в разных странах осуществляется ио-разному. Книги, перешедшие в свободный доступ, 

это наш ключ к прошлому, к богатствам истории и культуры, а также к знаниям, которые часто трудно найти. 

В зтом файле сохранятся все пометки, примечания и другие записи, существующие в оригинальном издании, как ттаиомиттапис 

о том долгом пути, который книга прошла от издателя до библиотеки и в конечном итоге до Вас. 

Правила использовапия 

Компания Соо§1о гордится том, что сотрудничает с библиотеками, чтобы иоровссти книги, исрсшодн1ио в свободный доступ, в 
цифровой формат и сделать их широкодоступными. Книги, перешедшие в свободный доступ, принадлежат обществу, а мы лишь 
хранители этого достояния. Тем не менее, эти книги достаточно дорого стоят, поэтому, чтобы и в дальнейшем предоставлять 
этот ресурс, мы иредириняли некоторые действия, иредотвраш^1юпще коммерческое использование книг, в том числе установив 
технические ограничения на автоматические запросы. 
Мы такж:е иросим Вас о следующем. 

• Не исиользуйте файлы в коммерческих целях. 

Мы разработали программу Поиск книг Ооо§1е для всех иа'шзователей, иоэтому исиользуйте эти файлы только в личных, 
некоммерческих целях. 

• Но отправляйте автоматические запросы. 

Не отправляйте в систему Соо§1е автоматп^1еские запросы любого вида. Если Вы занимаетесь изучением систем матнинного 
перевода, оптического распознавания символов или других областей, где доступ к болыному количеству текста может 
оказаться полезным, свяжитесь с нами. Для этих целей мы рекомендуем использовать материалы, перешедшие в свободный 
доступ. 

• Не удаляйте атрибуты Соо§1е. 

В каждом файле есть "водяной знак" Соо§1е. Он иозволяет пользователям узнать об этом проекте и иомо1ает им найти 
дополнительные материалы ири помощи программы Поиск книг Сооё1с. Не удаляйте его. 

• Делайте это законно. 

Независимо от того, что Вы исиользуйте, не забудьте проверить :1ак01Н10Сть своих действий, за которые Вы несете полную 
ответственность. Не думайте, что если книга иерешла в свободный доступ в США, то ее на этом основании могут 
исиользовать читатели из других стран. Условия для перехода книги в свободный доступ в разных странах различны, 
иоэтому нет единых правил, иозволяюшдх определить, можно ли в определенном случае исиользовать определенную 
книгу. Не думайте, что если книга появилась в Поиске книг Соо§1е, то ее можно исиатьзовать как у10дно и 1де угодно. 
Наказание за нарушение авторских ирав может быть очень серьезным. 

О программе Поиск кпиг Сооё1е 

Миссия Соо§1е состоит в том, чтобы организовать мировую информацию и сделать ее всесторонне доступной и полезной. 
Пр01-рамма Поиск книг Соо§1е иомохает пользователям найти книги со всего мира, а авторам и издателям - новых читателей. 
Полиотекстовый поиск ио этой книге молено выполнить иа ст]>аиице [ЬЪЪр ; //Ьоокв . §оо§1е . сош/ 1 
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ЮЛЕРШ 0ЕРВ1П) Т0№ 

ОСНОВАШЙ ТЕ0Р1Й АНАЛИТИЧЕСКИХЪ ФУНКВДЙ. 
СХ11, ХП и XIX тожл Зап. Мат. ОтдО. 



Преднелоте отр. 

Современное состоите вопроса объ основатяхъ теорш ана- 
литическихъ функцШ. Вейерштрасоъ я задуманная имъ ре«ориа 
иатематическаго анализа. 

Обворъ жоторнчеекихъ овАдешй о ра8внт1н ттжгИк ж 
методовъ, лежащнхъ въ основатн *еор1х аналнтнчеокжхъ 
фувкц1Й ... етр. 17-— 89. 

Первый перходъ отр. 40^49. 

Источники св^ЬдеяШ о математик'Ь до Бвклгда. Египетская 
математика, валесъ, Пиеагоръ; возникновеше абстрактной науки; 
несоизм'Ьримыя величины. Дхалевтива. Атомисты. Платонъ и 
его школа. 

Второй пер10дъ етр. 49 — 76. 

Начала Евклида; о техническихъ подробностяхъ Евклидо- 
выхъ Началъ. Теорхя пропорцШ (отр. 52 — 55). Алгебрическ1я 
преобраэован1Я въ Началахъ Евклида; р'Ьшете квадратныхъ 
уравнешй (56 — 57). Евклидова теор1я ирращональныхъ вели- 
чинъ (57—59). 

Способъ истощен1я у древнихъ геометровъ (60 — 62). Теорхя 
кривыхъ линШ въ древности (62 — 65). Геомётрическ1я м'Ьста. 
Анализъ и синтезъ (65 — 67). Паппъ, Аполлотй^ задачи Апол- 
лотя и Паппа (69 — 70). 

Теор1я чиеелъ и алгебра, ДюФантъ (71 — 76). 

Тре91й пер10дъ стр. 76— 96. 

Алгебра у Индусовъ (76 — 81). Арабская алгебра, Мохам- 
кедъ бенъ-Муса и Алькархи (81— 84)« Алгебра европейскихъ 
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математиковъ въ средн1е в'Ька. Леонардъ изъ Пизы и 1орданъ 
НеморарШ (стр. 85— 88). ЛукаПачюли. Николай Шювд (89 — 93). 
Теор1я иррацюнадьныхъ корней въ среднхр в'Ька^ Омар^ь Аль- 
хайями п Никол ь Орэиъ (93 — 9в). 

Четвертый пер1одъ стр. 06—108. 

Значение эпохи водрФИяен!» въ иоторш жатематики. Алгеб- 
рическое р'Ьшешё' уравнснгй третьей и четвертой степеней^ Тар- 
тальа. и .Ферра^ш. Форм,улы для р'Ьшен1я уравненхй и ихъ при- 
1юда (98 — 99). Неприводимый случай ура вненШ третьей степени. 
Воязр'Ьн1Я 1^с^рда1т на природу алгебрическихъчиоелъ (100 — 102). 
Бомбелли и его теорхя мнимьтхъ выражеигй (102—103). 

Пятый яерЬдъ .ТТГ/ стр. 104 — 188. 

..." Ф^нцпскъ Ньета', его теоргя величииъ и символическая ал- 
гебра (105 — 111). Ириложен1е алгебр|^1 къ геометрш^ законъ од- 
нороднос1[и (111— 112). Альбертъ Жираръ и Томасъ Гарр10тъ; 
отрицательные корни уравнеиШ', яножествениость р'ЬшенШ алге- 
брическихъ уравненш (113 — 116). 

Ренатъ Девартъ. Его философ1Я математики (116 — 119). 
«1^еометр1Я1 Декарта; прилож(*н1е алгебры къ геометрическимъ 
операц1ямъ, линейная алгебра (120 — 124). Теор1я кривыхъ (124 — 
125). Природа алгебрическихъ уравненШ и ихъ корней (126 — 128). 

Открьте логариемовъ. Хоов^ В(1г^, Джонъ Непирь, Оге^о- 
Г111В 2к 81. УхпсепНо (129—182). 

Шеотой пер1одъ стр. 138—177. 

Возникновеше трансцендентнаго анализа. Анализъ безко- 
нечно-яалыхъ (133 — 136). Бонавентура Кавальери (136 — 141). 
Два пути къ р^шенш вопросовъ трансцендентнаго анализа. Вез- 
конечные ряды (147 — 149). Сходящхеся ряды Якова Грегори 
(149 — 152). Ариеметизащя математики^ иррацюнальныя числа 
(152 — 156). Теорш Валлиса (156 — 166). Алгебра Валлиса, его 
ученге о шимыхъ числахъ (166 — ^170). 

Задача о проведенш касательныхъ къ кривымъ. Методъ 
Фермата и Гюйгенса (171—175). Методъ Вагго^ (175—177). 

Седьмой порЬдъ отр. 177—4360. 

Открьте дие«еренц1альнаго исчислешн. Труды Лейбница; 
дифФеренцхалы и ихъ суммы; безконечно-малыя различныхъ по- 
рядковъ; трансцендентный законъ однородности; дифференцхаль- 
ныя уравнен1я (177 ^183). Обратная задача о касательныхъ^ 
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дк*«еренц1альный анадиаъ, гавь всточникъ тр»асцендвнт0Ыхъ 
Еолячеетвъ (етр. 183 — 188). Геохетрическ1Я м'Ьсто; понятхе о 
Фуякц1и (188— 1Р1). Поел'Ьдоватага Лейбница; Яковъ и Иванъ 
Бернудли, Лопятадь. 

Нъютонъ и его исчиеленхе •дюксШ (194 — 1В9). ОоодФдова- 
теди Ньютона. Интвгр1Ерован1е рацюяадьныхъ ^унсщй; &о§;ег 
Со^ев и его иГармонхя М'Ьръ» (202 — 204). Де Муавръ; ннямыя 
выражен1Я и теорема Де Муавра (204 — 207). Введен1е трансцен- 
дентныхъ «ункфй отъ миямыхъ перем'Ьннмхъ въ работах^» Ива- 
на Бернудли (207—209). Спорь между Лейбнипеиъ и Иваноиъ 
Бернулдя одогаряеиахъ отряцателъныхъ воличествъ (210— 215). 

ТеорЁя беавонечныхъ рядовъ у Ньютона; р4^ен1е адгебри- 
чеекихъ уравяен1Н посредствомъ рядовъ; анадятячеевШ нарадде- 
дограмиъ (215 — 219). Возвратные ряды Де Муавра; задача объ 
анадитлческомъ сум яован1И рядовъ; Яковъ Стирлянгъ (919- 820). 
Формула Тейлора (221-223). 

Начальный математичесв1я понят1Я въ эпоху Лейбяяца и 
Ньютона. Принципъ обоб1цен1я. Лейбницевъ аакояъ непрерывно- 
сти я его ФИД0С0Ф1Я безконечно-малыхъ (224 — 282). Ученхе о ма- 
тематической безконечности у Лейбница; синватегорематичеовая 
безконечность (232—234). Ньютонова теоргя пред'Ьдовъ (234 — 
236). Сходимость и расходимость, безконечяыхъ рядовъ, изсл'Ь- 
дован1я Лейбница и братьевъ Бернудли (237 — 241). Парадовсъ 
Якова Бернудли; неправильное мн'Ён1е объ немъ ОпЫо Огапй! я 
Лейбница (241 — 243). Теоргя сходимости рядовъ въ англ1йской 
шкод'Ь; сТрактатъ о фдювс1яхъ> Макдорена (243 — 245). 

Учете о величинахъ въ ^поху Лейбяица я 9ьютона, Нью- 
тоново опред'Ьденге числа (245—249). Учеяхе объ анадятическихъ 
чиедахъ я выраяен1яхъ (249 — 252). Диф«еренщады съ отрица* 
тельными я дробными указателями (252 — 254). Развитхе симво- 
дячеокой алгебры; новая тригояометрхя (254 — 256). 

(Звя. Мат, Омд.^ томш Х1Г). 



Воевной яюр1од% етр. 257—656. 

Воаникновен1е Новаго Анализа; Део»ардъ Эйдеръ. Новый 
авадивъ какъ теорхя Фуцкц1й. Дядавтичесв1е труды Эйлера. 

сВведенхе въ ацалявъ безконечно-малыхъ», его разд'Ьдешея 
еодврканк. Понятге о «унящи и вдассяфик^щя «унядШ (260^ 
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2вЗ). Преобра80ван1я функЦ1Й-, разложеше ФункцШ въ бевконечные 
ряды (стр. 263 — 267). Элементарныя аналитичеошя трансцендент- 
ныя фунЕЦш. Эйлерова теор1я покавательныхъ ФуввцШ и логарие- 
мовъ (268 — 272). Аналитическая гошометрхя (272 — 277). Прило- 
жен1Я аналитической гонюиетрш. Разлоагенхе Функщй въ произ* 
ведев1я безконечнаго числа множителей (277 — 280). Безкояечныя 
произведетя и ряды. Суниован1е рядовъ (280 — 281). Теор1Я уг- 
ловыхъ сЬченШ (282 — 283). Непрерывнмя дроби (283 — 285). 

Эйлерова теорхя кривыхъ. Значеше аналитической хчюметрш 
съ точки зр^Ьшя теорш функцШ (287 — 292). Методы изученхя 
кривыхъ высшихъ порядвовъ^ труды Ньютона, аббата Ое Она, 
Крамера. Теор1я Ньютона (292 — 296). Трансцендентный кривыя. 
Логариемика и связанный съ изучен1емъ ея трудности-, Эйлерова 
пуор1я логариемовъ (2Я7 — 302). Кажущаяся в*твь логариемики 
(302 — 804). Трансцендентныя кривыя, въ уравнен!» которыхъ 
входятъ трг1гонометрическ1я Функ1ии. Спирали (304 — 307). 

Значенге безконечныхъ рядовъ въ теорш аналитическихъ 
Функцгй. Два пути въ этгой теор1и (307 — 310). Формальное изу- 
чен1е Функц1й. Возиикновен1е сншволическаго исчислен1Я (310 — 
314). Формальныя тендеидш у математиковъ второй половины 
разсматриваемаго перхода. <Теор1я аналитическихъ Функ]ий» Ла- 
грапжа. Методъ оезконечныхъ рядовъ и его отиоптенте къ диФФе- 
реиц1алы10му иочпсленш; методъ рядовъ у Ньютона; :{ам1)чан1е 
Стирлипга (315—318). Лагранжевъ мемуаръ 1772 года о метод* 
безконечныхъ рядовъ. Теор1я Кондорсэ. Теор1я Арбогаста (820 — 
323). Разборъ «Трор1И аналитическихъ ФункцШ» Лагранжа. Рядъ 
Тейлора, какъ основан1е этой теорш*, производный функцш и ихъ 
исчислен1е (323 — 329). Случаи, когда Формула Тейлора непри- 
М'Ьнима; разложения многозначныхъ функцШ (330 — 333). Разло- 
жен1е одяозначныхъ функцгй, обращающихся въ безконечность. 
Эйлеровъ «Новый способъ разложешя рацшнальныхъ дробей на 
простыя» (333—835). Остаточный членъ Формулы Тейлора (336 — 
337). Исчислеше производи ыхъ вакъ сключь къ преобразованш 
функцШ». Производный уравнен1н и ихъ первоначальный (337 — 
340). Способъ вархадш произвольныхъ постоянныхъ. Теорхяосо- 
бепныхъ р*шен1Й (840—342). Геометрпчеекш приложения Лагран- 
жевой теорш; теорхя соприкасан1Я кривыхъ(343 — 346). Механи- 
ческ1Я приложен1Я сТеорш аналитическихъ фу нкцШ» (347 — 348). 
311ачец1е Лагр^^нжевой твор1И въ иоторхи математики (848 — 350). 



Вопросъ о начадахъ диф«еренц1ады1аго и интегральнаго 
иечислен1Й въ ирошлоиъ в^кЪ. Даламбертъ и его теорхп дифферен- 
щальнагоисчисленгя (стр.351 — 352). Да Кунья (352 — 353). Си- 
монъ Люилье (353— 358). АббатъС5а1иво(358— 359). Теор1Я ском- 
иенеацш п<»гр'Ьшностей»; Беркдей, Лагранжъ (360 — 862). сРаз- 
мышления о иетафизик'6 безвонечно-иалыхъ» Еарыо (862 — 367). 
«Основашя дпФФеренщальнаго иечисленгя» Эйлера. Эйлерова 
теор1я безконечно-малыхъ; исчислен1е конечныхъ разностей, какъ 
основан1е диФ«еренц1альнаго исчиолен1я (368—372). Эйлерова 
'георхя трансцендентныхъ порядковъ безконечно^большихъ и беэ> 
конечно-малыхъ; порядки исчезающихъ интеграловъ (372 — 378). 
БезЕОнечномалын и бе8конечно-больш1я въ теорш рядовъ*, законъ 
непрерывности (377 — 380). Ариеиетическое^ и аналитическое сум- 
мованге рядовъ(380 — 382). Содержанхе €0оиован1й диФФеренцгаль- 
наго исчислев1я>; особенности из ложешя «Оенован1Й>. ДиФФерен- 
цхальныя уравнешя какъ результатъ исвлючен1я трансцендент- 
ныхъ Функц1Й (389—390). Аналнтическ1я приложен1я дифферен- 
Ц1альнаго исчислен1я. Наибольш1я и наименьпия значешя мно- 
гозначныхъ функщй (391 — 392). Нахожденхе диФФеренщаловъ въ 
особыхъ случанхъ (393—396). 

Истор1я безконечныхъ рядовъ въ ХУШ-мъ в'Ьк'ё. Значеше 
трудовъ Эйлера; англ1Йск1е геометры, Яковъ Стирлингъ (396 — 
398). Связь теорш рядовъ съ разностнымъ и интегральныыъ 
исчиелешями, интерполяц1я; первыя работы Эйлера; вознивнове- 
ше теорш опред'бленныхъ интеграловъ (398—401). ДиФФерен- 
Ц1алы дробныхъ порядковъ (401 — 402). Общ1е методы суммова- 
Н1Я рядовъ. Сум)1ован1е рядовъ въ сОснованхяхъ диФФеренц1аль- 
наго иечислен1я» (402 — 406). Мемуаръ Эйлера «О новомъ спо- 
006*6 нахожден1я общихъ членовъ рядовъ». Законы образован1я 
безконечныхъ строкъ (406 — 408). Методъ Эйлера; линейныя диф- 
Ференщальныя уравнения безконечно-большаго порядка. Р'Ьшенге 
общей задачи суимоваи1я конечныхъ разностей; Формула Эйлера 
и связь ея съ рядомъ Фурье (408 — 410). Присутствхе неопред'Ь- 
денныхъ перюдичесвихъ функцхй въ общи;кь рФшев1яхъ задачъ 
обратнаго иечислешя разностей. Изыскан1я Эйлера о прибли- 
женномъ суммованш рядовъ и объ ихъ сходимости. Общ1й прпз- 
яа1гь сходимости рядовъ (411 — 412). Приближенное выражеше 
остаточна1Ч> члена ряда съ помощью опредОЬленнаго интеграла; 
связь между интегралами и суммами; Формула Эйлера и Макло- 
рена (412 — 415). Полусходящхеся ряды (416—419). 
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Эйлерова теор1я аиал1П'КГче№1ев|Го еукмовая1я рядовъ; прои»- 
водящъя Фунвщи', ивчиелен1е расходящихся рядовъ (419 — 422). 
ОбщШ методъ производящихъ фупвц^л и различные его виды 
(423 — 425). Лапласова теорхя проиаводящихъ Функцдй (424 — 427)- 

Првобра:шваи*1е рядовъ. Формулы Эйлера; превращение рас/- 
хиднщих<;н рядовъ въ еходящ1еся (427—433). 

Трактатъ Эйлера объ интегральномъ псчисленш. Чисто Фор- 
мальная точка .^рЪп^п Эйлера на основатя интегрального исчи- 
слен1Я, Значен1е трудовъ Эйлера въ истор1и трансцендентныхъ 
Функц1Й предсталляемыхъ интегралаии. ДвоякШ ясточнякъ тране- 
дендентныхъ Фуикц1й въ интегральноиъ исчислеихи. Воанивно- 
веше и развит1е учешя объ эллиптическихъ интегралахъ. Срав- 
нен1е трансцендентныхъ. Яковъ и Иваиъ Бернулли (4^)7-438). 
Фаньяно (438—441). Первыя работы Эйлера о сравненш транс- 
цендентныхъ-, письма къ Гольдбаху (442—445). Эйлерово диф- 
Ференщальное уравненхе; сравненхе интеграл овъ перваго и вто- 
раго родовъ (445 — 449). Методъ Лагранжа для интегрирован1я 
Эйлерова диФФеренп.тльнаго уравнешя (449 — 451). Приведен1е 
эллиптическихъ янтеграловъ къ интегралаиъ прост'Вйхдаго вида. 
Работы Да Ламберта и Эйлера (4 51 — 458). Работы Ландена (458). 
«Трактатъ объ эллиптическихъ Фуякщяхъ» Лежандра. Иринципъ 
аналитической эконом1И (454 — 455). 

Теор1Я Эйлеровыхъ иятеграловъ-, обозначенгя Эйлера и 
главн'Ьйшгя, найденныя ямъ Формулы (456-462). Исчисленте 
опред^Ьленныхъ интеграловъ (4в2~4б4>. Общ1е способы, упот- 
реблявш1еся Эйлеромъ для нахожден1я опред'Ьлениыхъ интегра- 
ловъ (464 — 465). ДиФФеренцирован1е и интегрирован1е подъина- 
комъ интеграла и связанные съ открыт1емъ этого пр]ема усп'В- 
хи анализа (465 — 471). 

{Зап, Мат, Отд,^ томб XVI), 



Исторгя тькоторыхг особенных^ вопросовв, ижл/ьдовате ко- 
торыхг преимущественно способствовало выясненгю и раявитгю 
основных^ началп теорги фупкцгй стр. 473 — 609. 

Вопрось о природ1} проияволЬныхъ функций въ интегралахъ 
уравненШ съ частными прои:)водными. 13озникновен1е этого во- 
проса, задача о волебанш струнъ; теор1я Тейлора; анализъ Да- 
лаиберта (474 - 477). Теор1я Эйлера и возражения Даламберта*, 
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во1нтяо]|ен1е спора о нрирод^ ^роIIВВО^ы^АIXФ Фуввщй; првн^я^ 
ПегербургскЫ! Акедемш^ мемуаръ Арбогаста; труды Монжа 
(етр. 477 ««йвО). Главвыа основав!» мвМхядйдера-, его мемуаръ 
«О арерыввыхъ ♦уякщвхъ въ аиа^иI31I>. дйлерово опред'Ьлен1в 
неарариввой •уивц|М и Вейерштрассоио вачадо нонс^генности 
(481 — 482). Функц1и непрерывный и Функцхи опред1}ляеимя ана- 
лятнчесвями уравяен1яия. Ошибочное мн'Ьнхе Эйлера' и 1чюмёт- 
ровъ прошлаго в'Ька отожеотв'Ь втяхъ двухъ понятШ (482 — 483). 
Прерывный «уняшн-, теор1Я уравненШ еъ частными дисФерел- 
шалами, кавъ источннкъ проиввольныхъ прерывныхъ фувкщй 
(483 — 484). Цнтегрироваше ураввен1я трубчатыхъ поверхностей 
(484 — 485). Главн11ЙШ1Я основашя мн'Ьн1д Даламберта; мн'Ьн1Я 
Лагранна, Лапласа и Кондорсэ о произвольныхъ Функщяхъ въ 
интегралахъ уравненШ съ частными производными (485—488). 
Во8ражен1Я Арбогаста Даламберту и другимъ противнивамъ Эй- 
лера (488 — 492). Функщя и вривыя лншенныя аналитической 
непрерывности и лишенныя сплошности (498). 

изел'Вдованхя Данхила Бервулля о колебая1и струнъ. Тря- 
гонометричесв1е ряды; письмо Вернул ли къ Эйлеру-, представле- 
н1е произвольныхъ функщй тригонометрическими рядами (494 — 
496). Лагранжевъ аналязъ задачи о колебанш струнъ. Асим- 
птотическое представлея1е произвольны хъ функцШ тригонометри- 
ческими рядами (498 — М1), Взгляды Лагранжа на вопросъ о 
представлеши Фуввц1Й тригонометричеежями рядами; р1Ьшен1е 
«уввщональлыхъ ураввен1Й (301-*-^04). Открыт» Эйлеромъ Фор- 
мулъ для выражев1Я воеФФМД1ентовъ трмговометричесваго ряда 
пожокцыо Фдред*ледныхъ иятеграловъ (&0о — 507)« Критичесвое 
отношен]е иатвматяковъ конца прошлаго в11ка къ началу ана- 
литячесяой вепрерывиоети. Записка Шарля; предетавлев1в см^«^ 
шаняой Фуняц1И одяимъ аналитическямъ уравнея1емъ (508 — 511). 

Уравнен1е ^-^ -{-а* -^ «=0, подобное уравнен1Ю коле6ан1И 

струны и его общ1Й интегралъ; Эйлеровы разсуждевхя о ФсфМ'Ь 
этого интеграла; Функдш аналитичеев1я и Фунвц1И мнимаго пере- 
м11ннаго (511 — 515). Развитее аналитическихъ вопрооовъ, свя- 
заннмхъ съ ученхемъ о ннимыхъ величинахъ, постепенное при- 
блял1ен1е къ нов'Ьйшей теорхи Фунвцхй мнимаго перем'Ьниаго. Во- 
просъ о логарнемахъ отрицательныхъ колнчествъ. 

Начало спора о логарнемахъ отрицательныхъ количегсгвъ. 
Перепяска Эйлера съ Даламбертомъ и Эйлеровъ мемуарь 174и 
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го/^а. Теор1я Даланберта; опредФхеше логариема лишь для ве- 
щеотвенныхъ 8начея1Й переменной-, вещественность логарие^ 
мовъ отрицательныхъ чиселъ; соглас1е Даламбертовой теорш съ 
Формальными ванонами анализа (стр. 518 — 522). ГеометрическШ 
закона Даламберта, овявывающШ логариемы положительныхъ и 



отрицательныхъ чиселъ^ логариемичесвШ интегралъ 1 -^ , вакъ 
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частный случай интеграла I — ^ , при п нечетномъ (522 — 524). 

Ответь на возражешя Эйлера*, мн'Ьнге Даламберта о значенш 
кажущейся вЪтви логариемики; произвольность въ опрс'.д'Ёлен!» 
логариемовъ (524 — 52в). 

ГеометрическШ парадоксъ Ивана Бернулли и Даламберта. 
Аналопя круговыхъ и гиперболичесвихъ площадей. Котесъ-, 
мнимые логариемы и уравнен1Я третьей степени; Гармон1я М']&ръ 
(527 — 528). Письмо Ивана Бернулли къ Эйлеру; Формула Бер- 
нулли; двоякаго рода логариемы (528 — 530). Аналог1д круго- 
выхъ и гиперболическихъ площадей и теор1я логариемовъ; ра- 
боты Вау1ек йе Ропсепех, Карстена и Феррони (530 — 531). 
Мемуаръ Карстена. Изсл^доваше интеграла въ зависимости отъ 
посл'Ьдовательности значений принимаемыхъ подъинтегральнымь 
диФФеренц1аломъ между пределами интеграцш. Карстенова гео- 
метрическая теор1я логариемовъ (532 — 537). 

Во8никновен1е теорш гиперболическихъ функщй. Труды 
Риккати (538 — 548). Труды Ламберта; его мемуаръ о н^Ькото- 
рыхъзам'Ьчательныхъ свойствахъ круговыхъ и логариемическихъ 
трансцендентныхъ количествъ; числовые законы въ области гео- 
метрш кр^та и гиперболы; первое строгое доказательство несоиз- 
м'Ьримости чиселъ е п -я (542 — 544). Ламбертова теор1Я гипербо- 
лическихъ функщй; таплицы гиперболическихъ Функщй (545—547). 
Иррацюнальныя и трансцендентный числа; трансцендентность 
числа 77 и невозможность квадратуры круга (548 — 549). 

Иитегрирован1е но мнимой перем'Ьнной; труды Эйлера 
(550 — 552). 11рнложен1е интегрирован1Я по мнимой переменной 
къ нахожден)Ю новыхъ пнтеграловъ; общ1я основан1Я Эйлерова 
метода; найденный Эйлеромъ уравнен1я въ частныхъ производ- 
ныхъ, свяэывающ1я вещественньтя составляюпця всякой анали- 
тической Фунвцш отъ мнимой переи']&пной (552—555) Истор1я 
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Эйдеровыхъ уравнен1Й; роль яхъ въ теорхи пдоскато двшкенхя 
жвдвости; и8сд'Ьдован1я Дадамберта л Лагранжа; способъ пред- 
ложенный Даламбертоиъ для интегрирован1Я уравненШ подоб- 
ныхъ Эйлеровыиъ (стр. 556 — 557). Роль уравнешй Эйлера въ 
теор1И традктор1Й; работы Эйлера по этой теорхи (558—561). 
Задача о построен1и географическихъ картъ и о конФориныхъ 
изображешахъ и связь ея съ теорхей фунЕц1й мнииаго пере- 
м'Ьннаго; работы Ламберта, Лагранжа, Эйлера (561 — 564). Ме- 
муаръ Лагранжа о построенш геограФИческихъ картъ (564 — 566). 

Интегрирован1е по инииыиъ перем'1&ннымъ въ трудахъ 
Лапласа. Мемуаръ* Лапласа о приближенномъ вычисленш функ- 
щй большихъ чиселъ; р'Ьшен1е разностныхъ уравненШ помощью 
опред'Ьленныхъ интеграловъ: опред1}ленное интегрировашс меж- 
ду мнимыми пределами (566 — 569). Дальн'Ьйш1Я работы Лап- 
ласа о мнимыхъ интеградахъ-, нриложеше интегрирован1Я 
по мнимой перем'Ьнной въ вычисленш опред'Ёлевныхъ интегра- 
ловъ*, разд1Ьлен1е веп^ественныхъ и мнимыхъ частей въ ком- 
плексиыхъуравиен1яхъ (570 — 571). Мнимые интегралы въ трак- 
тат'^ Лапласа о в'Ьроятностяхъ; приложен1е мнимыхъ интегра- 
ловъ въ теор1и производящихъ функцШ-, рестрикция производя- 
щихъ Фунвц1Й (571 — 572). Работы Иарсеваля; Формула Парсе- 
валя и ея обобщеше (573—574). Разсуждешя Лапласа о пере- 
ход'6 отъ вещественвыхъ величинъ къ мнимымъ въ трактат'^ 
о в-Ьроятностяхъ (574 — 575). 

Работы геометровъ начала Х1Х-го в'Ьва до 1825 года, 
относящ1яся къ теорш мнимыхъ интеграловъ (576 — 578), Ме- 
муа[гь Коши объ интегрллахъ между мнимыми пред1}лами, вакъ 
начало новой эпохи. Первый мемуаръ Коши объ опре- 
д^Ьлепныхъ интегралахъ, какъ дополненхе трудовъ Эйлера и 
Лапласа о вычис1е1пи интеграловъ помощью мнимыхъ выра- 
жешй^ основан1и метода Коши; обобщен'ге Эйлерова метода и 
его уравнегпй въ чаетныхъ проиаводныхь (579 — 580). Двойно*^ 
интегрироваше этихъ уравнен1й (580 — 581). 11риращен1я въ 
двойпыхъ иятегралахъ Коши, происходя щ1)т отъ изм'Ёнен1я 
в'ь нихъ порядка иптегр11[юваи1я; значен1е задачи Коши съ точ- 
ки зр*п1я соиременной теорхк Функций (582 — 585). Вычислен1е 
приращен1Й двойныхъ интеграловъ Коши: особенные интегра- 
лы (586 — 587). Обпця Формулы и частные выводы въ мемуар'Ь 
Коши (588 — 5VЮ). Опред*ден1е интеграла въ мемуар'Ь Коши; 
переходъ отъ неопред'&леннаго интеграла къ определенно- 



му; прим^^ръ логариемнчееваго интеграла; вещеетвенноеть 
ВТОГО интеграла, взнтаго между пределами различяыхъ вяаиовъ 
(стр. 591— 5в2). 

ИзслФдован1Я Пуассона объ опред'Ьленныхъ интегралахъ, 
въ воторыхъ подъинтегральная Фунвц1я обращается въ беако- 
нечность между иред'Ьлами интетрацш. Исторхя бол'Ье ранняхъ 
и8СЛ%дован1Й о такого рода интегралахъ. Даламбертова теорхя 

иитеграловъ вида 1-^ (698-^596). Эйлеровы равоуждешя о 

прнбляженпомъ вычнсленхи иитеграловъ отъ Функц1Й обраща- 
ющихся въ безконечность между пред'Ьлами иитеграц1И (59в — 
597). Особенности встр'Ьчающхяся въ интегралахъ бол^^е слож- 
наго вида. Эйлеровы прим'Ьры иитеграловъ отъ вещественныхъ 
фунвцШ взятыхъ между вещественными пред'блами, но им^нь 
щихъ мнимыя значенхя (598 — 599). Лежандровы изсл'Ьдовангя 
объ опред'бленныхъ интегралахъ — Фунвц1яхъ параметра, ли* 
шенныхъ сплошности; его изсл'Ьдован1е особенностей интеграла 
отъ функши, обращающейся въ безконечность между пред'Ьлами 
интегращи (599 — 601). Изсл'Ёдован1Я Коши объ интеграл 
лахъ Лежандра (601 — 608). Главное значенхе интеграла по Ко- 
ши; недостатки его теор1и иитеграловъ (608 — 604). Мемуаръ 
Пуассона; опред'Ьлен1е интеграла вакъ суммы; иитегрировате 
по мнимому пути (604 — 606). Логариемическгй интегралъ и 
бол'Ье сложные интегралы (606 — 607). Общгя зам1Ьчан1Я Пуас- 
сона; зависимость значен1Я интеграла отъ последовательности 
значен1Й принимаемыхъ перем'Ьниой между пред11лами митегра- 
цш (608—609). 

Нлкоторыя черты ев исторги развитая иачальныхв матема* 
тических9 понятгй ев впоху Эйлера и Лагранота, .етр.609 — 655, 

Отсутств1е оригинальности въ элементарныхъ математи- 
ческихъ понятхяхъ у математиковъ начала разсматриваемаго 
перюда; сбивчивость этихъ понятШ у большинства математи- 
ковъ второй половины прошлаго вЪка (609—611). Письмо Ма1- 
&&(! къ Ьог^па; расходящ1еся ряды и мнимые нули (тшгЛапо 
Шссаи (611--613). «Алгебра» Эйлера и недостатки въ ея изло- 
женш; расходящееся ряды и элементарная теор1я мнимыхъ вы- 
ражешй въ Эйлеровой Алгебр*!^ (613 — 615). Попытки бол-Ье стро- 
гаго обоснован1я началъ математики. Даламбертова теорхя отри- 
цательныхъ велИчинъ (615 — 617). Отрицательный количества въ 
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геометрш (стр. 617—620). Учете о подожительныхъ и отрица- 
тельныхъ количествахъ въ сГеометрхи положен1Я> Карно*, основ- 
ной принципъ теор1и Карно (620 — 622). Прямыа и обратный 
величества ; нормальная и коррелятивная системы количествъ*, 
знаки -^ т — какъ энаки корреляцш (622 — 623). Теор1я К.лю- 
геля (624). Приидипъ корреляции сиетемъ и Фигуръ и его отно- 
шен1е къ началу непрерывности Лейбница (625 — 626). Соотно- 
шеше прямое, не прямое, мнимое и сложное (626 — 628). Значе- 
В1е принципа Карно въ истор1и Новой Геометр1и (628). Теор1Я 
алгебрическаго анализа и р'Ьшенхя уравнешй въ с Геометрш По- 
ложен1я> Карно (628 — 630). Сущность Математическаго Ана- 
лиза (630—631). 

Новое направлеше въ исторш математики. Ыодъемъ инте- 
реса къ геометрш древнихъ. Стремлен1Я къ бол'бе строгой поста- 
новк'Ёосновъ математики. сНачала Математики» Да Кунья* ихъ 
содержанге п характерный особенности ихъ изложен1Я (632 — 636). 
Развит1е теорш мнимыхъ величинъ въ ХУШ-мъ в'Ьк'Ь. 
Обзоръ исторш мнимыхъ величинъ; теор1Я Бомбелли и учете 
Декарта; значен1е и смыслъ Декартовой теорш (636— 639). Воз- 
зрФн1я математнковъ прошлаго в'Ька на значенхе мнимыхъ кор- 
ней уравнешй; мнииыя количества и законъ непрерывности 
(640 — 642). Приведепхе вс^Ьхъ мнимыхъ выражешй къ виду 
а-|-Ьт/~1; постепенное приближенхе къ нов'ёйшимъ воззр'Ьшямъ; 
попытки геометрической интерпретацхи мнимыхъ количествъ 
(стр. 642 — 645). Успехи теорш мнимыхъ величинъ связанные 
съ теоремой Де Муавра; Эйлерова теор1я прост'Ьйшихъ мни- 
мыхъ выражений. Труды Даламберта; его теорема о приводи- 
мости вс'Ьхъ встр-Ёчающихся въ анализ'Ъ мнимыхъ количествъ 
къ виду а+Ь V — 1 (645 — 647). Доказательства приводимости 
мнимыхъ корней алгебрическихъ уравненШ къ виду а-|-Ь V — 1, 
данный Эйл(фомъ, Лагранжемъ, Ое Ропсепех, Лапласомъ (648 — 
649). Доказательство этого предложен1Я данное Даламбертомъ; 
разложен1е корня алгебрическаго уравнен!)! въ безконечный рядъ; 
лемма Даламберта и ея геометрическое выражен1е (649 — 652). 
Теорема Даламберта; ея Формулировка; значеше и смыслъ этой 
Формулировки у Даламберта (652—653). Сущность Даламбер- 
това доказательства; методъ постепеннаго подступа и ге€111сио 
ай аЬвпгаиш (653—655). 

(Зап. Мат» Отд, томб XIX). 
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Шкоторыя дополнен1я и поправки 

къ пеовоцг выпуску (Зап. Мат. Отд. г. XII *) 



Стр. 41 прим. 3): вм. сПо оаованъ» н т. д., до конца прим., «гит.: 
Въ Брпаяеконъ иуве^ есть еще бом'Ье древн1А кожамыЛ сввтокъ матема* 
тачесваго содержан1л; къ еояал'Ьнш, онъ ловидимому амишковъ кр-ЬпоБЪ 
и хруиовъ ■ до енхъ поръ не могъ быть открытъ: Вл»еп1окг. Ё1п ш. НапЛЪ. 
<1. аН. Ае$. р. 1. 

Стр. 55 прим. 5): поС1* Охоп. 1710, чжт : 
АроПоши Р»гдаё9 дпае {^гаесе ех81апе спт сотт. апН^Ш8• М. е1 Ы. III- 
1вгрг. ев( I. I. Не$Ыгд, Уо1. I, Л, Ырв. 1891, 1893. 

Стр. 68 прим, 5): пос!^ «См.», чет,: 
Аро11. Соп. Ь. I, вс1. НетЬ., ▼♦ I, рр. Зв--53; 

Стр. 68 прим, 6): посл'Ъ словъ «одну ея в'Ьтвь»^ чпт.: 
о&Ь вФтвн тидербоды раэсматрнваемыя вм'ЬсгЬ носятъ у Апо1лон1я назва- 
и1е «весИопев орро811ае> (7о/^«^ аутиц^^*ум): ргор. XIV ЫЪ. 1, ее!. Не$Ь, 
V. I, рр. 52, 53. 

Смр. 69 прим, 1): поежЪ сл>въ «соп. иъ. I», чит.: 
еД. ВаЬ. V. I, рр. 2-6. 



*) Первнй выпусвъ настоящаго труда (стр. 1^256) быдъ напечатанъ 
еще въ 1892 г. въ ХП том'Ь Зап, Мат. Отд. Сь т'Ьхъ поръ мн'Ь удаюсь по- 
знакомиться со многими сочвнен1ЯМи, воторыхъ, къ сожад'1н1ю, я неим^лъ 
тогда подъ руками; друпя сочинешя, воторыни я тогда пользовался вы- 
ими съ тЬхъ поръ въ новыхъ издан1яхъ; различные вопросы истор1и ма- 
тематики послужили предметомъ новыхъ монограф1й и журнальныхъ ста- 
тей. ВеЬ эти новые, доступные мн'ё до сихъ поръ матерталы, не изменили, 
однако, нисколько общей картины занимавшихъ меня историчесвихъ яв- 
лев1й, которая и теперь осталась такой, какой она представлялась мн-Ь 
семь л11тъ тому назадъ. ИзмЬнеше н'Ьвоторыхъ подробностей и приспо- 
соблеше всЬхъ ссылокъ къ вовымъ источникамъ было бы равносильно но- 
вому издан1Ю перваго выпуска. Я ограничусь, поэтому, гЬми немногими 
«дополнеа1ями я поправками», которыя предлагаются зд1|сь читателю. 



XIV 

Стр. 70, прим. 5): 0001*6 словъ Еи1ое, а<1. АроИоп.»^ чит.: 
соп. 1. Ь ргор. XI, ей. Яви. у. II, рр. 218—221. 

Стр. 72^ прим. 1): ПОСЛ'Ь яВаскеИ* чит.: 
Ъп\е1 Раг. 1621; ВюрН. АЫх. Ор. отп1а с {^гаес. сотт. её. е1 1а<;. 1п(вгрг. 
ев(; Р. Таппегу, уу. ], 11^ Ь|р8. 1893, 1895. ^ 

С^яр. 72^ прим. 2): въ начал!» чкт.: 
1)$орк. Л1ех, ор. отша е(1 Тапяегу, у. 1, рр. 2 8^^. 

Стр. 74, мрмл. 2): вк. «По», чит.: 
Аг* ЫЬ. I, ^пе8(;. 29, е<1. Таппегу^ у. I, рр. 64, 65; по 

Стр. 79, строка 1.9—24: н ирявожу это М'Ьсто иаъ алгебры ВШкага 
ляшь по смыслу, насколько онъ казался мв'Ь поиятиымъ изъ переводов ь 
Кольбрука и Родэ; вотъ буквальный переводъ этого ]|1}ста [по санскр. 
текету, данному Роаэ(1. с. р. 30)] которынъ я обязанъ проф. В, И. Шер^^ю: 

«Пр1см1кръ: Д1}лим0в 3, Д'клнтель 0; при д'Ьленхи вознякаетъ —; это без- 

■онёчпое число вазывается кха^хара (т.е. дробь, знаменатель которой 0); 
въ этокъ числ!», представляюп^емъ дробь съ знамеиателемъ 0. н'Ьтъ изи'Ь* 
11еп1я, ояо1ЬВО бы ни прмбавляли яли отнима^и, точно тавъ какъ въ без* 
волечяомъ в1(Ч1Гомъ времени (не оронзводятъ никакой перем'Ьны) ряАЫ 
(млн см%няющ1яся толпы) существъ». 

Стр. Щ прим. 5) въ яачал!: 
<^оаIIёо ее Ьапевзе а сапаге а1сппо р!а <]е пп аНго р1а : е сЬе1 р1а сЬе 
а! 11о1 саоаге 81а та($1оге йе ^иап^^(;а е (1е ёепотхпаиопе сЬе! р1и (1а1 
дпа1е ее (11е саааге: а1ога я! (1епе аЪа11еге е1 штоге де! так!оге: е ^ие\• 
1о сЬе геа1;а 81га рпго тепо (1б даапи(;а, е апсЪе (1е <1епот1паиопеэ. 
1г. Рае$ио1о. Затша, 1>18ипсио ос^уа^ Тгас(« рпт.; (1е япЫгасИопе сИс!. 
1егт* аг. 4. Уепе1. 1494, 1. 114 9€г$о. 

Отр. 101: прим. 1) въ нач. чит.: 

АгН* таупае Ш>. ип. ей. Ваа. 1570, р. 6. 
прим, 2) ПОСЛ'Ь словъ «Ыяиш ропешИ», чят*: 

е. е- ^ое8^. I, её. Ваз., р. 130. 
прим. 3) въ конц'Ь: 

ей. Ваз , р. 7. 
прим. 4) въ КОНЦ'Ь: рр. 15, 16. 
прит. 5) въ конц'Ь: 1, р. 15. 
прим. б) послФ «Сар. XXII: рр. 42— 4в. 
прим. 7) ВЪ КОНЕСЬ: р. 46. 

Стр. 102: прим. 2) ВЪ кон1гЬ.' её. Ваа., р. 22. 

прим. 3) поел* «Шааш ропепсИ»: её Ваа., р. 129; поел* 
<отп1по Маа»: её. Ваа., р. 132 (Ке^ Ш, Сог"»). 
прим. 4) посЛЬ «XXXVП>: её. Ваа., рр. 130, 131 
щршм. 5) поел* «ХХХУП»: её. Ваа., р. 132. 
Стр. 103: ср. прим. 2) къ стр. 637. 

Стр. 115^ прим. 1) исправить сообр. съ прим. 1) на стр. 264. 
Стр. 153, прим. 4)вм. «Гюйгенсъ,быть можетъ также Ферматъ>, чит.: 
Феркать, быть можетъ также Гюйгенсъ. 
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(Лнр,173^ трим. !>, 7 строжа спжау: шечшгштъ соотв. м^ота въ «Опеч. 
щ Ошябж.». 

Стр. 194^ ярил. 1), стр. 11 енжзу, вм. «Кё1ьвевое» чвт.: Женевское. 

Сотр> ^^^1 приж, д), въ начади, чвт.: 
Ср. Мв^к. Ашя. I, XXI: а СаШаг. ПсЬег ппеаё!. Ип. РипкСтапп!^^. §8, р. 
563» Апшегк. га § 8> р 689. 

С«р. 256^ прим, 2): 

ле чятать с^овъ: *А1Ь, ЫгаЫ арЬёг. е(с.) и*. — Ссылка ва Жв- 

рара вавкетвовава была мною у Бтллл (А вЬ. асе. еСс. р. 215). 

Вогц въ д^йстввтельноетв, о6^9лев:ьр%торичФсшыхп формудъ Жнрара: 
«Сотше 1е Ва!д, 4 1а ТапвеШе с1е В, а1п81 1а Та11|{еп1е (1е В, й 1а 8е- 
сапСв ее ВО, с'ев! 4 «Иге; 

сотше ОС 4 СМ а1п81 ВЬ & 8есап1а (1е ВО. 

Доле ^^/° ^^ евва! 4 Зеса]|(е (1е ВО». 

См. А1Ь. (Нг. 1пу. Копу^' Ое 1а шеваге де 1е варегЛо1е, ёеа 1г1ап|(1ев 
& ро1у||опев 8р||с^^с^11е8, 1)оате11ете111 111Уеп1ёе, П. 

Иотъ, съ другой сторонн, еовращ. обовн. вавнств. нвъ кингв; А ВНеГ 
(Ъп! ГаИ) Ассоо11( о^ (Ье Оос1ппе о^ Тп^поте1гу, Ьо^Ь рЫа аш! врНе- 
г1саЬ Ву ^окп СамюМ, М. А. ЬопДоп М. ОС. ЬХХХУ, р. 3: 

^^ А . 2:^ В : Гу В . Г^ А т.е. СофА : Ор«В : : |8^В : 5вс^4. Са81ге11 обовв. 

8мА^ »ееА^ 1дА, 8т9€пА черезъ В^А ; Л^I ; 7^^; У^А\ СошА^ СонсА^ СЫ9^^ 
Зт.94гш,с(тр1.А череаъ 2.\ ^4 ; а^А ; т, А ; 9, А соотжЬтствевно (р. 1). 



Ошван1я теощ аналпичесЕКП 11111(11. 

ЧАСТЬ ПЕРВАЯ. 
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ИСТ0РИЧЕСН1Я свъдънт 

о факвш поиятШ I неюдовъ тщпъ въ ошваш теощ ш- 

ДШбСЕПЪ фЩЩЙ. 

Ивана Тимченко, 
Роп(]етеп1з де 1а 1Ьёопе с1е8 !опс1;10п8 апа1уидпе8. 

Раг л ТгпиеНепсо. 



Восьмой пер1одъ. 

{Прадолокйпме; ем, XVI т, Зап, Мат, Отд,), 

Понят1б О функщи^ возникшее первоначально въ связи съ 
опрбд^Ьленннхи вопросами анализа и гео1гетр1и ^\ естественно 
распространялось лишь на фунБц1и аналйтическ1я, отношеше 
Боторыхъ Бъ перенЪннниъ, отъ коихъ он'Ь зависятъ^ опред'Ь- 
ляется н'Ькоторыиъ аналитическииъ уравнешянъ^ извФстнынъ 
или только предполагаемы иъ. Но и самое понятхе объ анали- 
тической функц1и оставалось сначала плохо вняснепнымъ; даль- 
н'Ьйиюе выяснен1е обусловлено было исторически разграниче- 
шемъ его отъ бол'Ье общей идеи функц1и — понят1я о совер- 
шенно произвольной, не опред'Ьленной никакими аналитически- 
ми законами зависимости между перем'Ьнными количествами. 

Такая общая идея функц1и не могла возникнуть на поч- 
в'Ь опред'Ьленныхъ вопросовъ анализа; путь къ ней былъ впер- 
вые открытъ разсуждешями о природ'Ь неопред'Ьленныхъ функ- 
Д1Й входящихъ въ составъ интеграловъ уравпзн1й съ частными 
дифференц1алами. Разсужден1я эти велись, конечно, сначала въ 
прмм'Ьнбнж къ конкретнымъ случаямъ^ наглядный стороны которыхъ 



О Ср. стр. 190—191. 

Зап. Мат. Отд. Т. XIX. 
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однЪ могли доставить выводы относительно свойствъ фунБцШ, при- 
рода которыхъ лехитъ вн'Ь области приложен1й абстрактяаго 
алгебрическаго анализа. Первымъ поводомъ къ такого рода 
изсл'Ьдовангянъ послужило розысканхе общаго р'Ьпюнхя знаие- 
нитой въ прошлонъ ъЬк^ задачи о €колебанги струнгъ (йе 
согсИз тЬгапОЬиз) ^). 

Задача о колббан]и звучащихъ струнъ занимала матема- 
тиковъ еще въ ХУП-мъ стол'Ьт1и ^); но лишь Тэйлоръ, въ на- 
чал'Ь ХУШ-го в'Ька, подвергъ ее впервые серьезному матема- 
тическому анализу ^). Ц^лью Тэйлора было изучение закона 



*) Латранжъ издагаетъ нстор1ю задачи о волебанш струнъ въ сво- 
емъ первомъ менуар'Ь объ акустив-Ь: НесЬегсЬев виг 1а па1;пге, е1 1а рго- 
ра§;а110п йи зоп (Д/|»свйляеа ^'вкп'мяма. I. I, 1759, рр. I— X, 1 — 112 [по 
второму счету стр.]. Оеиогем <1е Тлдгапде^ и I, рр. 39—148), ЗесМоп 1-Гв, 

СЬ. II: Бее У1Ъга(;10пя (1е8 сог(1е8, 11 с. рр. 13—25, 59—71 гевр.; ср. 1п(хо- 
с1ас110п, »Ш., рр. I— X, 39—46 гевр. 

') Первые научныя работы по этому вопросу въ ХУП-мъ в'Ьк'Ь ори- 

надлежатъ Галилею И Марину Мерсенпу\ СМ. ваМео ОаШеь, БхвСОГВ! та1е01а- 

исЬе ш^огпо а дае ппоуе 8с1епге <&с, 1638; н^мецв. переводъ: 11п1еггес[11п- 
Иеп ип<1 шаШет. Ботопв^гаиопеп йЪег гч^ге! пепе УПзаепвсЬ., (11с МесЬа- 
П1к и. (1. РаИ^езеие Ъе1гевГеп<1, V. бг. 6, иЬ. у. А, 9оп ОеШпдьп. Ьрг^. 1890; 
Егв!;. в. 2,^. Тп^ {Оз<;^аЫ'8 К1а881кег, Кг. 11) Ет. Т. рр. 86 вдч. — М. 
Мепеппв. ТгаКё (1с Г Нагтоп1е ппхуевеИе, Рапв, 1627; Ьев Ргё1а(1е8 <1е 
ГНагш. ап1У. Рапв, 1634; Нагшоп1соп1т ЫЪп, Ьп1. Раь 1636^ 2 Уо1. 2-ое 
изд. 1648. Ср* М. Маги. Ш81. (1. 8с. 1В. 1. УП, рр. 233 - 234; ср. еще Ф. 
Ровепбйрхерь, Очеркъ ис1ор1и физики, пер. съ н'Ьм. под. ред. И. М, Спмвнола, 
Ч. II, Спб. 1886, стр, 36—37, 1(Х)~101. Н'Ьвоторые матерхалы для исто- 
р1и нашей задачи можно найти въ переписке Декарта (1629 — 1635} и 
примеч. къ ней въ первомъ том'Ь издан]я сочня. Декарта: Оеиюте* <1е Ве$- 
сагш рпЪ). раг СЪ. Ас1ат 4* Р. Таппегу. Соггевроп^апсе I, Ауь 1622— Рёуг. 
1638, Рапв 1897, рр. 29, 31, 74, 100-101, 106—107, 111—112, 114, 121- 
122, 143, 162, 169, 172, 180-181, 227, 247-248, 258-259, 267 - 268, 272, 
296-^297, 323*, и въ перециск'Ь Гюйгенса: Оеигге* еатрШа <и СкшНаап Ниу- 
дем рпЫ. р. 1а Зое. Ыо1ап(1. а. 8с Т. 1, Согг. 1638—1656, Ьа Науе, 1888, 
рр. 31, 61-52, 54, 59—60 (Мегвеппе, 1646-1647), Т. V, Согг. 1664-1665, 
Ь. Н. 1893, рр. 99 — 100 (Гюйг. о Мерсенн'Ь 1664 — къ Могау) р 509 
(Одьденбургь къ Спиноз*); 1665). 

'} МыЪойи* %псгетштогит 1Нтес1а ^ 1п9ег9а^ ЪопвхтА 1715, 1^етIпа^а 

УШ & IX, Ргор. XXII, РгоЬ. ХУЛ. ВфЫ тоыт Л^ячя ипп. Ргор. ХХШ. 

РгоЬ. ХУШ. Ва^и 1олдии€Ипе Шгюг^ е]ик1ет роЫеге^ (^ ропщете иЫеЫе 9П9етге 

(етрим рег1иИсит. СогоИ. I- Ш^ рр. 88 — 93. «Ье тёто1ге ее Тау1ог ге1аШ 
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налыхъ поперечннхъ колебашй струны; онъ нашедъ, что уско- 

реше точки струны (-^) въ поперечнохъ ко1ебап1и обратно 

пропорщонально рад1усу кривизны (р) струны въ этой точк'Ь 
въ данный иоиентъ (^). При иадыхъ колебан]яхъ это услов1б 

нохетъ быть выряжено уравнвн1емъ (1). . . . —^ = а* — ^ . 

Тэйлору удаюсь проинтегрировать это уравнеше благодаря сд'Ь- 
ланноиу ииъ допущенгю^ что всФ точки струны возвращаются 
одновременно въ свое первоначальное полохепхе на одной пря- 
мой; отсюда онъ заключилъ, что р обратно пропорц10нально у^ 
Тогда полученное уравнепе въ частныхъ производныхъ (1) 

распадается на два уравнешя: -~= — Ь^у и -д^= — («й)'Уо 

ох оъ 

ннтегралъ которыхъ не трудно найтн. Предполагая, что перво- 
начальное прямолинейное положен1е струны совпадаетъ съ 
осью X — въ^ и что концы ея укреплены въ неподвижныхъ 
точкахъ^ мы найдемъ, что у^=А.8^пЬх. ЗтШ, гд4 А посто- 
янная величина. Струна имЪетъ, такимъ образомъ^ во всяиИ 
моментъ^ форму синусоиды ^). 



& сеЫе гесЬегсЬе», говорить М, МаЫе (ШвЬ. (1. 8с. М. 1. УП, р. 234), «ауаК 
рагп Л'аЪогё с1ап8 1е8 ТгапзасИот рШо$орМдие$^ еп 1713; 11 а ёЬё гергодпК 

(1аП8 1а МегКоЛи» 1псг%тепЬогитъ ; я МОГЪ Д01ЬВ0ВаТЬСЯ Т01ЬК0 ЭТВМЪ П0С1'ЬД- 

ниаъ сочинен1емъ. 

') Таково по С1^гцеет^ содержан1е Тейлорова анализа; ер. Ьадгашде 

П. с въ прим. 1) на стр.474. 31мс. Т., Т. I, рр. 15—17, Овиггв» (1е Ьадтапд%^ 
т. I, рр. 61-63. Тейюръ доЕазываетъ (Ргор ХХП, РгоЫ.ХУП, Пешоп- 
а(г. рр. 90-91)^ что кривая въ которой ординаты точекъ пропорц. кривнз- 
наиъ въ т'Ъхъ же точк. есть фигура, «дпат 1П(1и11; пегуаз 1п диоу18 агИ- 
си1о то1о8 801», и что точки струны колеблются <а(1 1п8!ог рбп(1и11 08С1Ь 
1ап1]8 1п Сус1о1(1е», — по закону изохронныхъ качан1й на циклоиде иатер. 
точки подверженной притяжен1ю изъ н'Ькот. центра съ силою пряио про- 
порц. разстоян1ю отъ этого центра: онъ ссылается на <Рппс1р1а» Нью- 
тона, Ргор, 51, 1лЬ. I (Женевск. изд. 1760 г. П I, рр. 374-376). Въ Ргор. 
52 (рр. 377— ЬдЗ) Ньютонъ сравииваетъ это двнжен)е съ проэкщей равно- 
н^р. вращ. по кругу на дгаиетръ его. • Въ Ргор. ХХШ. РгоЪ. ХУЩ^ р. 

1_ 
а су 

92, Тейлоръ находнтъ дифф. у— 1е фигуры струны: «= — -— х 



Ус^ 



т/ 
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1747 году Даламбертъ нашедъ % съ помощью чрезвы- 
чайно простаго и остроуннаго анаяиза, общ1й иптегралъ урав- 
Н6Н1Я (1); вотъ какъ онъ разсуждаетъ: прежде всего^ уравне- 
нен1е это можно, посредствомъ зам'Ьны а( новой переменной т^ 

пржвестн къ 001*6 простону: -— ^ = -^, иле — Ь— -^ = 



<ю 



, которое выражаетъ, что -^ . с1х + Л (Их есть полный 



дх дх дг 

дифференц1алъ; называя его (1и и вводя обозначешя у = 

ду 
р и -^ = 9^ мы получимъ два уравнетя: 

"Х 



су 

(я— абсц/, ось у— ее прох. черезъ средину струны). <АЬ еп1т еа1 »^ 

КС»— у' 

говоритъ онъ, «Япхю агсоа С1гсл1ап8ч спзпв вшпвез^у, &гас1ш8с»; ср. ана- 

1И8Ъ Тейд. въ Ргор. XX ж XXI и 8сЬо1., рр. 82—88. Подробный разборъ 

Тейлорова решетя см. у МаЫв Н. (1. 8с. М. Ь. VII, рр* 239— 247.— Явамв 

Бернулли^ ограничивая задачу т^ми же предпоюженхяни, но оутежъ в'Ь- 

ево1ЬВО инато анализа пришедъ потомъ къ тому же р'Ьшетю что н 

ТеЙЛОръ: см. Ткеогета1а м/ес<а рго ео1иег9аиопе ЫЫит гпагит ЛетомХгапЛа е1 
ехрегтвпИ9 еоп/^гтапс^а Аас1. ^ок. ВетоиШ, Ехсегр1а ех Бр181оиз (1аЪ18 ад 
ЙИпт Вапгект, 11 Ос<;. & 20 Оес. (§111. ПОУ.) 1727, Отт. Ас, 8с. I. Ре1г. 
Т. П, рр. 200 8яд., ЛА. Бет. Ор. Отп, 1. Ш, рр. 124-127; ЛА. Веш. АГ«/«- 
ыЫопей ее СЬоЫгш УгЬгапЬгЬиш ^с, Сотт, Ас. 8с, I. Р. Т« Ш, рр. 13 8^^.; Ор. 
отп, I. Ш, рр. 198—210. И. Вернули говоритъ зд'Ьсь о томъ, 4Т0 струна 
принимаетъ «ббпгат 80с1ае ТгосЬо1(!18 е1оп(;а1ае>, (ср. прим. 2) на стр. 
304), рр. 208, 209, 210 (доказат.). [Я пользуюсь случаемъ, чтобы испра- 
вить неточность допущенную мной въ прим. 2 на стр. 304: синусоида 
встречается кат таковая еще до Лейбница въ еочинен1и Ори8Сп1пт део- 
гоеМспт <1е Цпеа зхпапт е1 сус1о1(1е. Апс1;оге АпЫто ГагЫо, Котае, Ту- 
р]8 НН. Ггапс18С1 СотЬеПеШ. 1659. АпМтпз РагЬшб— псевдонимъ фран- 
цузсиато хезуита Ыопогё РаМ (1607- 1688); въ Вебп. I и П (р. 5) даются 
риторически уравнетя синусоиды и цивлоиды: у = ^апх, у = а8ти -\- 

а Г^ -11^ , (Ср. Ргор. ХХШ, р. 33) ]. 

о Зпг 1а сопгЬе дае Гогте ппе сог(1е (еп(1пе пизе еп У1Ъга1;10п. Ни- 
Шгй Ле РАса<1. Л ВегИп, 1747, Т. Ш, рр. 214-219; СаШог, ОезсЬ. Д. Ма1Ь. 
Вс[. Ш, рр. 872 "874. За этой статьей Даламб. сл^дуютъ въ том^Ш НЫ. 
4€ ГАеа11. Лс ВегИл^ (рр. 220—249) друг1Я' статьи, относ. &ъ тому же пред- 
мету: СаШог, К с. рр. 874-875. 
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нзъ которыхъ выводинъ: 

откуда сл'Ьдуетъ^ что у-^-и и т/ — гг суть н'Ькоторыя фунБЦ1и 
соответственно .отъ х+а; и х — х^ или 

у + и^ 2^^{а1 + х\ 
у — и^ 2^/{а1 — х\ 

складывая который равенства почленно^ иы наВденъ выраже- 

Н1е у въ сл'Ьдующей фори'Ь; 

у = ср(а^ + х) + ф(а/ — х)^ 

гд'Ь 9 и '} совершенно произвольння функцгн^ опредЪляеныя 

только начальными услов1яня колебан1я. Справедливость этого 

результата мохно легко проверить^ иодставивъ полученное вы- 

рахен1е для у въ данное дифференц1альное уравненхе ^). 

Анализируя р'Ьшепе Даланберта^ Эйлеръ ^) пришелъ къ 

заиФчательпому заключенгю относительно природы функщй ср 

я '{^. Онъ уб'Ьдялся въ тонъ, что, въ общенъ случа'Ь^ каждый 

нзъ этихъ сииволовъ можетъ выражать зависиность функцхй 

отъ соответственной переменной^ не только не подчиняющуюся 



О Ши. 6й Гас. Лй Вег1.^ и Ш, рр. 21Ь— 216; ср. ЕесЬегсЬев зиг 1е8 
у1ЪгаМ0П8 (1е8 Сотйев ЗОПОГев; Оришеии$ та^Нёпии^^ие^. Раг М, В^литЬеп* 
т. 1^ Раг18 1761, р. 3. Эйлеръ првдумалъ впос1'Ьдств1и другой споообъ 
интегр. того же 7равие111я, оостояпцй въ замене переменныхъ незав. х и 
( НОВЫМ! переменными а=а1'{-х я ^=^1—х^ вел^дствхе чего уравнепе при- 

вод къ виду -^^ = 0: ем. ЕесКегсЬез зиг Пп^ё^гаМоп (1е Гё^аа^^оп 

Л^ ) = -^ II?) + ^ Ы + ^^^' ^"«''- ^--"••*- ™' 1762-1766, 
Тппп 1766 (рр. 60 8а1У.), рр. 64—65; таже письмо Эйлера къ Лагранжу 
ВегИп 9 поу. 1762, Оршга рои. %, 1,рр. 564 — 6^5, Оеи^те» Л€ Ьадг. Ь. XIV, 
рр. 201 -203. Ср. ЪшИ. Сак. т(. Ь. И, Р. I, 8. И, Сар. Ш, РгоЫ. 4Ь. Т. 
Ш, рр. 193—197. 

') 8аг 1а У1Ьгаиоп ёев согёез. НШЫге 4л ГАсаб. Не Вег1т^ 1748» Т* 
IV, рр. 69-85', Сашог. 1. с. рр. 875—876. Я къ сожа111Н1ю, не им'Ь1Ъ до- 
ступа въ мемуарамъ Бердинской академ1и и долженъ быдъ довольство- 
ваться позднейшими трудами Эйлера, Даламберта, Д. Бернуллн и св^д^- 
Н1ЯМН данными Банторомъ. 
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одному каков у либо аналитяческому закону^ но и вполн'Ь про- 
извольную; чтобы охарактеризовать всю полноту произвольности 
этой зависииости, Эйлеръ товорилъ^ что она соотв'Ьтствуетъ той^ 
которая устанавливается между координатами перем'Ьнной точ- 
ки лежащей на лин1и проведенной на плоскости ИЬего шапиз 
(1ис1;и. Такая свобода въ опредФлеши символо&ъ ср и ф естц 
по мн'Ьи1ю Эйлера^ необходимое сл'Ьдствхе того обстоятельства, 
что функцхя эти опредФляютъ первоначальную форму струны 
произвольность которой, очевидно, ограничена лишь требовань 
емъ ея сплошности ^). Далаибертъ, который не могъ отрицать 
этого посл'Ьдняго обстоятельства, полагалъ^ однако, что методъ 
его тЪсно связанъ съ т'Ьмъ услов1емъ, чтобы первоначальная 
форма струны, равно какъ и распредЪленхе первоначальныхъ 
скоростей различныхъ ея точекъ^ выражались, по всей ея дли- 
н'Ь, однйиъ я т'Ьмъ же аналитическимъ закономъ; въ против- 
намъ случа^Ь^ по мн'Ьнхю Даламберта, найденное р'Ьшенхе не- 
применимо ^). Всл'Ьдъ за интегрирован1емъ уравнен]я колеблю- 
щейся струны, анализъ частныхъ производныхъ былъ перене- 
сенъ на друпя геометрическ1я задачи, и на интегралы ихъ 
уравнен1й былъ распространенъ тотъ же вопросъ о природ'Ь 
входящихъ въ нихъ произвольныхъ функц1й ^). Эйлеръ продол- 



') Ср. Ве СЬогсИв УхЬгапНЬив сИвчпхзгНо пНепог. Аис^. Ь, Еи1€го, 
N0^ Сотт, Ас. 5с. I. Ре1г. Т. XVII, 1772, Р. 1773 (рр. 381—409), рр. 388—389: 
< — уегпт еиаш спгаае ех рог^опхЬпз уагНа сИпегзагит сигуагит у^спп- 
^а6 сопЯаие а1дае а<1ео сагпае ИЬего таппз ^псЪи у(;сип^ае ^огта^ае 
Ыс 1ос11т 1паеп1аа(;*, (1птто(1о ошпез раг^ез 1п1вг зе соЬаегеап! е( 
пиздиаш 1па1а аЪгатрап1пг> . 

") НиШге <1е Г Ас. Ле ВегИп, 1750, Т. VI, рр. 365 — 360; СаШог, 1, с. 
р. 876. 

•} Ср. ЬаегЫх. Тг. йи С. (1. в1. йи с. 1. Т. I, СЬ. V, аг1;. 330—343, рр. 688 - 
615. ТаЫе, р. ^VI; Т. II, СЬ. IX, аЛ. 796-807, рр. 672-690, ТаЫе, СЬ. XX; 
Т. Ш, рр. 863—671 (Согг. & А(1с[.) и цнтир. ниже мемуаръ Арбогаста. 
Важн^йше труды въ ;)той области принадюжатъ Гаепару Монжу: они на- 
печатаны въ Мг»ее11апм ТаиНпеппа (1770—1773, р. 16) и въ ивданхяхъ 11а- 
рвжской Академия наукъ (Мёт. 4. 8а9ап» Шапдепу 1773, р. 267, Мёт. 4е 
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халъ считать излишпимъ подчяненхе этихъ функщй закону не- 
прерывности обы|(цовеннаго анализа: онъ сталъ смотреть на 
теор1ю уравнепй въ частннхъ диффербнц1а1ахъ^ какъ на но- 
вы! отд'Ьлъ анализа безвонечно-иалыхъ^ совершенно отличный 
отъ анализа обыкновенныхъ функц1й подлежащихъ одному 
непрерывнону закону. Далаибертъ^ нааротивъ, полагалъ^ что 
анализъ безконечно иалыхъ не можетъ быть распространенъ 
на т'Ь случаи, въ которыхъ нарушается аналитическая непре- 
рывность: въ таконъ смысле онъ и возражалъ Эйлеру. Такъ 
возгорЪдся знаиенитый въ прошлоиъ стол4Ьт1И споръ о природ'Ь 
произвольныхъ фунвщй въ интегралахъ уравнен1й съ частными 
дифференцхалами ^). Въ 1787 году Петербургская Авадем1я 
Наугь выбрала темою для соискан1я прем1и окончательное 
рЪшен1е спорнаго вопроса, и предложила его въ такой форм'Ь : 

«^ Бё1;вгт1пег з! 1е8 Гопс1;1оп8 агЪИгатгев 1п1гоби11е$ раг 
Г1п1ё§га1;10п с1е8 ё^па(^оп8 сИвГёгепЫеПез ^и^ оп! р1и8 с1е деих 
Vаг^аЫе8^ арраг1;1е1теп1; к <1е8 соигЬез ои зигГасез ^ае1соп^ие8, 
яоИ аI^ёЪ^^^ие8^ 1;гап8сепс1ап1е8 ои тёсап^^ие8^ зо!! дтвсопИ- 
паез ои рго(1и1(;ез раг 1е тоиуетпеп! ИЪге (1а 1а шаш; ои Ыеп, 
81 еИез пе реиуеп1; 1ёд111тетеп1 бке гаррог1;ёе8 ^и'й ёез соиг- 
Ъез соп(1пие8 & зизсерНЫез (1'ё1;ге ехрпшёез раг дез ё^иа1^оп8 
а1^ёЬщие8 ои (гаивсепдап^ев » % 



ГАе,^ 1784, р. 502) и въ кдассичесвоиъ сочянети Монжа: АррисаНоп (1е 
ГАпа1у8е ^1 1а Оё01пё1пе. Рапз 1807. (Лучшее ивданхе этого сочинетя оъ 
при10жея1ями и съ примеч. Лхувиля, пятое^ Раг18 1850). ОашраЫ Мотд^^ 
Сети <и Рв1и9е род. ВЪ 1746 тоду уиеръ въ 1818 г* См. его б10граф1ю у* 
Агадо. КоИсез В106Г. Ь. П, рр. 427 — 592; Мапе. Н. Л* 8с. М. (. X, рр 
2—12 я Ь. IX, рр. 131—143 (Тгауапх <1е Моп[^е). 

>) НоШыЫа. Н. (1« М. и ПЦ рр. 350 351. ЬаеЫх, ТтлОё (1п с й. еЬ. 
йп с. 1. 1. Ш, аП. 1101-1103, рр. 307—311, Литер.: ТаЫе, рр. ХШ, XIV. 

*) См. N0^ Ааа, &. /. Р. Т. V, 1787, Ре1г. 1791, НЫ, </< ТАс с1. 5с. 
р. 3. Срокъ соискан1Я бъиъ назначенъ первоначально на 1'0е1юня 1789 г., 
а загЬмъ продженъ до конца тото-же года; ср. NоVа Ааа^ Т. У II, 1789. 
Ре1г. 1793, ЯмГ01>в, рр. 3-4, Т. УШ, 1790, Р. 1794. НШЫге, р. 3. 
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Въ 1790 году прем1я была присуждена Арбогастр ^\ 
который подробно йзлохилъ ЕСтор1ю спора и обстоятельнымъ 
аналиаоиъ иногочисденнаго ряда частпнхъ прямЪровъ и об- 
щихъ положвн1й подтвердилъ »н1н1в Эйлера и опровергь аргу- 
менты его противниковъ. Этимъ закончилось достопамятное со- 
стязан1е^ въ которомъ принимало участхе большинство наиболее 
выдающихся геометровъ прошлаго в'Ька, и въ которомъ затронуто 
было столько мнтересныхъ вопросовъ чистой и прикладной ма- 
тематики. Работы Монжа объ образовали поверхностей и гео- 
метрическомъ построен1и интеграловъ уравнен1й въ частныхъ 
производннхъ^ въ особенности его классически трактатъ о 
Приложенти Анализа къ Геометрш (1807) окончательно раз- 
сЬяли послЪдн1Я сомн'Ьтя въ справедливости Эйлерова мн'Ьнхя ^). 
Наибол'Ье интересными для насъ моментами спора, кромФ заклю* 
чен1я Арбогаста и разсужденхй главныхъ виновниковъ его, Эй- 
лера к Даламберта, является участхе въ немъ двухъ другихъ 
великихъ математиковъ ХУШ-го в-Ька —Дашгаа Берну лли ') 
и Лагранжа. 

Главные аргументы Эйлера собраны въ двухъ мемуарахъ: 



*) Ср. Лоса Аыа Т. УШ, Ша, рр. 3—5. АгЬодашь, Мёто1ге зиг 1а па- 
1аге (1ев РопсМопв АгЬКтахгсз ^^^ еп^геп!; <1ап8 1е8 1п(ёвга1е8 с1е8 ёчпа- 
110П8 апх Ш^ёгспНеИез рагИеПез. Ргё8еп(ё в1с. & соагоппё с1ап8ГА88ет- 
Ыёе (1о 29 ХоуетЬге 1790;— съ девизомъ: ^NиШ циае зиЬсИш Ыдг^, 81. Гё1. 
1791; объ Арбогаст* см. въ прим4ч. 4) на стр. 312.— Автору другаго ме- 
муара, итальянскому математику Ьогдпа^ Академ1я присудила ргох1то8 
ргает10 Ьопогеа; объ этой второй работ'Ь въ иостановденхи Академ!и ска- 
зано, что оп пе 1а1 а (;гоиуе (1*аа1ге (1ёГаа(; ^ав се1а1 (1*б(ге^гор аЪз1га1(е>. 
См. НЫ, Ле ГАе. 1. с. рр. 4>— 5; Ое Гипс(10п1Ьаь агЫ1;гап18 са1спИ 1п1едга- 
118. О188ег1аио диае Ас. 1. 8с. Р. ш<11с1о зпЬт^аза ргох. рг. Ьопогез 1;аИ(. 

Съ девизомъ: 5«с ипит ^ш^дши раи1аит рго^гМь ае^аз Ы тЫгит.... (Ьисг€1* 
V. 1387). Ре!;гороИ 1791. 

') Ср. прим. 3) къ стр. 478. Ьадгапде, Мёсап^^ие апа1у^. (. I) 2-е 

ё(1. (1811), Оеиегез (1е Ьадг. Ь. XI, р. 441. 

') Вате1 ВетоиШ, второй смнъ Ивана Берн, родился 20 Янв. 1700 г.. 
умеръ 17 Марта 1782 г. Петерб. академикъ съ 1725 г. но 1733 годъ— ос- 
нователь гидродинамики. 
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1) сРе иви {апсМопит <]18Соп1;1ппагит ш Апа1у81»^ помфщен- 
нонъ въ XI тонЪ Цовыхъ Запвсокъ Петербургской Академ1в *) ж 

2) <0е сЬогШв у1ЬгАп11Ьи8 (^^8^и^&^(]о ииепог» — въ XVII 
тоиЪ гЬхъ 26 Запвсокъ ^). Даланбертъ навбод'Ье подробно раз- 
ввжъ свов возражен1я въ двухъ статьяхъ: 1) ВесЬегсЬев виг 
1е8 у1Ъгаиоп8 дев согёев зопогез в 2) «КоитеИев гё&ехЬпв 
виг 1е8 т1Ьга{;10П8 Лев сог(]е8 бопогев>^ напечатавннхъ въ I в 
IV товахъ его €0ривси1ев>^Л Я сначала приведу взъ атихъ 
менуаровъ н'Ькоторня разсужден1я Эйлера о прнрод'Ь функ- 
Ц1Й вообще, зат'Ьнъ скажу в'Ьсколько словъ о сущности воз- 
ражев1Й Даланберта и отв'Ьтовъ на этв возражен1я со сторо- 
ны самого Эйлера в другвхъ геометровъ; посл4Ь того перей- 
денъ нн въ дальн^Ьйшей всторхв этого вопроса в въ работавъ 
Бервуллв в Лагранжа. 

«То что обыкновенно говорится въ Аналвз'Ь о функщяхъ^ 
или колнчествахъ опред'Ьлевныхъ посредствовъ н'Ькоторой пере- 
н^нвой»^ разсуждаетъ Эйлеръ въ первовъ изъ упомянутнхъ 
менуаровъ, «отвосвтся исключительво лвшь къ т'Ьиъ фувкц1ямъ, 
воторня называются вепрерывнымв — образующимвся по н'Ьво- 
торому опред'Ьленнову закону. Всего ясн'Ье это обваружввается 
въ теор1в врввыхъ лин1Й, гд'Ь ординаты, поскольку онЪ опре- 



•) Лёнм* СоттеШагИ Лс, 8с. 1тр. Ре1г. Тот XI. рго Аппо МОССЬХУ. 

Ре^гороИ МВССЬХУП, рр. 4—27; ср. Зигатапат, «6|</, рр. 6-7. 

») Ло«- Сошт. Т. XVII, 1772, Р. 1773^ рр. 381-409, Зигат., рр. 28— 
29. — Число всЬхъ работъ Эйлера посвященныхъ колебанхю стр7иъ-15: 
Падеп. 1п<1ех, №)& 594, 596, 697-600, 602—605, 607, 609, 611, 612. 

') Оршсии» МагкетаНцие» е1с. I. I, Раг1в 1761, Рге1П1ег тёто1те, рр. 
3—64; ЗаррЫтеп!; ап Мёт. ргёсё(1еп(; 8пг 1ез Согёеа У1Ъгаи1е8, рр. 66 — 
73; ср. АуеШззетеп!;, рр. 111—^17. Этотъ мемуаръ Даланберта первона- 
чально долженъ былъ появиться въ лриложети къ новому изданш его Дя- 
намикн: си. Тга11ё (1е Бупа1П1д11е е1с. раг М. Л'АитЬлгг^ Копу. ё(1. РаНв 
1758, АуегИзветеп!;. — О^^ияс, МтЫт. 1. IV, Р. 1768, V^пё^ - с^п^-™* тё- 
то1ге, рр. 128—155', Ргет1ег 8арр1ётеп(; аи Мёт. ргёсё(1еп(, рр. 166— 179-, 
Зесоп(1 впрр!., рр. 180—199, Тго1в1ёте впррЬ, рр. 200—224*, ср. АусгИв- 
ветеоЦ р. X. 
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д^ляются абсцвссаши, суть ихъ фунБЦ1и^ такъ что природа 
всЬхъ функцШ лучше всего иожетъ быть представлена кривы- 
ми лин1ями»^). € Известно же хорошо, что въ высшей Геоиет- 
р1и обыкновенно разсиатриваются только так1я кривыя^ природа 
которыхъ опред'Ьляется н^Ькоторыиъ изв'Ьстныиъ соотношешемъ 
между координатами^ такъ что всЬ точки кривой управляются^ 
какъ бы закономъ^ однимъ и тФмъ же уравненхемъ. Так1я кри- 
выя называются непрерывными, ибо въ этомъ законе заклю- 
чается начало непрерывности управляющее кривой: въ силу его 
вс4 части ея соединены между собою т'Ьсн'Ьйшимъ образомъ, 
такъ что ни въ одной изъ этихъ частей не можетъ произойти 
изм'Ьнен1я безъ нарушен1я связи непрерывности»^). Иными сло- 
вами всякая, хотя бы малгьйшая часть привой вполнгь опре- 
дтьляетг есть прочья части литщ на всемг ея щютяженш. 
Выраженное такимъ образомъ услов1е Эйлера въ прим'Ьиенги къ 
аналитическимъ функшямъ есть очевидно ничто иное какъ 
Вейерштрассово начало моногенности ^). Непрерывная функцгя 
геометровъ прошлаго в'Ька есть моногенная функцгя нов^Ьй* 
шихъ математиковъ. Понятхе о моногениой функцш не совпа- 
даетъ, однако, какъ показалъ Вейерштрассъ, вопреки мн'Ьшю 
Эйлера и его совреиенниковъ, съ поняпемъ о зависимости опре- 
д'Ьляемой н'Ькоторымъ аналитическимъ выражешемъ^ или урав- 
нешемъ *). 

сОовершенно безразлично», продолжаетъ Эйлеръ, «есть 
ли уравнен1е опред'Ьляюо^ее непрерывную кривую алгебриче- 



*) Ве и»и /ипа низе. § 1, 1. с. р. 3. Ср. Стр. 289. 

») Ве и$и /ипс(. впс. § 2, I С. р. 4; Ср. стр. 289-290. 

') Ср. стр. 5. М^еишгаи. МаШешаИвске \Уегке В(1. П^ ВетИп 1895^ 
р. 212 (2иг Рипсиопеп1еЬге § 3). 

•) Ср. стр. 5—8, И^в1ег1/гам. МаШешаНасЬе ^егке, Ей. II, рр.210— 
^11. Ср. съ другой стороны вам'Ьчагая Бореля въ Ьедопз апг 1а (Ьёопе 
(168 ГопсИопв (цит. въ прим. 1 на стр. 376), рр. 100 — 101 и 8аг ^пеI^аез 
ро1п(8 (1е 1а (Ьёопе <1. ГопсМопв (ТЬёве <1*апа1увв). Рапа 1894. 
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ское^ иш трансцендентное, изв-Ьстное или даже нензв^&стное^ 
нужно 1ишь имЪть въ виду, что существуетъ н'Ькоторое ^рав- 
ненхе выражающее природу такого рода кривой; мы при этоиъ 
совсЬиъ не обращаеиъ вниианхе на непрерывность хода кривой^ 
или ея в'Ьтвей; дв'Ь сопряженный вФтви гиперболы также со- 
ставляютъ одну непрерывную кривую, какъ и парабола или 
эллипсисъ»^). Установнвъ этотъ <критер1Й непрерывности», Эй- 
леръ переходнтъ къ понят! ю о функц1яхъ не выдерживающихъ 
его — разрывныхъ ((ипсМопев <]18соп1;1пиае) и объясняетъ ка- 
Бихъ родовъ хогутъ быть эти функщи, и каково ножетъ быть 
вхъ происхожден1е, приб'Ьгая къ геоиетрическому ихъ пред- 
ставлен1Ю съ понощью кривыхъ лин1й. Таковы, въ подлинныхъ 
выражен1яхъ Эйлера: Ипеае ИЪего шапиз 1гас1;и де11пеа(ае, 
ппПа сег1а ае^иа1;^опе (1е(егт1па1ае^ ^иае уц1§о тесЬапхсае^ 
ар11и8 теге дхвсопМпиае^ аеп сопИпиНяИв 1е^е сагепкв тосап- 
(аг, далФе — Ипеае т1х1;ае^ ^иа^ит ^иаеу^8 рог1;1о 6(81 сег1;а 
^иа^ат ае^иа1;^опе соп11пе1иг, рго 1;о1;о 1;атеп 1;гас1;и пи11а 
ае^^1а1;^о пшса, 1п ^иа сЬагас1ег соп1;1пц11;а1;18 081 81а1аеп(1и8, 
ехЫЬеп ро1е81» ^). сВс^Ь такого рода лин1и», говорить онъ, 
с очевидно не иогутъ служить преднетомъ геонетрическаго Ана- 
лиза занимающагося исключительно изсл1|дован1енъ свойствъ 
разснатриваеныхъ кривыхъ, каковое изсл'Ьдовате ножетъ быть 
предпринято лишь тогда, когда природа кривой опред^Ьлена 
какинъ нибудь законоиъ, или уравнешеиъ»^). «Но возникаетъ 
вопросъ, весьма важный, что сл'Ьдуетъ думать о разрывныхъ 
функц1яхъ, и нельзя ли найти имъ какого либо м'Ьста въ Ана- 
лиз'Ь». Теорк колебан1я звучащихъ струнъ, по мн:Ьнш Эйлера, 
несомн'Ьнно указываетъ на существоваше такого отд'Ьла Ана- 



') Пе и*и/ияы. Ишс, § 2^ I. о. рр. 3—4: «ЛЦае ех Ьос {оп(;е>, гово' 
ритъ Эйлеръ, «двае У111во уа^е де 1еве сопИппИаиа (11врп1ап 8о1епи 1п- 
1егрге1ап аЦие а<1 (1е(;егт1па1пт 51впШса(;11т геуоеап соппешге(>. 

») Ш4. § 3, рр. 5—6. 
«) /М. § 4, р. 6. 
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лиза — твор1ю уравненШ въ частныхъ дифференцхадахъ ^). Что- 
бы выяснить вполн'Ь значенге этого факта, Эйлеръ предприни- 
иаетъ обзоръ всего анализа безБонечно-иалыхъ ^) и, перейдя 
къ интегральному исчислен1ю, указнваетъ на неопределенность 
служащую непрен'Ьнныиъ и характерныиъ свойствомъ всФхъ 
задачъ этого исчислешя. СовсЪиъ новое поле изслЪдовапй 
въ атоиъ направлеши представляетъ с недавно открытое и мало 
еще разработанное! интегральное 1счислен1е уравненхй въ 
частныхъ дифференц1алахъ. Истинный характеръ и существен- 
ная особенность этого отд'Ьла Анализа и представляетъ прм- 
сутств1е, въ общихъ р'Ьшешяхъ его задачъ, неопред1кленныхъ 
функщйу €^иае На аЪ агЬКгш позко реп(1еп(^ и! еагит 1осо 
еИаш ГипсМопез д1дсоп1шиае аваиш! ^иеапЬ ^). Въ доказатель- 
ство своего положен1я Эйлеръ указываетъ на задачу о коле- 
бан1И струнъ и на геометрическую задачу о томъ, чтобы найти всЬ 
т'Ьла^ а(1 диогиш 8ирег&с1ет 1п 81п§и118 рипсМв погта1е8^) с111с1ае, 
е1и8(1ет 81п1 ^иап1;^^а^;^8. Эта последняя задача р'Ьшается ин- 
тегрировашемъ уравнепя г |/1-|-рр+99 = ^^ ^Л^' ^^ обозна- 

чешю Эйлера, р=|-^|,5= (;г)^ ^^^^ ^'^ ^^ "^ 

Онъ даетъ аналитическое р'Ьтен1е задачи и геометриче- 
ское построеше искомой поверхности, которое ясно обнаружи- 
ваетъ присутств1е^ въ этомъ р'Ьшенги, такихъ произ юльныхъ функ- 
Ц1Й^ который иогутъ быть сочтены даже разрывными. Не трудно 
вид'Ьть^ что искомая трубчатая поверхность обертываетъ систему 



*) Ве иаи /ипЫ, Л«с. § 5, рр. 7—8. 

*) 1Ьи1, §§ 6—17, рр. 8—20. «То(ааи(;иш У18 Апа178ео8 1пЯш<;огат»^ 
говорить Эйлеръ, «сопаеп1еп118а1те сх потопе еЬ 1пс1о1е Гапсиоппт ех- 
р11са1аг — > С§ 7, р. 9), 

*) 1ЬЫ. §§ 17, 18, рр. 21-22. 

*) Ши. § 19, рр. 20-21 (Сога. у1ЬгО; § 20, рр. 23—24 (РгоЫета и1; 
отп. 8о1. е1с.). 
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шаровъ рад1усъ которыхъ = а^ а центры лежатъ на совер- 
шенно произвольной кривой^ начерченной на плоскости х^ у ^), 

Во всЬхъ своихъ возражен1яхъ Эйлеру и другииъ геоие- 
трамъ державшимся Эйлерова ин'Ьнхя^ Далаибертъ старался по- 
казать, что произвольння функц1и въ интеграле уравненхя ко- 
лббан1я струны должны на все«ъ протяжен1и этой струны под- 
чиняться одному и тому же закону непрерывности. Часть этихъ 
возражен1й прим'Ьнима лишь спещально къ колебан1ямъ струны^ 
и внставляетъ препятств1я къ приняпю Эйлерова мн'Ьи1я 
совершенно конкретнаго характера '), другк возражен1Я отвле- 
ченныя, прмложимыя ко всЬмъ уравнен1ямъ въ частныхъ произ- 
водныхъ '). Для насъ, разум'Ьется, интересны исключительно 
этя послФдн1я. ВсЬ этя возражен1я сводятся, однако, по спра- 



Веши/ипеи (/ис. §§ 20— 23, рр. 23— 27. Эйлеръ употр. аодстановку: 

^ ~ Сонр ' ^ === Со$(р ' откуда сд4дувтъ, что « = а Соар, - а(1(р 
Сош<р=:^ Со$ш-\'<1у8*па}^ а ПОС!^ ннтеграц1н: — а&п(р к хСош -|- у8пш ^ 

Г Лй^уСомо ^ хЗ%пт). Полагая уСошю - хЗлта а= 12 МЫ пр1йдемъ къ урав- 

ненхямъ: уСоыо — х^пш =& Л и У(аа — яг) = ГШ(о — хСо9Ю — у&пш^ ГД'Ь 

^2 совершенно произвольная фунБц!я. Ср. ЛгЬодаа, РопсИопа агЪ1(та1гез (см. 
прмм 1) на стр. 480) § 26^ Ёхегор1е III, рр 50-52. Арботастъ оольаует- 
ся епособомъ интегр. ур. въ части, произв. 1-го лор. открытымъ Латран- 
жемъ— переходомъ отъ полною интеграла къ общему: сы. Ропс(. агЪ* § 21 
рр. 40—44. Ьадгапде. 8пг 1е8 хп1ёвга1е8 ратисп11ёге8 <1е8 ёдиаНопв йШбт. 
(АомФ. Мет. Ле ГАс. 4е Вег1, 1774); Оеитгеж Ле Ьадг. Ь. IV, рр. 62 8ШУ. Въ данн. 

случ. полный ИНТ. предст. уравнеюекъ : (ж — «)* + (у -- ^)* «в* — я»\ 
а обпрй получ. оутемъ исключешя « изъ уравнен1й: (х— а)'-|-(у— учзг)*вга'— 

я* и X — л+(у — <ра').<р'а=о. 

*) Орц*еи1е» та(Н. 1. I, Мёт. С §8 XI, XII, ХХП, рр. 22 — 26, 38— 
42; I. IV, Мёт. с. аП. 14-27, рр. 137— 150-, ср. 1-ег зпрр!., аП. 16—38, 
рр. 162—174, 2-с1 виррЬ, 4—5, 20, 23, рр. 182—184, 193 — 195, 196 — 197, 
3-те впрр!., рр* 200 8п1у. 

») Оры$е. тшк. 1. I, Мёт. с. §$ V— X, рр. 14-22, §§ ХШ-ХХ, рр. 
26-37; I. IV, Мёт. с. аП* 28—90, рр, 150—152; 2-с1 зоррК аг(. 1-3, рр. 
180-182. 
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ведливому зам4чан1ю Арбагаста ^), къ утвежден1ю необходи- 
мости того, чтобы на всекъ протяженхи кривой, изображающей 
форму струны, не было скачковъ въ изм'Ьнен1и ея кривиз- 
ны, или внезапныхъ переходовъ этой кривизны отъ одной ве. 
личины къ другой ^). Лагранжъ, стоявшШ сначала на стороне 
Эйлера ^), потомъ не только перешелъ на сторону Далаиберта^ 
но старался поддержать его ин'Ьнге еще дальиМшинъ требо- 
ван1емъ того, чтобы на протяжеши всей кривой им'Ьла непре- 

рнвный ходъ производная ^-^ какого угодно порядка ^). Впо- 
сл'Ьдств1и^ однако, уб'Ьжденный новыми аргументами посл'Ьдо- 



') АгЬода$1. Ропс!;. агЬ11;г. § 42. ОЪвегуаМопз зпг Гор1П10П йе М. 
В*А1етЪег1. р. 75. Ср. статью Даламберта <8иг 1е8{опсиоп8с118СОпиппе8> 
(КесЬегсЬезаагсИ^ёгепз 8о]е18) въ УШ южЬ ОризсаГез Ма^ЬёшаМчиев (Р. 
1780), рр. 302—308, гд'Ь онъ по1агаетъ возможнымъ допустить разрывы. 
фунБЩи въ ана1изъ, при томъ ус^ов^и, чтобы въ интетра1ы ур. съ части, 
произв. п-го порядка входили лишь фумкщи производныя вотор. я-го и 
ннсшнхъ порядвовъ обладаютъ сплошностью. 

') КесЬегсЬез зпг 1а па(;пге е1 1а ргора^аИоп (1п зоп, 8ес(;. I, Ск. 
V, М»с. Таиг, %. I, рр. 63—65, Оеиьге» <1€ Ьадгапде, 1. I, рр. 106 — 107; ср. 
1пегод. ^Ы^^. рр. 1Х, 4б гезр., СЬ* II, рр. 20—22, 66—68 геар. — КопувИез 
гесЬегсЬез зпг 1а ргора^аМоп (1п воп, М1$с, ТаигЫ. Т. II, 1760 — 1761, СЬ. 
П. Без ГопсИопз 1ггёрт11^гез о1; ^{зсопипиез. ОЪзегуаиопз зпг 1а паЪпге е1 
Гаване йесез 1()пс(;1оп8, рр* 18 — 35, (ОеиV^е^ Ле Ьадг, Ь. I, рр. 158 - 175); 
Вета^^пез зпг 1а зокИоп ргёсёёеп1е, рр. 35—40 (Оеиггев <и Ьадг. (. I, рр. 
175—180). А(1<11110п апх ргет1ёгвз гесЬегскез зпг 1а па1. еЬ 1а рго^. ёи 
8оп (отвЪтъ навозраж. Далаиберта въ Ори$с. МаьН, (. 1) § Ш, Мис. Тачг 

Т. II, рр. 329— Заб, 0е^л9ге9 4е Ьадг. Ь. I, рр. 324—332. 

*) 8о1пиовз (1е <11^^ёгепз ргоЫётез о[е са1сп1 ш^ё^га!, МляееИ ТаигЫ, 
Т. Ш, 1762—1765, Тппп 1766, р. 262, Овитге» <1е Ьадг, 1. Г, р. 554; ср. Ш<1. 
рр. 247- 262, 539—554 геар. О томъ, какъ Лагранжъ пришелъ бъ такому 
требовавш, я буду говорить ниже*, ср. письма Лагранжа въ Даламберту 
Тппп 1-вг зер!;. 1764, 13поу. 1764, 26 ^апу. 1765 и Далам. къ Лагр. Ра118, 
16 ос1. 1764, 12 ^апу. 1765, 2 шагз 1765, Овм«ге» ие Ьадгапдв^ I. XIV, рр. 
13 (Уопз уоа1е2 заУ01г се ^ие ^е репзе с1ез сог(1ез у1Ьгап(;е8; ^е у1епз (1*асЬе- 
уег пп са1са1 ^ш те рагаК; ^е(ег ипе ^гапёе 1ит1ёге зпг сеИе дпезиоп. 
Бес), 21, 29—30, 15, 24, 32 гезр. 0ри9си1е8 та^к. с1е В'ЛитЬгП^ Ь. 1У, Мёш. 
С, 2'-с[ зпррЬ аП 6—31^ рр. 184—199. См. еще Бх^га!! ^е <11№геп1е8 
1е11ге8 (1е М. 0Ч1ешЪег( й М. Бе Ьа Сггап^е ёеп1;е8 реп€[ап1; 1ез аппёез 
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вателеВ Эйлера, онъ вернулся къ своему первоначальнону ин'Ь- 
Н1Ю '). Лапласъ и Кондорсе^ напротивъ, уменьшили требован1е 
Даламберта, требуя непрернвнаго хода лишь для первой про- 

гзводной т- ^). На главное воаражен1е Далаиберта Эйлеръ 

3 

отв'Ьчалъ указан1енъ на то, что, полагая «рг/ = }/а[а — и)^, 
гд4 и^=^(Л-{-Ху мы получимг функщю у=^ несомн4нно удовле- 

творяющую уравненш I -т^ I = с^ I -т-^ I ; между тънъ кри- 

3 

вал, уравнен1е которой есть 2^= ^а^а — и)^ — рагаЬо1а сиЫ- 



1764 & 1765, М*$ееи. Таиг, I. Ш, § V, рр. 389-391 (О происх. этой статьи 
сн. въ пяеьм'Ь Дал. къ Латр. 2 Марта 1765 г. 1. с. р. 35). Въ нротивность 
Даламберту Лагранжъ не счита1Ъ даже и свое 7Слов1е достаточншъ Д1я 
«непрерывности» первонач. фигуры кривой. 

*) ЗШатдие апсиуЫдие^ 2-е ё(11(10п, 1. I, Раг18 1811, 8есоп(1е рагИе^ 
8ес1. УХ^ лН. 61, 62. Ови^гея ^е Ьадгапде^ 1. XI (Мёс апа1. 4'е ё<1. Т. I) 
рр. 438->441; ср. прим. 2) на стр. 480. 

*) Ьар1аее. Мёт01Гв 8ПГ 169 зпИез. Я|«. <1€ ГАе, бе Рагм, 1779, Р. 178?. 
рр* 298—^300; ср. рр. 290 -297, 300-302 (раэсуждешя о проиавольн. ф. въ 
интетр. уравн. высшихъ пор.). — Ткёопе апаЬ (1е8 ргоЪаЬ.» Ь. I, 1-ге р., 
СЬ. П, Соп81<1ёгаиоп8 ваг 1е равза^е да ПгЛ к Ппйпшеп! реШ (рр. 70 
за!?.) рр. 77—79. Лашасъ разсматрив. уравнеше ко1еб. струны въ форм'Ь 

-д(^) = 1^ • СУх+1,( - 2ух,* + Уx^\,^ )' 'А* ^^ бевконече. ма- 
1аа часть абсциссы х^ принятая за единицу. Вто1.ая разность у^лл л — 

^^хЛЛ о "^ ^х О ' должна быть безкон. малой 2-го порядка на всемъ про- 

тяжети начальной фигуры струны^ «с'ез! й д1ге», какъ товоритъ Лапласъ, 
«дае (1еах сд1ё8 сопИ^^аз (1е 1а сиагЬе по Гогтеп); ро1п1 еп1г*еах ип ап(;1е 
ЙП1»* Это необходимо, по мн'Ьнаю Лапласа, какъ для того чтобы предлож. 
дифф. уравнен1е им'Ьло м'Ьсто, такъ и для того, чтобы соблюдалось началь- 



ное 



услов1е I ^ I = 0^^Соп<1огсе1, 8аг 1а (1ё1егт1паиоп (1е8 ^опоНопз 

атЬига1ге8 да! еп(геп( с1апз 1е8 1п1ёрта1ез ёез Ёдаа11оп8 аох ёШёгепсев 
рагИеЦея. ШмШге с/в ГАса<1. Ле Раги, 1771, Р. 1774. Аг11с1е V. Ве 1а сопИ- 
па11ё (1е8 СопсИоаз агЬитаггез, рр. 69— 72. Агис1е УЬ Арр1]са1;10п (1е8 ргш- 
С1ре8 ргёсёёепв аа ргоЫёте (1е8 сог(1е8 у1Ьгап1;е8, рр. 72—74. Соп(1огсе1; 
счятаетъ необходимой сплошность лишь самой произвольной функц1И въ 
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саНз КеШапа — ииЛегь, для абсциссы и = а, точку заострешя — 
сизрИеш 1пвш1б аси1;ат ^). 

Такого рода возражен1в^ которое, съ п'Ькоторыии изнФне- 
Н1яии^ могло быть направлено и противъ Лагранжа и Лапласа, 
не доказывало однако полной произвольности функцШ '^ и 
возможности нарушен1я ею закона непрерывности; сверхъ того, 
оно было лишь чисто форнальнымъ отв'Ьтоиъ противнику и 
совершенло не проникало въ глубину вопроса. 06*6 противный 
стороны сиотр'Ьли на него съ совершенно различныхъ точекъ 
зр'Ьн1я^ которыя безпристрастноиу изсл^^дователю нужно было 
хорошо выяснить, прежде ч'Ьиъ пр|йти къ какому либо заклю- 
чен1ю. 

Всего лучше это было исполнено, насколько тогда было 
возможно^ Арбогастомъ. Я приведу н'Ькоторыя замЪчанхя сдЪ- 
ланныя имъ по поводу мнЪнхя Лапласа^ замЪчан1я, служащхя 
опровержен1еиъ мнЪн]й и другихъ противниковъ Эйлера ^). 

Даламбертъ полагалъ^ что при отсугствги одного и того- 



инт. ур. 1-го поряд. V, сверхъ того, садошность 1-ой производной въ интегр. 
ур. 2-го порядка. «Оп уоЦ а1зётеп1дпе11ез8ега1еп(;1ез соп(1Шоп$>, прибав- 
хяетъ онъ, «3011; роаг 1ез Гогтп1ез, зоН роаг 1е8 соагЪез. з! Гоп ауа1( (1о8 
ё^аа1;^опз (1ез ог(1ге8 зарёпепгз», (р. 71). Пуассонъ поддерживалъ впо- 
сл'Ьдствш 11Н'Ьн1е Кондорсэ и Лапласа^ основываясь на разсужденхяхъ 
кжЬюшдхъ некоторое сходство съ Дадамбертовыми. См. Мёто1ге зпг 1а 
Мап1ёге (1'ехрг]тег 1с8 РоисИопз раг ёез Зёпез ие ^пап1^(;ё8 рёпосЛдпез, 
еЬ зпг Гпзаде (1е сеие ТгапзГогтаНоп (1апз 1а ВёзоЫМоп ^е (ИбГёгепз 
РгоЫётез. Раг М. Ро18$оп» Зоигпа1 Ле РЕсо1е Ро11/исНтдие, СаЬ. 18, 1820^ рр. 
450-455, 474-476. Ср. Тга1*ё с[в Мёсап^^пе раг /5. О. РЫмзоп, 2-е ей. Т. 
II, СЬ. УШ, § 1, аг1. 488, рр. 305-308, аП. 491, р. 313* 

') Ве сЬогсИз у1Ьг. <118ди13. пН. Лог. Сотт. I. XVII, § 11, рр. 389— 
391. Ап1та(1уег810пез 1п зо1п(10пет бетопШапат ее Мо1;и С110г<1агат 
ех с1паЪп8 рагиЬаз (Иуегзае сгазз11;и(1]п1з сотрозИатт. Тот. XVI Коу. 
Сотш. Апс1. Ь. Еииго^ ЛГог. Сотт. Ь. XVII, § X, рр. 416—418. О Пейлевой 
парабол'Ь см. прим. 2) на стр. 172 н прим. 1) на стр. 437. Ке%ю1оп. Еппт. 
11п. 1еге. ог(1. 13, Орп8Сп1а, (. I, рр. 263-261. 

*) АгЬодан, РопсЫопз агЫ^гахгез, §§ 43—45, рр. 78—89; Арбогастъ 
вослроизводнтъ дословно за&дючен1Я Лапласа и Кондорсэ. 
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же закона для всей кривой нельзя определить пронзводннхъ 

ду д^у ду д^у . 

^- И -т-^, Т^ ^ д^^ вблизи точекъ разрыва, или перехода 

01ъ одного закона къ другому М. сВаи'Ьтимъ»^ говорить Арбо- 
гастъ^ с что самый точный способъ опредФлешя диффереящаловъ 
состоитъ въ тоиъ^ чтобы разсиатрнвать ихъ какъ различные 
члены ряда^ въ который можно развернуть конечную разность 
данной функщи, ряда^ расположепнаго по восходящимъ степе- 
нямъ приращен1я Ад: главной переменной. Такъ если у есть 

функщя огь д:, то Ду = ^. /^х ^ 1. -^^ Дд;^ -)- _ ^— . 

ох 2 дх^ 1.2.3 

— ^ Дж^Ц-^'с, гд* -^ , — ^ , -— ^ , ^с. представляютъ изв^ст- 
оу^ ох дх^ ох^ 

ныя функщи отъ гг^ лроизводныя отъ функщя у\ ^~Д^ есть 

д^у 

первый дифференщалъ, ^-д- Дх* — второй, и т.д.»*). — с Пусть 

А В есть какая нибудь прерывная кривая состоящая изъ двухъ 
частей разлвчныхъ кривыхъ АВ и /^С; пусть АР^х, ВР=уу 
Рр' =.Рр^=^^Ху тогда, по теорем Ь Тейлора, 

^ -^^ дх ^ 2 дх^ 1.2.3 Ох^ ^^ 

^ ^ дх ^ 2 дх^ 1.2.3 дх^ ^ ^ 

[рЬ лежнтъ влтьво, а рУ вправо отъ РВ] 

€я легко доказать, что функцхи отъ хну представляемый 

ду д*у д*у ., 

д~ ' ~д^ ^ Т^ ^'^' пр^и^^^Дятъ одна изъ другой такимъ же 

Ьу 

образомъ какъ -т- изъ у. Достаточно, сл'Ьдовательно, знать, 



О Ср. п. с. въ ирнм 3) на стр. 481 и прим. 2) и 8) на стр. 485. 
') ЛгЬода$(, Ро11с(. агЪ., рр. 83—84; ср. Арбогастову теор1ю дифф. 
ИСЧЖС1. шглож. на стр. 320-323. 

0*д. Ма«. 8м1. т. XVII. 
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какая у фупкц1я огь х^ и произвести въ ней изиФнеи1в соот- 
в'Ьтствующее приращен1Ю х на ^а; чтобы найти всЬ дифферен- 
щалы какого угодно порядка; т. е. для нахожден1я величины 

"т^у н'Ьтъ надобности разснатривать ее какъ вторую разность 

трехъ ординатъ, соотв4тствующихъ я;, а: +• с/д?, я? + 2</.т, 
или X — с?а?, ХуХ'^(1х^ какъ полагалъ^ въ особенности^ Далам- 
бертъ . . . . ^). Н*тъ, сл-Ьдовательно, необходимости, чтобы одинъ 
и тотъ же закоиъ управлялъ ходоиъ кривой для трехъ орди- 
натъ, или двухъ дугъ соотвЬтствующихъ х — (1х^ х и .'Г+с?^г, 
и ничто не препятствуетъ тому чтобы дуги ВЬ и ВЬ' сходи- 
лись подъ угломъ конечнаго разм'Ьра. Если природа кривой 
ЛВ отлична отъ природы ВС^ то увеличивая абссциссу х 
соотв'Ьтствующую В на какъ угодно малую величину До;, мы 
получимъ ординату рЪ^ въ выражен1и которой помощью без- 

конечнаго ряда -г- , у^ , . . • . произойдутъ изъ у по тому 

ду д^у 

закону, который царитъ на дуг* ВЬ\ а ^ , -т-^ ... въ выраже- 

Н1И рЬу — ординаты соотв'Ьтствующей абсциссЬ х — ^х^ произой- 
дутъ изъ того же у по закону управляющему дугой ВЬ^ .... 
Эти двЪ функщи различнаго вида никогда не могутъ одновре- 

д^у 
менно служить для опред'Ьленхя величины .—2, всегда завися- 
щей только отъ одной изъ этихъ функц1й>^). Эти разсужде- 
Н1Я прим!Ьнимы лишь къ тому случаю^ когда разсматриваемая 
кривая состоитъ изъ частей различныхъ аналитическихъ кри- 
выхъ, когда она есть то, что Эйлеръ называлъ смешанной 
кривой ^). Мысль Арбогаста, въ ея общемъ значбн1и, доста- 



^) АгЬодам^. Р^опс!. агЪ. р. 85. Ср. ех. §г. Орияс, Ма(Н, и IV, Мет 
о. аП. 12, 13, рр» 134—136. 

*) ЛгЬода»(. Ропс!. агЬ., рр. 85—86. 

*) См. стр. 483. Аббатъ Са1и8о иолагадъ, что хъ такнмъ см'Ьшанвымъ 
функцЫмь ириводнтся необходимо всякая разрывная функцхя. Ср. мему- 
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ТОЧНО, впроченъ^ ясна; онъ хочетъ показать несправедливость 
нн^нЕя Далаиберта, что прерывность кривой въ отношбн1и хо- 
да ея кривизны н^кшаетъ иредставляеной ею функц1Н удовле- 
творять предложенноиу дифферешцальноиу уравненш въ част- 
ннхъ производныхъ втораго порядка: н'Ьтъ, — какъ бы отв^- 
чаетъ ва это Арбогастъ — эти перерывы кривизны кривой обу- 
словяиваютъ лишь то, что для точекъ, въ которыхъ они про- 
нсходятъ, вторая производная не ин'Ьетъ одного опредФленнаго 
значен1я; она имЪетъ ихъ, однако, два, совершенно опред'Ьлен- 
ныхъ^ одно — законоиъ управляющииъ кривой вправо, другое — 
влЪво вблизи отъ критической точки; он'Ь принадлежатъ, такъ 
сказать^ правой и л'Ьвой части, или дуг'Ь кривой, и въ отно- 
шеши своего хода^ связаны непрерывно со вторыми произ- 
водннии прочихъ точекъ соотв'Ьтственныхъ дугъ. Правая 

лЪвая производный ~г 2 об'Ь удовлетвори ютъ, вн'Ьст'Ь съ 
соотв'Ьтвенныия значентями -тт^ дифферента льнои у уравнен1ю 

д^у д^у 

(1). . . . ТТ2 = ^. Во всякомъ случа*, въ каждой точк* кривой, 

лежащей вблизи отъ точки, критической по отношенхю къ кри- 

визн'Ь, вправо и вл'Ьво отъ нея, существуютъ вполне опред'Ь- 

д^у д^у 

ленныя значен1я производныхъ --г-^ и --^^ удовлетворяющхя 

иредложееноиу ур&внен1ю ^). 



аръ цвтир. въ прик. 1) ва стр. 312 и прим. 3) на стр. 358, МётЫгеш Лв 
(Ас. Ле ТигЫ 1786—1787, р* 569^ АгЬода$к Г. агЬ. рр. 17—18; онъ держал- 
ся мн'Ёшя СопЛогсе!; относ, производьн. функц. въ уравн. съ части, произв. 
1-го порядка. 

') Математики пролмаго в'Ьва конечно не различали вс^хъ 1'Ьхъ 
возможкыхъ особенностей въ прнрод'Ь произв. функщй, воторня съ та- 
К1мъ вниман1емъ и тщательностью разсматриваются въ наше время; вотъ 
почему ра8сужден1я ихъ всегда н'Ьсволько неопределенны и ихъ иногда не 
легко выразить въ термянахъ пржнятыхъ современными математиками. 
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Для внясиен1я своей мысли Арбогастъ приб1(гаетъ еще 
въ геоиетричесБОну ея толкованхю ^): интеградъ уравяен1я (1) 
можно представить себ'Ь какъ уравнен1е поверхности отнесен- 
ной къ систем'Ь пряиоугольныхъ координатъ Ху у т I. Кри- 
выя уравня параллельныя плоскости (х,у) язображаютъ фор- 
мы колеблющейся струны боотв'Ьтствующ1я различнымъ момен- 
тамъ времени. Каждую изъ входящихъ въ этотъ интегралъ 
произвольныхъ функшй можно такииъ же образомъ построить 
отдельно, какъ ординату у точекъ н'Ькоторой поверхности: 
такъ, уравяен1е уг=г^{х — I) принадлежитъ цилиндрической по- 
верхности бъ произвольной направляющей и производжцими парал- 
лельными прямой у^Оу х=1\ лиши уровня этого цилиндра суть 
подобный и равныя кривыя. Для каждой точки такой поверхности 

т^ = т-2; « и н-Ьтъ никакой необходимости, для того, чтобы это 

услов1е выполнялось, чтобы кривая А1Тъ [направляющая кривая , 
представляющая зависимость между гг и;/ при 1=-0] ^была под- 
чинена закону непрерывносшщ ибо если въ какой нибудь точкгь 
кривизна дгьлаетъ ска^{екъ въ сгьчснги параллельномъ оси х^ она 
сдтьлаетъ вг той же точкгь равный скачекъ въ стьченги 
параллелшомъ оси I. Легко вид'Ьть, что, по той же причинЪ^ 
касательныя могутъ также д'Ьлать как1е угодно скачки вдоль 
кривой А1Т^ и что эта лишя можетъ быть проведена свобод- 
нымъ движен1емъ руки» ^). с Повидимому», говорить Арбогастъ, 
€лишь не достаточно точныя представлен1я о безконечно ма- 
лнхъ и большихъ величинахъ заставили математиковъ д^Ьлать 



*) АгЬодами ЕопсЬ. агЫ1га1Г08, § 42, ОЬБегуаиопа зиг ГорШоп ^е 
М. 0*Л1етЪег1;, рр. 75—78. О построен1и уравнен1я колебатя струны см. 
еще §§ 34—37, рр. вЗ— 69. Ср. Еииг. 11. с. въ прим. 2) на стр. 477 и при- 
м*ч. 2) на стр. 481. ЛгЬода»1, Р. а., §§40, 41, рр. 72—75. Мопде. Сопз1гпс- 
Моп йв ГёчпаНоп йез сог(]е8 У1Ьгап1;е81 ^ои^п, Ле ГЕс. РЫ1{(. СаЬ. 16, 1809, 
рр. 118—145; также въ приложети къ АррИсаНоп (1е ГАпа178е & 1а 
ОёотёШе, 5-е ёс!. Р. 1850, рр. 474—504. 

*) ЛгЬодаы, Ропс1. агЪ», р, 77» 



21 0СН0ВАН1Я ТЕ0Р1И АНАЛИТИЧЕСКИХЪ ФУНКЦ1Й. 493 

ограничешя для прерывности дроизвольннхъ функцШ»^). Подоб- 
пыя разсужден1я привели Арбогаста въ за1иючен1ю о возмож- 
ности еще большей свободы для произвольныхъ функц1Я въ 
интегралахъ уравпен1В съ частными производными^ свободы не- 
допустимой^ по самой его природ'Ь^ въ вопросЬ о колебан1и 
струнъ. Эти функц1и вообще^ если непрепятствуютъ этому част- 
ный услов1я задачи, могутъ быть прерывными и въ самомъ 
своемъ ход1&, такъ что въ представляющихъ ихъ кривыхъ про- 
ИСХ0ДЯТ7» скачки или разрывы ^). Такого рода фунвщи Арбо- 
гастъ называетъ ГопсИопв с118соп1;1цйев^ изображающ1я ихъ 
кривня, С0СТ0ЯЩ1Я нзъ н'Ьсколькихъ^ не прииыкающихъ другъ 
къ другу частей — соигЬея (118Соп1;1|5Пе8 ^). 

Бою до ВОЗНИКН0В0Н1Я спора между Эйлеромъ и Далам- 
бертомъ совершенно новый элементъ былъ внесенъ въ разема- 
триваемый нами вопросъ изсл'Ьдован1ямй Датила Бернулли о 
колебав 1 и струнъ *). 



*) АгЬода${. Ропс1. агЬ. р. 86. 

') /Ш. рр. 7 — 8. Арботастъ дооусвадъ такую прерывность хода 
произв. функщи и въ задач'Ь о кодебан1и струны, им'Ья, разум'Ьется, въ 
виду абстрактное р|1шен1с ея; ср. Ропс1. агЬ. § 39, рр. 70—71 и прим. 1) 
на стр. 478 

') АгЬодам!, Ропс(. агЫ1га1ге8, § 1. ОёбпШоп йе 1а (318СОпип11иё & 
де 1а (]исопи^ш1ё, рр. 9 — 1*2; ^соигЬем <И$саш$дие$^ ра^се^пе 1оп1е8 1еог 
рагИез пе иеппеп1 раз, ои пе вон! раз сопив11е81е8апе8аахап1ге8(р. И). 

*) Р'Ьшешю вопроса о колебаши струнъ посвящены два мемуара 
Д. Бернуля иап. въ ШаШге Ле ГАс, с1е ВегОп Апп. 1753, Т. IX, рр, 147— 
172, 173-195. См. Сашог. ОебсЬ. (!• М. Вс1. Ш, рр. 876—877; объ этихъ 
мемуарахъ см. также въ письиахъ Д. Б. къ Эй1еру: В&1е се 7 Ос1. 1758 
и другое ПИС1.Н0 безъ числа, Соп\ тшк, е/. рк. и II, рр. 651 — 655; я сей- 
часъ буду говорить подробно о второмъ изъ этихъ иисемъ. Ср. возраже- 
111Я Далаиберта въ Орик. Ма1Ъ, {. I, Мёт. с. §§ XXIV— ХХУШ, рр. 42— 
64; !• IV, Мёт. с. § 32, р. 153. Кратк1й обзоръ истор1и вопр. объ интетр. 
уравн. колеб. струны посредствомъ тритон, рядовъ см. въ статье Рмдкгмма: 
11еЬег <11е Багн^еНЬагкеК е1пег РппсИоп ёпгоЬ е1пе Ы^опот. Ке1Ьв (^46*. 
Л, Коп, 0€9, и. И^и». ам Оои. Вс1. XIII, ВетНаЫ Шетпапп'а без. М. \Уегке^ 
Ьрг^. 1876, рр. 216 - 218), также ]^аг(;1е11е иШегепиа1б1е1сЬ11П^еп е(;с. 
Уог1. V. В, Нгетапп, Ьг8{5^»Ьп. г. К. Нанеп^оф ВгаипзсЬ^Уб]^. 1882, § 21* 
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Анализируя рЪшенхе ТэВюра можно заметить, что, въ 
силу его, звучащая струна, кроиЪ основнаго главнаго тоиа^ 
иожетъ давать любой изъ высшихъ гарионнчвсвихъ тоиовъ, 
служащихъ основныин для струнъ вдвое, втрое^ вчетверо, . . . 
болФе короткихъ чЪмъ данная. Бернулли, основываясь на тоиъ 
наблюдеши, что струна можетъ издавать всЬ эти тоны одно- 
временно ^), обобщилъ р'Ьшеше Тейлора въ формул'Ь у = 



Е 



Оп 8гп — - .Со8 -у-(^ — ря): по этой фориул'Ь колебаше стру- 

V V 



нн слагается изъ неопред'Ьлевнаго (въ общеиъ случа'Ь безко- 
нечнаго) числа одновремениыхъ простыхъ тарионическихъ коле- 
бали даваемыхъ формулою Тэйлора ^). 



рр. 44—15, § 78, рр.. 204—207. Въ допо1нен1е въ этому см. Леа^. СгеасЬ. 
Дф 11п. К.^ рр. 124—126. А. 8асН»е. УегзпсЬ в1пег (тезсЫсЫе (1. Оаг81вЬ 
1ап§; т^ШкиН. Еппсиопеп е1пег Уаг. ёавсЬ. Ьп^. КехЬеп. 1паи^.-01ь8. 061- 
иввеп, 1879 (во француэск. переводе въ ВиН. и. 8с, таьЬ, 2-е вёг., I. IV; 
1880, Ех1га1е, рр. 3—7). 

*) «Уже у Мерееняа встречаются 7казав1я на обертоны; ноещеопре- 
д'Ьдепн^е наблюдались они Иоблгмь и Пшотомъ^ двумя учениками Баллы- 
ей у который обвародовалъ ихъ изсл'Ёдовам1я въ 1677 г. РШо$орЬ, Тгапвасиап»* 
(Розен/кргерв. Истор1Я физ.. русск. пср. Т. 2, стр. 283 — 284). Ср. 11. с. 
въ прим. 2) на стр. 474. См. также письма Мерс, къ Гюйг. отцу (1647) 
ОеиV^е» <1е СНг, Ниудеп» Ь. I. рр. 59 — 60; Декарта къ Мерс. (1633, 1634) 
(ки9гея Ле ВезсагШ 1. I, рр. 267—268, 272, 296—297. Ьадтапде КесЬесЪез 

8ПГ 1а па1. аЬ 1а ргор. с1п воп (И. с. въ прим. 1) на стр. 474), аП* 50, 
51 — объ изс1']Ьдован1 и Соаёра (8аиVеи^, 8у8(;ёте ^ёп. (1*АС0П81;. Мёт. <1е Раги 
1701); |'Ш. С1ь Ш.— Д. Бернули говоритъ о ученш объ обертонахъ какъ 
объ об1цеи8в1»стномъ и общепринятомъ: ПЫ. Ле ГЛс Ле Вег1, Т. IX, р. 
152 (Саяюг. а. (1. М. Вй. Ш, р. 876). 

*) Ям/. Не ГЛс, Ле ВегНя., Т. IX, р. 157 {СаЫог. О. <1. М. В(1. Ш, р. 

877); Елетапп, ^егке, 8. 216. Эйлеръ разсматривалъ уже раньше формулу 

пх 2лх Ът1Х 

у == о8Ы -^ + ^йЬя —^ + у8Ы — + ^^с, какъ частный интеградъ 

уравыетя колеб. струны, способный однако служить для объяснешя воЬхъ 
особенностей ея движемя; см. ВЫ. <1е ГЛс. Не ВегИп^ Апп., 1748, Т* 1У, 
р. 85 (Сатог. аевсН. Вй. Ш, р. 876). 
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Познакомившись съ работою Данша Бернулли, Эйлеръ 
выразилъ сомн'Ьшб относительно общности его р'Ьшен1я^). Бер- 
нулли^ съ своей стороны^ наиисалъ еиу заи'Ьчательное письмо ^), 
въ Боторомъ, не соглашаясь съ Эйлеровыми возражен1ЯМИ, не 
только настаиваетъ на общности своего р'Ьи1ен1я, но и въ 
большой м'Ьр'Ь оц'Ьниваетъ всю важность и значеше своего 
открыпя. 

«Вн знаете»^ пишетъ онъ Эйлеру, с насколько я всегда 
иреклонялся иредъ Вашими знан1ями и съ какииъ уважепемъ 
я уступалъ Вашимъ мн'Ьн1ямъ объ этого рода предметахъ. Вотъ 
каково, однако, мое собственное мн'Ьн1е объ этомъ вопрос^Ь: 
мы доказали, что всякая кривая, выражается уравнепемъ 

у = аЫп — + лЬгп 4- уЫп + Ыс. 

а а а 

удовлетворяетъ услов1Ю вопроса. Но нельзя ли сказать, что 
уравненхе это обнимаетъ собою вс'Ь возможный кривыя; нельзя 
ли, пользуясь произвольностью количеотвъ а, [^, 7^ • • • • заста- 
вить кривую пройти черезъ произвольное число точекъ, поло- 
жен1б коихъ напередъ опред^Ьлеио? Уравнен1е такой природы 
имЪетъ ли менЪе общности, чФмъ неопред'Ьлеиное уравнете 

2/ = ад; + [^xx + 7^' + в^с? 

Не было бы ли такимъ образомъ доказано Баше прекрас- 
ное предложеше о томъ, что всякая кривая обладаетъ разсма- 



Разбору мемуаровъ Д. Берву1ли Эй1еръ доевяти1ъ статью: Ве- 
тагчиез зиг 1е8 шёто1ге8 с1е Оап1е1 ВетовШ^ напечат. въ Я^<^ Ле РЛсас1, 
<1е ВегИп, Апп. 1753, Т. IX, рр. 196-222 {Сапюг, ОевсЬ. й. М. Вд. Ш, рр. 

877—878). 

') ЬеНге ЬУШ въ собраю'н лисемъ Д. Б. къ дй1еру, напечат. во 
второмъ том'Ь Согге*р, тык. е/. рНу».^ безъ числа; по мн'Ьнио Фусса <еп1ге 
1754 еЬ 1766»; Бернуллв товоритъ въ немъ, какъ о недавнемъ собыпи, о 
при11ЯТ1и Берд. Академией его двухъ мемуаровъ. аовидимому тЪхъ самыхъ, 
которые упомянуты мною въ прим. 4) на стр. 493-, оно не могло быть, по- 
этому нааисанно иозже 1754 года. 
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триваенынъ въ нашемъ вопросЬ свойствоиъ) Такииъ образожъ^ 
чтобы решить Вашу задачу: Ваш ^^ди^а дыаЫсипдие гпШаИ^ 
гпуепгге тоЫт зесиШгит; надо только^ говорю я, определить 
количества а, ^, -( такъ^ чтобы отожествить данную кривую съ 
кривой соотв'Ьтствующей нашему неопред'Ьленноиу уравненхю; 
тогда тотчасъ получинъ мы частныя изохронныя колебашя изъ 
которыхъ слагается искоиое движепге. Съ помощью своей ие- 
'тоды я сногъ р-Ьшить задачу объ опред'Ьленш движешя натя- 
нутой нити, снабженной, на какихъ нибудь разстоянхяхъ другъ 
отъ друга^ грузами произвольныхъ массъ^ въ произвольпонъ 
же числ'Ь^) и ин1^ кажется что эта задача еще общ'Ье Башей. Но 
не въ такого рода отвдеченныхъ вопросахъ^ полагаю я, мо- 
жетъ быть полезна моя новая теор1я. Я восторгаюсь больше 
т4мъ физическимъ сокровищемъ, которое она открываетъ — воз- 
можностью привести движен1я существующтя въ прйрод'Ь^ и ко- 
торый кажутся неподчиненными никакому закону^ къ простымъ 
изохроннымъ движен1емъ^ которыми^ повидимому^ природа поль- 
зуется въ большей части своихъ д'Ьйств1й»^). 

Результаты, достигнутые синтетическимъ путемъ Данш- 
ломъ Бернулли^ были отчасти получены аналитически Лагран- 
жемъ ^). Лаграпжъ приводитъ задачу о колебанш нити нагру- 



') Ср. второй мемуаръ Даихиаа Бернулди въ НШЫге Лб РАс, </в Вег- 
/|и, Апп. 1753, Т IX, рр. 173—195 (СапЮг, ОевсЬ. <]. М. Вй. Ш, р. 877): 
с пл(ег5исЬ1е ег (Не 8сУ1тпе11пвеп е!пе8 та88еп1о8еп ^е8рапп1еп Ра- 
сщепе, (1ег 1п е]П2е1пеп Рапк1;еп пи^ епсШсЬеп Маззеп ЪезсЬ\?ег(; 18(, апс! 
261^16, (1а83 (11е 8сЬ^1П{;ап@е& ёеззеШеп 1п е1пе (1ег 2аЫ йет Рапк1е ^1е1- 
сЬе АпгаЫ уоп 8о1сНеп 8с11^1пвип§еп гетХе^Ь ^егс1бп капп, (1егеп ^е(^е 
Йг аПе Ма88еп ^ЫсЪ 1ап^е с1аиег(;». (Шетапп. АУегке, р. 216). 

^) Соггезр. таьи, ы рНуз. и II, рр. 654—655* Бернулли^ сообравво съ 
н'Ьбот. особеин. услов1ями задачи о ко1ебан1и струны, разсматрнваетъ 
рядъ одиихъ только синусовъ. 

^) Бернули самъ, въ иервомъ мемуарЬ, ирисоединидъ къ своимъ 
синтетическимъ и геометрпчесБимъ разсуждев1янъ н'Ькоторыя' аналити- 
чесшя соображешя {Сашогь ОезсЬ. с[. М. В(]. Ш^ з. 877).— Лагранжь да1ъ 
р^шенхе задачи о колебаи1и струны первоначально въ мемуарЁ: ИесЬегсЬез 
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женноВ п равннми нассаая разд'Ьляющин нить на п 4* 2 рав* 
ныхъ частей къ рФпген1ю системы п лннейныхъ совокунннхъ 
днфференц1альны1Ъ уравнвн1Й вторато порядка безъ вторыхъ 
членовъ; интегрирован 1е ихъ даетъ для каждой изъ нагружен* 
ннхъ точекъ уравнешо Бернулли съ п членами ^); въ началь- 



5ПГ 1а па(. еЬ 1а ргора^. ёа Зоп (ср. црим. 1) на стр. 474), СЬ.Ш— 
VI, лти 19—46, Оеытте* Ли Ьадг. I. I, рр. 72 — 116. ЛЛ«в. Ганг. Т. I, рр. 
26—72', въ КоиуеПеа гееЬегсЬев зиг 1а ргор. да Зоп, СЬ. И, (ср. прям. 2) 
на стр. 486) Лагранжъ вндоизн'Ънидъ свой аналнаъ, съ ц'Ь1Ью ■зб'Ьжать 
перехода отъ консчпаго къ беввонечному и выясннтъ лучше природу вхо- 
дя1цихъ въ р1;шен1е нроизвольныхъ фунвшй; см. Кешагчвеа 8пг 1а 8о1а- 
1|оп ргёсёдеп1е (11. с. въ орим. 2) на стр. 486), гд-Ь Латрвнжъ подробно 
разбираетъ свое р'Ьшев1е. Онъ вернулся вносл'Ьдств1и въ нервоначадь- 
нону своему методу въ мемуарЬ: 8о1пиоп (1е (1Шёгеп18 ргоЫётез (1е саЬ 

Си1 1п1ё^га1, аг1. 38, 1кж тЛгаНопп и'ипш еоЫе 1еп(1ие е< сНагдее *Гип потЬге 
^ие^соп^и€ ее р01</«, аг1. 39— 41, АррИсаНоп Ле 1а $о1ииоп ргесЫепЬе аих еоЫеш 
шояагев, МшзсеИапеа Таигт.. I. 111, 1762-1765, Типп 1766, рр. 247— 250, 251— 
262, Оеиггея </« Ьадгаяде X. I, рр. 539—543, 543—554. Лагранжъ получаетъ, 
въ мемуарахъ КесЬегсЬев и §о1ииоп, разложен1е искомой функц1Н въ 
тригонометрич€ск1й рядъ (р. снвусовъ); въ КесЬегсЬса онъ суммвруетъ его 
для получев1я решетя въ конечпомъ видк Способы оиред'Ьлен1я коеффиц. 
трнт. ряда н суммован1я его (КесЪ. аг1. 38) суть въ сущности тЬже, ко- 
торыми пользовались ваосл'Ьдств1и Диривлэ и Риманвъ въ свояхъ анаме- 
нвтыхъ мемуарахъ о тригонометрическихъ рядахъ. Ср. А, 8аеН$е, Ваза! 
Ыа(ог1цие аиг )а гергёзеп^. (1*апе Гопс1;. агЬ. (1'апе зеп1е уаг. раг ппе зёНе 
1г1вм Рапз 1880 (ср. прим. 4) на стр. 493), р. 6. Тотъ же методъ, въ не- 
сколько изм'Ьнеиномъ и у прощен номъ вид'Ь принять и въ «Аналитической 
Механике»: Л1сс. апа1у1. 2-е ёс1. 8ес. рагИе, 8ес1. VI, § IV.— 8аг 1еа У1Ьга- 
иопз ёез сог(1еэ зопогез, ге({аг(1ёез сотше ёез сог(1ез 1еп<1пса, сЪаг^ёез 
Л'опе 1п11П1(;ё с[е реии ро1с18 1п6|)1теп1; ргосЬез Гап де Гаи(ге; е! заг 
1а <118С0п11ппиё €1е8 {опс1;1оо8 агЬИгаЁгез, аП. 44—63, Оеи9ге$ Лл Ьадг, I. 
XI (М. ап. 4-е ёс1.) рр. 421—444; ср. •6й. аг1. 33—43, рр. 406—421 (аЛ. 36, 

48—55 СООТВ'ЬТСТВУЮТЪ аг^. 38 ВлеНегекел). 

(т) 
^1у («— 1) 

*) Лаг})анжъ интетрируетъ систему дифф. уравн. -^ — * ** (у — 

(«) («+1) (о) Ы+\) , 

2у 4- у ) = о, т = /,2,3, — п^ у= у =0, рд* А* = — ; а есть 

а 

(я-)-1>ая часть струни, с^— итношете вЬса одного груза къ сумм'Ь всЬхъ 
тр. Въ КесНегеке» онъ пользуется способомъ Даламберта (НЫЫге <1е г Ас, йе 
ВетЫп, Апп. 1748, Т. IV, рр. 283 8и1у.; СаШог. Vог1. Вй. III, за. 869-871; 
ср. ВеекегеНе*^ аг1. 19, Ло«г. Веек, аг(. 8). Въ ВЫшлоп ши. Лагранжъ нала- 
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ный можентъ нагруженння точка яежатъ на кривой, уравнеше 
которой им'Ьегь видъ: 

у = а81т:х + ^8гп2т:х + ''(^гпкх + .... юЗгп пкх^ 

кривой названной Даламбертоиъ производяи^й '). Пря увели- 
Ч6Н1И числа п нагруженная нить, въ своеиъ начальноиъ поло- 



гаетъ особый способъ интегр. дни. дифф. уравнев1Я (агЬ. 1 — 11), и сне- 
стемы такихъ 7равнен1й (аг(;. 26—29), прилагая его зат'Ьмъ къ систем'^ 
опред'Ь!. движеи1Я €(1*ап вуз^ёте ^ае1с. с1е согра с^и! а($188еп1 1ев ппз зпг 
1ев аа1ге8^ еп зпрровап! ^^е сез согрз пе Газзеп! ^ие (1е8 озсШаНопз 1п^. 
ре!. ан1опг с1е 1еи18 ро1п18 д*ёдаШЬге> (аг(. 30 - 35) и спецтально къ ко- 
деб. натянут, ннтя снабж. грузами (аг1. 38). Снособъ Латранжа, представ- 
дяюирй видонзн-Ьн. Дадаибертова, состоитъ въ прнведен1и поднато ннто- 
грирован1я данной систеиы къ нахождвн1ю изв'Ьстнаго чисда частныхъ 
рЬшешй другой системы, которая въ сдуча'Ь оостоянвыхъ коефф. превра- 
щается вообще въ систему адгебрич. уравнепй. Вотъ Лагранжево р'Ьше- 
шете задачи о движен1и нагруженной нити (ЗЫиЫоп, 9^т^.Щ: 

У =-2 1Им^) + '^1^Л + Г I Ч~^+1 ) - 'Ч^^^+Г") 

п 

т=1 

п п 

^|,x^2У\:^а^птxп; Ут= ^1^-''^5|11 ~^^. ^^^^ - иачадьное 

|м=1 ;=1 

значее1е у^*^'; Р^ и в^— выражетя зависяпцяотъ Д* У^ % Д* У^"*' , 

д 6 у(»«) . р д д исчезаютъ даже при п=Х, когда эти разности 

становятся бе8к.-мад. 2,4Д — порядковъ соотв-ётств. Лагранжъ предпо. 
дагаетъ это, приступая къ задач'Ь о струнЁ и подагаетъ, такимъ образомъ. 
въ этоиъ оосхЬднемъ сдучаФ -^п, == ^ш = ^ (8Ыш. аг4. 40). 



') 8о1иИоп йе <И^. рг. (1е Са1с. т!., аП. 40, Мис. Таиг. Т. III, р. 259, 
Оеиые* Ле Ьадгапде^ Т. I, р4 651, ср. КоигеИе* КесЬегскеЯу лТ%,7^В^Мис, Таиг, 
I. II, рр. 34, 39, Оемге» 4е Ьадгапде^ 1. I, рр. 175, 179. В^ЛЫтЬеП» 8иг 1а 
сопгЪе чае ^огте апе сог(1е е1с. (см* прим. 1) на стр. 476). НЫ. с/в РАс, 
<1е Вег1, 1747, Т. 111, р. 2.0,СаяГог. Уог1 Бс!. Ш, рр. 874-875. 
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Ж6Н1И, приближается къ этой кривой; при безвонечно бодьшоиъ 
п, когда многоутольникъ обращается въ струну, сиожно раз- 
сматривать саиую начальную фигуру струны какъ в'Ьтвь про- 
изводящей кривой ^). Вознвкаетъ такимъ образоиъ задача какъ 
бы объ особаго рода аналитическонъ изображен1и произвольиыхъ 
фупкц1й^ которую Лагранжъ разбираетъ и р'кшаетъ сл'Ьдующимъ 
образоиъ: 

«Можно было бы думать»^ говорить онъ, «что началь- 
ная форма струны должна заключаться въ томъ же уравнепм 

Это несомн'Ьнно необходимо въ тоиъ случа'Ь, когда требуется 
чтобы производящая кривая была геометрически та же что м 
начальная. Я говорю: та же геометрически, ибо для отожествле- 
Н1я этихъ двухъ кривыхъ достаточно^ чтобы разница между 
ними была меньше всякой данной величины. Ясно же^ что^ ка- 
кова бы ни была начальная кривая, можно всегда заставить 
пройти черезъ безконечно большое число безконечно близкихъ 
другъ отъ друга точекъ этой кривой другую кривую вида 

у = аЗгпт^х + ^8%п2т:х + . . . , 

такъ чтобы разность между этими двумя кривыми была какъ 
угодно мала^ хотя разность эта можетъ стать абсолютно рав- 
ной нулю лишь въ томъ случа'Ь, когда начальная кривая будетъ 
ймЪть туже форму; во всЬхъ прочихъ случаяхъ эта началь- 
ная кривая будетъ только особаго рода асииптотой, къ кото- 
рой производящая кривая сможетъ приближаться до безконеч- 
ности^ никогда не им'Ья возможности слиться съ нею совер- 
шенно»'^). 



О 8о1иИоп €Ле^ аП. 40 (въ КОНЦ-Ь), Мис, Таиг, ^. Ш, р. 269, О. Ли 
1адг. и I, Р) 552, <е1 дв^ашп роиг ауо1г ееиесопгЪе» (т.е. пронзв. кри- 
вую), лродо^жа6тъ Лагранжъ, «11 п'у апга ^п*а (гапврогЬег 1а соогЪе 1п1- 
иа1е аНегпа11уетеп1 аа-деввив 61; аа-ёеввопв с1е Гахе ^11 Пп&п1». 

*) 1Ш. аг1. 41, И. с. рр. 259 — 260, 552 геяр.; ср. вавлючете аг(. 
25, 11. с. рр. 222, 516 гевр., о чемъ еще будетъ рЬчь ниже. 
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с Для подтверждешя сказаннаго»^ продолжаетъ Даграпжъ, 
<я покажу какъ пайти безчисяенное множество такихъ ври- 
выхъ^ совпадающихъ съ данной въ любомъ чйсд'Ь точобъ какъ 
угодно бдизкихъ другъ отъ друга 1> ^). — Онъ находитъ для 
искомой кривой такое уравнен1е: 

Т1 Т1 У^'^ 8 

гд'Ь Р есть одна изъ ординатъ данной кривой, съ которой 
совпадаетъ ордината искомой при х =г — — - . Кривыя сравни- 

п-|-1 

ваются такимъ образомъ на части оси х — въ (О, ...1) рав- 
ной по длинн 1. Шлагая, всл'Ьдств1е безкопечной великости тг^ 

п + ^ = — - , ~— - = X, Лагранжъ пишетъ ту же форму- 

с1Х п-^1 

лу въ такомъ вид'Ь: 



п 



И = 2 У\ \ Г81п АХтс. с1Х, 8ш Ьтс 2). 

при п=оо она обраи^ается въ изв'Ьстную формулу Фурье; не- 
смотря на это^ изъ приведенныхъ разсужден]й Лагранжа мы 
видимъ. что онъ считалъ возможпымъ пользоваться формулой 
Бернулли лишь какъ конечнымъ рядомъ, для асимптотическаго 



») 1Ы(1, рр. 260, 652-563 гезр.; ср. Мёеап1дие Апа1. Шиу её. Р. И, 
8ес1. VI, аП. 64, О. ув Ьадг, {. XI (М^с Ап. 4-е ё(1.), рр. 442-444, объ 

пх Чих Зях 

интерполяц1и поср. кривой: у = А')$йп -^ + ^4'^5Iя— + -4'"5|и — + 

") 8о1и11оп, в«с., А1«с. Таит. X, Ш, рр. 260 — 261, О. ^е Ьадг, I. I, р. 
553; ср. екав, въ прим. 3) къ стр. 496; Нитапп, УГегке, рр. 219 — 220, 
Раг1. Б]ГГегсп1Ы81.-» р- 206. ПослЬдняя формула даиа, въ сущности, Ла- 

Транжемъ уже въ ИескегсНез зиг 1а ргор, Ни 5ои., аг1. 37, 38 (ЛЛ'л:. Таиг, 
г. I, рр. 56—58, О. Не. Ьадг. 1. I, рр. 100—101); ср. Пе1^, ОевсЬ. <1. ип. К., 
рр. 132 133. 
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мзображешя произвольныхъ функщй ^). Сл'Ъдуетъ, однако, при- 
знать за Лаграяженъ ту заслугу^ что онъ возбудилъ вопросъ 
объ аналитическоиъ изображен1и функц1и опред'Ьленной произ- 
вольно для даннаго ограниченнаго интервала псреи'ЬнноН, по- 
ставилъ этотъ вопросъ вполне правильно и нашелъ р'Ьшете 
его^ хотя и приблизительное^ но которое при другихъ условь 
яхъ^ при болыпенъ внииан1и къ идеяиъ Бернулли^ иогло лег- 
ко привести его къ полному р'Ьшенхю задачи. Сверхъ того, 
саиая иысль Лагранжа объ асимптотическомъ изображети 
функцгй заслуживаетъ величайгааго внинан1я. 

Нужно зам'Ьтить еще, что Лагранжъ не счелъ бы воз- 
жожныиъ изобразить хотя бы безконечныиъ тригоноиетрическжнъ 
рядоиъ вполя'Ь произвольную функц1Ю не подчиненную закону 
аналитической непрерывности. Напротивъ, жзъ своего анализа 
задачи о колебаши струны вывелъ онъ заключенхе о необхо- 
димости непрерывнаго хода для производной какого угодно 



>) Въ Шс. Апа1. Копу. ё(1. Р* П, 8ес1;. У1, ат1. 46, Лагранжъ даетъ 
формулу: 

У = 22^8*п ^^А Сом (^7^Н^)+Л — —^ '■ ^ 
(соотв-Ьтств. .форму1а11Ъ аП, 37, 38 ЯесЛегсЛе* л аг1. 41 8о1ш$<т), 

■ 

/— д1ина струны; а знач. х въ поюж. равнов^С1я; Р = (уЗ^—^ 1 ^ =* 

(Ю$=о ♦ ^"^ ^ мП[' ^** " бвзк.вв1ИЕо;^=1Да,.... до безЕОнечности. 
2 и 8 обозначаютъ тутъ безконечныв ряды; Лагранжъ зам*чаетъ, одна- 
ко, въ аг4 48: «^ио^^ие 1е8 Гогпш1ез с1е Гагис1е 46 йоппеп! пвоигепзе- 
тёп* 1е тоиуетеп! йе 1а согс1е аи Ьоо1; й'ип 1егар8 «, кз зёпез 1п6те8 
^ш е111геп( йапз сез Ьг1тш1е8 етр6сЬеп1 пёапто1пз ди'еПез пе гертёзеп- 
1вп<; се шопуетеп^ (1*ипв тап1ёге пвие 61 8епя1Ые». См. О. </в Ьадг, и XI, 
рр. 423-424, 425 гезр. 
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порядка Ф7НКЦ1Я у % ордЕнатн кривой^ представляющей перво- 
начальную форну струны. Прнведенння мною разсужден1я Да- 
гранжа заимствованы изъ статьи: «Р'Ьшен1е раздйчныхъ задачъ 
интеградьнаго ясчисденхя»^ пом'Ьщбнной въ собран1и Межуа- 
ровъ Туржнснато Корояевскато Общества за 1762 — 1765 гг. 
Въ этой стать^Ь^ прежде чЪмъ приступить къ рЪшешю задачи 
о вояебан1и струнъ^ Лагранжъ предяожилъ р'Ьшен1е одного 
вопроса относящагося къ той же задаче ^): р^Ьшеше это, ин- 
тересное и въ другихъ отношен1яхъ^ вняснитъ намъ еще боль, 
ше взгляды Лагранжа на роль тригонометрическихъ рядовъ въ 
теор1и прожзвольныхъ функц1й. 

Особый требоватя задачи о колебан1и струнъ подчиня- 
ютъ произвольную функщю ср въ интеграл'Ь дифференцхальнаго 

уравнен1я -4 = ^^ ^'"^ой задачи: у = 1^^ — ' ^ ^ ^^ -. 

услов1ямъ: ^<+?С — ()'=0 и 9(^+л) — ?(' — а)=0*), Лагранжъ 
задался ц'Ьлью найти общ1Й видъ функцШ удовлетворяющихъ 
этимъ услов1ямъ, другими словами^ — разр'Ьшить выражающ1я эти 
УСЛ0В1Я функщональныя уравнен1я — найти нечетную пер10ди- 
ческую функцхю съ пертодомъ 2а. Онъ разсматрйваетъ второе 
уравнеше какъ частный случай бол'Ье общаго уравнен1я 



О Это требован1е находятся въ связи съ предподожен1емъ, что 
Р и в въ внражеши /'^ исчезаютъ, и сйд. -^ЯГ, //•У, ^*У^ суть 

безвонечно малыя соотв. 2, 4, 6^*-« порядвовъ (прим. 1) въ стр. 497); 
ЗоЫНон €1е. лН. 41 (въ вонц'Ь); ср. прим'Ьч* 3) на стр. 486. 

*; аЫиНоп в1е. аг1. 25, МЫ. Таиг. Ь. Ш, рр. 221—222, Оеиюге» </в 1к|. 
дгапде^ X. I, рр. 614 — 516, ЗЫиНоп 41^ипе ^иеЫюп г€1аИ9ё ^ 1а ^Кёо^^е Ли еоЫеш 
99Ьгап(€9. 

*) 1Ш, 11. С рр. 221, 514—515 гезр. Ус10В1Я эти выражаютъ непод- 
вижность вонцовъ струны* 

*3 Ш<1. аП. 18, 19, П. с. рр. 201—205, 493 -498 гезр. 
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Д1Я р'ЬтвН1Я этого посл'Ьдняго урявлея1я онъ пользуется т'Ъаъ 
же пр]бмоиъ^ который употреблялъ уже Эйлеръ для интегриро- 
ван1я разностныхъ }равнен1й ^): Лагранжъ приводить его къ 
линейноиу дифференщальноиу уравнеи1ю бозконечво большаго 
порядка, заменяя сложныя функщи ^[^+а(Л+А;^)], '^[^+6(А+А;0], 
?[^~Ьс(Д+А:^)] ихъ разложешяии въ ряды по восходящинъ сте- 
нямъ а(Л-{-А^), 6(Л+А/), с(Л+А:0^). Въ простМшемъ случа*: 
ср(;+а)— '^(^ — а)~0 получается дифференщальное уравнен1е, 
интегралъ котораго 



') Ср. стр. 406—410 и прим. 1) на стр. 410. Друпе примеры прим'ЬнбН1я 
того же метода см. у Даламберта въ О^илсии* Ма1кет. (;. У^ ХХХШ-е Мёт. 
§ Ш, аЛ. 1—6, рр* 105—108, %. УШ, ЬУ11-в Мёт., § УП, аг1. 27—29, рр. 
132—134. Даламбертъ заимств. этотъ методъ повидимому у Лагранжа. 
СопЛогсе1 первый приюжилъ разностное исчисдете къ р^шетю фунхц10- 
на1ьныхъ уравнен1й; онъ изложилъ свои идеи въ письме въ Даламберту 
I развилъ ихъ въ мемуар'Ь продет. Парижск. Авад. Наукъ въ 1771 г.: 
8пг 1а (1ё1егт1паиоп (1е8 ^опсИопв агЫ1;га1гез (\\А еп1геп1 (1апз 1ев 1п1ё- 
рта1е8 с1е8 Ё^иаиоп8 аах (И^ёгепсев рагНеИеа; ЕШ, Ле ГАе, вгс. Аип. 
1771, Рап8 1774, рр. 49 — 74. За никъ сд'ЬдовадЙ Лапласв и Мотж»: ем. 
МетЫге$ Ле МыУтаЫдие е1 Ле РНущие ргёшеп{4» а ГЛс, К. Л, 5с., раг <^^Vе^ш 
8а9ап18^ ЛГ 1и$ (1ат яем АзяетЬШг (ИЗВ'ЬСТП. ПОДЪ назв. Мет, Л, 8аюап1я Шап- 

деп) I. УП, Ашь 1773, Рапа 1776; иес1|СГсЬв8 8аг Г1п1ё8гае10п Лее Ёдиа- 
(1008 (ИбёгепиеИез аих <11{Гёгепсе8 ^1П1в8 е1с. раг М. ^е Ьа Р/осв, аги ХШ, 
рр. 70—76 (КВ. пСа) рр. 70—71). 1Ы€1.: Мёто1ге виг 1а <1оеег1Шпаио11 с1в8 
ЬпсИопз агЫ(га1ге8 ^и^ еп1геп( (1апз 1ез 1п1ё9Г.. (1. Ё^аа1^оп8 апх <11вГё- 
гепсев рагИеПез. Раг. М. Мопде^ рр. 305—327; 8аVап^9 ёиапдегв^ Ь, IX, Ра- 
Г18 1780, рр. 344—381. Мёюо1гв виг 1ез Гопс*. агЬ. сопИппев ои (Ивеов!;. 
дш еп1геп1 (1ап8 1е8 1п1ё8Г. (1. Йд. апх (И^Гёгепсев йп*1е8, раг М. Мопдл (Ргёв- 
1е 20 Аой! 1774); рр. 368-369, СогоПахге (РгоЬ. У1, Кет. ТУ)- иитегр. 
уравнен. Лагранжа шр(1-^а{11-\-кО)^^^е,=Т; ср. ЬасгЫх, Тг. <1и С. й. в1 ди 
с. 1., Ь. 111, рр. 228-238 (агЬ. 1053—1061) н р. ХП). — Выдобы не дегво 
перечислить вс^ ирим'Ьры р^п1ев1е функщонадьныхъ уравнен!! ветр'Ьча- 
юпйеся въ работахъ геометровъ ХЛТП в*Еа; разборъ ихъ могъ бы послу- 
жить введешемъ въ истор1ю того зам'Ьчатедьнаго отд-кма анализа, которому 
автл1йск1е математики дали иазван1е сИсчисленгя фунвц1й». Ср. прим. 1) 
къ стр. 311. 

*) ЗЫиИоп Ле Л/ Т^оЫ, е1с., М»с. Таиг. Ь III, рр. 201—202. О. Ле 
Ьадгапде^ Ь, Ц рр. 493 — 494. 



1 
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приводится къ виду 

а а а ^ а * ^ 

гд'Ь А^А\В^В\ .... и равнымъ образохъ а,а',[)^^', .... произ- 
водьиня по^^тоянння. Прииииая во внииаяхо еще первое усю- 
В1е: 9^+9( — 0~0, мы найдеиъ, что 

^1 ^ аЗгп — + Р'З'Ш + у8т и . . . . : 

«откуда сл'Ьдуетъ»^ заключаетъ Лагран&ъ, «что уравнепе на- 
чальной фигуры струны, если только фигура эта обладаетъ 
таковыиъ, ии^^етъ непрем^^нно видъ 

у ^ а8гп — -|- Р*^** + Т^^*^ + ^^- * *)• 

Лагранжъ^ подобно всЬиъ почти геоиетраиъ протлаго 
в'Ька считалъ^ какъ я уже раньте говорилъ, попяпе о зави- 
сииости определяемой аналитическимъ уравнен1емъ вполне сов- 
падающимъ съ поняпемъ о непрерывности ^). Опъ былъ да- 
лекъ еще отъ пониман]я истинной связи, существующей между 
теор1ями произвольныхъ функщй и трнгонометрическикъ рядовъ. 
Фурье первый прочно устаяовилъ синтетичеспе выводы и ген1- 
альныя догадки Данхила Бернуллй и открылъ путь для пол- 



>) 8о1. <1е ё. рг.^ 11. с. рр. 222, 515—516 геар. (См. прим. 2) на стр. 
502). Ср. зам'Ьчан1я Да^амберта о Лагранжевомъ р^шен1и въ Оримеии» 
МшН. 1. IV, ХХУ-те Мёга. П, 8арр)., аП. 18, рр. 191 — 192, ХХУШ-е 

Мёш. П. ^иг 1а тат^ге Ле ЛеигтЫлг свг^шпв* /о1>с/м>яв, рр. 343 — 349; АёдЛшп 
ап ХХУШ*в Мёш., ОрпЗС <. V, рр. 511 — 512: Нетагдиеш »иг диеЛдиев 
/онсИоп»^ Орте. тшк. Ь. УШ, рр. 306—310. 

*) Ср. стр. 482. 
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наго ихъ развипя и строгаго обоснованхя ^) Саиня формулы 
кобффищентовъ ряда Фурье быля, однако, открыты уже Эйле- 
])01Ъ ж сообщены имъ Петербургской Акадеи1й Наукъ въ 
1777 году. ОпублиЕованхе Эйлерова иенуара последовало, 
ппрочемъ, лишь значительно позже, послЪ смерти его, въ 
1798 году, въ XI тоиЪ Новыхъ Актовъ этой Акадеи1и ^). 



*) См. Ноиреаи Ви11. Л, 8с, раг 1а $ос, рКИотшМдие ее РаНм, I. I, рр* 

112—116, п*6; тага 1808, Рапв^—отчетъ Пуассона о кемуар'Ь Фурье: Мёт. 
Бпг 1а ргора^г. Ле 1а сЬа1впг ёапз 1е8 согрз воНсКев, Оеи9ге$ <и 1'оипег^ (. II, 
рр. 218—219 Го распред. температуры въ стацгон. состоян. въ прямоугодьн. 
1иаетин1{ пеопред. длину и постоянной толщины); ТЫотге апоЛуг, <1е 1а СКа- 
1^иг^ Рап8 1822, СЬ. III, Ргора^;. <1е 1а СЪа1. (1ап8 ип 8011(1е гес1апртЬ хпА- 
1п, Вес!. У1, Бётс1орретеп(; (1*ипе ГопсИоп агЪ11га1ге ел аёпев 1пбопо- 
П1ё1пчие8, 0еи9гев Ле Роипег^ Ь, Т, рр. 187—235 (см въ особ. аг!. 230—235, 
рр. 223—232). Зд'Ьсь, разум'Ьется, не м'Ьсто говорить подробно о работахъ 
^7рье, принаддежащихъ уже къ новой эпох-Ь въ исторхн равсматриваема- 
го нами вопроса. 

») См. Мо9а Аыа Ас. 8с. I. Рв<г., Т. XI, 1793, Реег. 1793: 018дш81ио 
1||(ег1ог зарег вепеЬив веспп^ат таШр1а со1аздет ап^пИ рго§ге()1епиЬп8 
{Сом. ехЫЬ. Не 26 Май 1777), рр. 114—132* Этому мемуару предш. другой, 
сообщ. въ тотъ же день: Ме!110о[п8 ^асИ18 1пуешеп(И 8ег1е8 рег 81хт8 со- 
з1ипзуе ап|;п1отт ш111Мр1оп1т ргосес[еп1е8, ^^а^^т пваз 1п пшуегва 
ТЬеог1а А81гопот1ае ез! атрИ831тп8, *Ы<1, рр. 94—113. Въ этой посд'1Ьд- 
ией стать-Ь Эйлеръ равсматриваетъ разложснхе фунвц1и Г:</7 == (0) + 
(1)Сои(р + (2)Се«. 2^ + (3)Со«. 3^ + (^)Со$.4(р + е1с. и устанавливаетъ 
формулу: 

*=1 Ь=1 (*: " 

^ (Г: — + Со^тп.Гт) 

дающую возможность вычисхять (т) съ какою угодно степенью точности 
при достаточно большомъ я, помощью соотв'1тственлыхъ частныхъ зна- 
чев1й разлагаемой функц1и Г: <р\ для этого нужно тотько чтобы п было 
настолько велико, чтобы можно было пре1тебречь безвонечными суммами 
сгоящими въ л^вой части равенства. При п безконечно-большомъ эта 

2 /.7Г 

формула превращается въ такую (т) = -^ / Г: (р. Со$пир<1(р^ иайден- 
Оц. Км. 8»«. «. хуи. о 
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Эйлеръ доказываетъ, что если функц1я Рср разлагается 
нъ рядъ по косинусаиъ дугъ кратныхъ '^, (что, ио зам'Ьча- 
Н1Ю Эйлера ЕиЪетъ между прочииъ м'Ьсто^ когда 1<\р разла- 
гается въ рядъ расаоложенннй по восходящижъ степенямъ 
Со5<р), то 

1 (•»„ 2 ^ Лтс 

Доказательство основано на почленнонъ интегрирован1я, между 
указанными пред'Ьлами, неопред'Ьленной формулы 

/г^р = Л + ВСо8^ + ССо$2^^ + , 

послФ предвармтельнаго умножешя о61(ехъ ея частей на Созкг^, 
и принимая во внимапе, что 

Эйлеръ зам'Ьчаетъ, что коеффиц1енты ряда представляются 
квадратурами ссагтагит звЛгв зшрИсхиш»^). 



ную Эйлеромъ другЕмъ путемъ въ сгЬдующемъ мемуарф. Этотъ нЕтерпо- 
ляц1онннй способъ вычнс1ен1я коеффиц. раиоженхя примФнинъ, сгЬдова- 

та1ьно<, при томъ уо1ов1И^ что рядъ 21 (*") (абсолютно) сходяпЦйся: 



« . . . • р1пг1тат 1111еге11(; оЪвегуаавбп 181;а8 ииегав песезвапо зеНет уаИе 
сопуег($еп(ет сопзМЬаеге <1еЪеге». Интересно, что Эйлеръ ставитъ это 
услов{е въ зависимость отъ непрерывности разлатаеиой функщи Г: (р; 
см. 1. с § 5, рр. 96—97. О сходим, и расходимости ряда коефф* въ трм- 
гоном. ряд'Ь ср. Ьадгандв, Мёсап. апаЬ попу. ё(1. 2-Де р. 8ес^ VI, аг(. 
47, 0. ^и Ь. Ь. XI, р. 424. 

») ^^^^шпио иИлггаг в1с., ТЬеогеша кепега1е, §§ 3-8, 1. с. рр. 116 — 
119. Ср. Ке$/Г. а. <1. ап. В. рр. 138—139. 

*) 1Яи1ш. иИшг. §§ 4-{Ц 1. с. рр. 11в - 117. 
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Разсуждешя эти прилагаются по его заи'Ьчанхю ж къ раздо- 
хея1ю по синусамъ^ « ^и^а отпев вшив ^сИИше ад со81пи8 геуо- 
сап1;пг » ^). — Подагая~^8атФ1Ъ ^'ср = а + рС!о5<у-|--(СЪ5^* + ...., 
Эйяеръ находить формулы для внражепя коеффищентовъ 
А^В^С^. . . . съ поиощью кобфф1Ц1ентовъ а^^,ъ ....*). 

Мы уже вид'Ьли, въ чеиъ собственно, согласно Эйлеру, 
состоитъ аналитическая непрерывность функц1и, и заметили, 
что поняпе объ ней совпадаетъ съ лежащимъ въ основами 
современной теорхя функц1й поняпеиъ о моногенности '). Гео- 
метры прошлаго стол'Ьт1я не имФли, однако, въ своемъ распо- 
ряжеши вполн'Ь яснаго м опред^леннаго принципа, подобнаго 
началу моногенности, который могъ бы служить имъ, какъэто 
последнее, для различенхя другъ отъ друга аналитмческихъ 
функщй. Для этого могли они нользоваться лишь чисто внЪш- 
нимъ и случайны мъ свойствомъ функщй, способностью ея быть 
выраженной той или другой аналитической формулой, тФмъ 
ли другимъ уравненгемъ. Этой свойство функщй естественно 
считали они поэтому достаточнымъ и необходимымъ для ея 
непрерывности ^). Съ такой точки зр4н1я невозможно было бы, 
какъ мы уже .чам'Ьтнли раньше, изобразить прерывную функц1ю 
на всемъ ея протяжен1и, или для того интервала переи'Ьнной, 
внутри котораго происходятъ перерывы непрерывности, одной и 
тойже аналитической формулой. Возмояшость такого рода изо- 
бражен1Й была впервые ясно обнаружена, съ помощью тригоно- 
метрическихъ рядовъ^ Фурье, который опровергъ этимъ совер- 
шенно мнФн1е старыхъ аналистовъ о тождестве поняпя о не- 
прерывности функц1и съ ПОНЯТ) емъ о способности ея быть вы- 



^^м^ш$. и1к § 1, 1. о. рр. 114 — 115. 

*) 1Ш. §§ 9 — 29, рр. 119 - 182. 

О См. стр. 482* 

О Ср. еюва Эйлера арнведенн. въ прим. 1) на стр. 488. 
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раженной аналитичоскимъ уравненгенъ ^). Ви'ЬстФ еъ тЪмъ воз- 
никла необходимость ближе разсиотр'Ьть я точилке изложить по- 
нят1е объ аналитической непрерывности; окончательное р'Ьшенхе 
этой задачи выпало на долю нов'Ьйшей теор1и функц1й. 

Но еще раньше ч'Ьиъ работами Фурье былъ нанесенъ по- 
сл'Ьдн1й ударъ сказанному мнЪнхю иатематиковъ ирошлаго в-Ь- 
ка, въ сред'Ь илъ зародилось сомнАнхе въ справедливости этого 
мн^Ьн1я и явилось критическое отношенхе къ самому принципу 
непрерывности ^). Въ такомъ духЪ составлена небольигая за- 
писка, Шарля, представленная Парижской Академ1и Наукъ и 
напечатанная въ 1785 году ^); записка эта является однимъ 
изъ отголосковъ спора о природ'Ь произвольныхъ фуНКЦ1Й. 

аШпятхе о функц1яхъ, лишенннхъ непрерывности», гово- 
рить Шарлц «можно сравнить съ понят1емъ о случайности. 
Эти двФ вещи, или выражаясь точнее, эти образы существо- 
вован1Я вещей и событ1й для насъ относительны; они выража- 
ютъ лишь наше незнаше дМствительныхъ причинъ. Когда я 
черчу крииую безъ опред'Ьленной ц^Ьли, я говорю что она ли- 
шена непрерывности, что вовсе не значитъ что черченхе ея 
не подчинено никакому закону; я просто хочу сказать этимъ, 
что я этого закона не знаю. Понятно^ что такого рода от» 



^) Ср. Роигиг. ТЬёоНе ап. (1е 1а оЬа1епг, аг(. 230, 0. <1е Еоигиг^ %, I, 
рр. 23а-234. 

*) Ср. МатшЛа. Н. а. М. Р. Г, Ь. I, ХХХШ, I. III, р. 861: «Ма18 
у а-М! уга1шеп(; с[е сев Гогтев ^сопипаев, оЪ;е1 <1е 1а <118С08в1оп еп1ге 

0*А1ешЪеП е1 Еикг; >. — «Махе <11гопв попе, сотте он попа Ппсп!- 

Чпе, чпе <р. у поп 8еа1отеп1; ез! агЪКгахге, та1я реп1-б(ге пне !6пс11оп 
(]]8Соп1;1п11е? Се чп'оп ргё1;еп(! еп ПпспЦаап!, Ыеп еп(еп<1а, п*е81 рае 
с[оп1епх. Ма18 1а рЬгаве Ывве 11еп 4 ёев с1оа1е8 & с1е8 (1^8ра^е8....*. 
Ь'АЬМ (/в ОеЛию въ М4тЫгем Не ТигЫ^ 1786—1787, р. 669. Ср. прим. 3) на 
стр. 490. 

*) }Ито%ги <1в» Ваюат ё^гапдвг$^ %. X, Рапз 1785, рр. 573 — 588: Ве- 
сЬегсЬев зпг 1е8 1н(;ё^га1е8 Лее ёдпаМонв апх (И^ёгенсев бнхез, еЬ впг 
д'ап1ге8 8Ц)еи. Раг М. СНагШ^ въ конц'Ь этого мемуара: РгадтеШ $иг 1ез 
/олЫипи ё$$еояипы€$^ рр. 586'-'588. 
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сутств1е непрерывности не иожетъ быть внр&жено аналпическд, 
н пе о ненъ будетъ зд'Ьсь р'Ьчь. Есть другой родъ ирерынно- 
ети, которую назнваютъ такъ, въ сущности, неправильно; эта 
прерывность состоитъ въ тоиъ^ что некоторое дФйствхе сдЪ- 
дуетъ сначала одному опред'Ьленнону закону втеченш н'Ькото- 
раго вреиенн, или вдоль н^которато отр'Ьзка^ а зат^иъ внезап- 
но перестаегь подчиняться этому закону и начинаетъ следо- 
вать другому^ какъ наприм'Ьръ движенхе т^ла описывающаго 
многоугодьникъ. Я нам'Ьренъ показать на прим'Ьрахъ, что когда 
частные законы даны въ какомъ нибудь числ'Ь, можно всегда 
наВти общ1В законъ, и что алгебра, въ тоиъ вид'Ь въ какомъ 
она существуетъ теперь совершенно достаточна для его выра- 
жен1я> ^). 

Шарль разсматриваетъ прежде всего поверхность, уравне- 
Н1е которой, отнесенное къ прямоугольнымъ координатамъ есть 

гд* с>Ь>а и д — <1^=(к' — к)Ь. Перес4чен1е этой поверхности 

съ плоскостью ^ ( ) = О, въ своей вещественной части, пред- 

ставляетъ ломанную лмн1ю, составленную изъ отр^Ьзковъ двухъ 
прямнхъ, встречающихся въ точке, соответствующей абциссе 
6, первый изъ которыхъ начинается при х=ау второй окан- 
чивается при л; = с ^). 



*) Мёт. Л 8а9. Иг., I. X, рр. 586 — 686. Ср. Са1и$о 1. С. ВЪ прим. 2) 
на пред. стр. 

») ЛГАп. </. 5аг. ^/г., I. X, р. 586, Вхвтр/е. 
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Уравнен1в у*=Х+Ь5т— . у1 — -|, гд* X не иожехъ 

д'Ьяаться мнинымъ при вещественныхъ значен1яхъ х, представ- 
ляетъ кривую сохраняющую сплошность при :г<6* при зна^е- 
Н1яхъ х>Ь уравнбН1е это представляетъ рядъ изодированннхъ 
точекъ, отстоящихъ на конечныхъ разстоян1яхъ одна отъ дру- 
гой. Заи'Ьтивъ это, Шаряь разсиатриваетъ уравненге 



В +У(Н (»-/)]. 



гдЪ д</<Ь и ф — функц1я сохраняющая вещественныя значешя 
при всЬхъ вещественныхъ значен1яхъ, абсциссы х. Геоиетрическое 
и'Ьсто этого уравнен1я состоитъ во первыхъ, изъ кривой поверхно- 
сти, заключенной между двумя плоскостями перпендикулярными къ 
оси X — въ, и соотв'Ьтствующими абсциссамъ д и /; загЬмъ^ изъ 
кривой двойной кривизны простирающейся до первой плоскости^ 
соотв'Ьтствующей абсциссЬ д, на которой эта кривая оканчи- 
вается, встр'Ьчаясь съ поверхностью; другая, изолированная часть 
кривой простирается отъ поверхности^ при абсциссЬ /, до аб- 
сциссы Ь. Уравнеше проэкщи этой кривой у=Х+Ь8гп —у1^^ . 

а ' 6 

При значвн1яхъ х>Ь^ расматриваеиое геометрическое и'Ьсто 
состоитъ изъ ряда изолированныхъ точекъ^ соотвЪтствующихъ 
изолированннмъ точкамъ этой проэкщи. с Читатель видитъ 
изъ этого примера», говоритъ Шарль, с что одна и та же фор- 
мула иожетъ выражать совокупность поверхностей, лиши и то- 
чекъ. Онъ самъ можетъ найти способы отыскан1я такихъ фор- 
мулъ, когда эти поверхности, лин1и и точки даны»^). 

Шарль заканчиваетъ свою статью примерами чисто гео- 
метрическихъ законовъ, доставляющихъ смФшанныя лин1и ^). 



*) Мет. <1. 8а^, Иг,^ I, X, р. 587, <Ёхетр1е» и «Ап1;ге Ехетр1в». 
О 1Ш. рр. 687-688. 



39 ОСНОВАНШ ТЕОРШ АНАДИТИЧЕСКИХЪ ФУНКЦ1Й. 611 

РаспространбН1б идей подобннхъ 14нъ^ который разви- 
ваетъ Шарль въ разсмотр'Ьннонъ на1и мемуар'Ь способствовало 
установлен! ю внолн'Ь правильнаго взгляда, по которому понят1е 
о произвольной функц1м совершенно покрывается понят1е1ъобъ 
аналитмческомъ внражбН1и. Изсл'Ьдован1я Фурье устранили вся- 
Б1Я въ этоиъ сонн'Ьн1я. Съ другой стороны, совсЬнъ утрачено 
было различ1е между прерывными и непрерывными функц1ями и 
упущено изъ вида первоначальное понят1е о непрерывности из- 
ложенное Эйлеромъ. Для Шарля и другихъ геоиетровъ, дер- 
жавшихся одинаковы хъ съ нимъ взглядовъ, непрерывность со- 
стоитъ лишь въ иодчинен1и частей закону управляющену ц'Ь- 
лымЪу а не въ зависимости ц'Ьляго отъ каждой мал'Ьйшей части, 
которую зависимость Эйлеръ считалъ характернымъ признакомъ 
ц^лаго, управляемаго истинно непрерывнымъ закономъ. Такимъ 
образомъ идея аналитической непрерывности, игравшая такую 
роль въ трудахъ геоиетровъ прошлаго в'Ька, и которая въ одинъ 
иоментъ — въ равсужден1яхъ Эйлера — готова была вылиться въ 
форму точнаго опред'Ьлен1я, въ конц'к XVIII стол'Ьт1Я рас- 
плылась въ туманномъ представлеши объ аналитическомъ за- 
кон'Ь и у посл'Ьдующаго поколотя математиковъ лишена была 
всякой силы и значен1я, пока снова не возродилась въ новМ- 
шей теор1и функщй. 



На ряду съ уравненюмъ ^-^ — а* -^2" =0, или, проще, 
-т^ — -т-2 = о, не меньшую роль въ вопросахъ математи- 

дЧ 

ческой физики играетъ подобное ему уравненю -т-^ + 

а* -71 = О, ИЛИ -т-2 + "Г1 = "• ^'0 посл-Ьдвее уравне- 

ше встретилось Далаиберту и Лагранжу при р^шеши одной 
задачи гидродинаиики, а ииенно при изсл^дованщ плоскаго 
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установившагося дв&жен1я однородной жидкости ^). Далак- 
бертъ прии'Ьнилъ въ еюй задач'Ь тотъ же анаизъ, ко- 
торыиъ онъ пользовадся для р11ШбН1я задачи о колебали 
струнъ и нашелъ интвгралъ его въ такой фори'Ь : г = ср(я; Ц- 
у|/^) + ф(ж — у|/111); несмотря на присутств1е мнимнхъ 
величйнЪу не трудно выбрать функц1я (р и ф и видоизи'Ьнить 
эту формулу такъ, чтобы всегда получать для г вещественныя 



О См. В^А1етЬеги Ёз8а1 (1'ппе попуеИе '1 Ьёопе (1е 1а гё8181апсе ()г$ 
РкЫев, Рап8 1752, аП. 57-60, рр. 60-63; Ор118Сп1е8 На1;ЬЛ. I, Р. 1761, 4-ше 
Мёто1ге, Кетагдпев 8аг 1е8 Ьо1х с1а тоиуетеп^ ^68 {1о1(1е8, аг<;. 1— УХ^ рр. 
137—142. Даламбертъ разсматриваетъ зд'Ьсь, собственно, систему 2-хь 

уравнен1й 1-го порядка -? = ^^! , Л г= ^ Л^ выражающнхъ, что фо]»- 

дх дя дя дх 

пулы трй» 4* ч^^ и рЛх •— цЛя — полные Аифференц1алы. Для р я ц полу- 

чаются 8начен1я : р = — ^ — ^ ч = ^л/^х » ''** «*=« + « к — 1 , » == 

х—я У—1 (Езмм^ аг!. 58, 59, рр. 61-62, ОризЫе»^ I, I, аг1 II, р. 139). Лаграняг ь 
обобщилъ теор1ю Далахберта и нашелъ общ1я дифференщальныя уравнен! а 
установивш. движ. жидкости въ мемуар^: АррИсаМоп €1е 1а тё(Ьос1е е.ч- 
роз. с[ап8 1е тёш. ргёсёё. (т. е. тё1;110^е (1е8 уапаиопв) к 1а зоШ. (1д 
(1Шгеп1;8 ргоЫ. (1в ^/пат^^ие (УИзсеИапеа ТаиЫп, I. II, 1760 — 1761); 
см. 0еи9гез с?в Ьадг. 1. I, рр. 440 - 447 (лг1, ХЫ1, ХЫП), 462 — 4вГ> 
(аг1. ХЫХ, Ь). Въ уноиян. уже мноюмемуар'Ь 8о1ииоп </в <И^. рг, ей» (с]>. 
стр. 497, прнм. 3) въ стр. 496. Лагранжъ разсматрив. снещально уравн. ллос- 

др да др да 

каго движея1я -^4-^ = я ^ — -^^«0 (гд* р и ^ скорости точки, 
координаты которой суть х и О и приводить р:1шен1е ихъ къ интетрирои. 

д^ д^р 

уравнен1я -^ + ^-^ ; 8<ЛиИ<т^ аг<;. 20: Зо1ииоп8 (1е дие1яае8 ргоЫ. соп- 

сегп. 1е топу. (1е8 11ш<]е8, ДГмс. Таиг, I. Щ, рр, 205 — 206, Оеи^ге» Ле Ьа- 
дгапде^ 1. 1, р. 498. См. еще Оризеикз МаьК I, V, Р. 1768, ХХХШ«те Мёп). 
8аг Гё^аа^^оп ^ш ехрпте 1а 1с1 с1а шопуешеп^ (1е8 ПаШеа, § II, 8ш1о 
(1с8 КесиегсЬез апа1уи^^^е8 8пг 1е топу, йез П., рр. 101— 105. Даламбертъ 

полагалъ также, что уравнете -^ -{- д«* ~ ^ выражаетъ колебан1я 

упругой пластинки укрепленной неподвижно въ одномъ изъ своихъ кон- 
цовъ: см. 1-ег Мётоке заг 1е8 \1Ьг. Л. Согс1^8 воп., Оризс, пмак. 1. 1, § 1У, 
рр. 11 — 14. 
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8Ш1чен1я ^). Формула эта им'Ьегь видимое сходство съ Далам- 
бертовой формулой интеграла уравнен1я колеблющейся струны: 
;г=ср(а?+у) -|- ^^{х — у); присутств1е мнииыхъ величипъ д*- 
лаетъ ее однако существенно отличной отъ этой последней въ 
отношеи1и лроиавольинхъ функцхй (р и сЬ входящихъ въ ту и 
другую формулу; это обстоятельство не замедлило, конечно^ об- 
ратить на себя вииман1е Эйлера. Вотъ что говорить онъ о 



^) См. 11 с. въ предъид. прим.— Лагранжъ въ ЗЫиНоп^ лтЬ. 20—24, ва- 
нжхаетея спещально вопроеомъ о раиичв. способ, прнведени интеграш 

уравиеи1я -^ + -^ = О къ вегцествениому виду; предполагая, что 

фуакщи (р н 1^ пол уч. веществ, знач. при вей;, знач. перем-Ьниой, отъ ко- 
торой он* заВИСЯТЪ. онъ прИВОДВТЪ ИНТетраЛЪ р=^а: + « V— 1) +• 1//(я?— 

|У-1) въ виАу:я= ^у^ 

откуда сл'Ьдуетъ, что 

, -у-= + ^ (аП. 24, 

П. с. рр. 217, 511 гевр.). Задача приводится, такимъ обравоиъ, къ пре- 
Образ, формулъ вида 2 > — 2 — ' гд* «=а?+<'|/-1, © е=а ж — ^у^г. 

Крои* р'Ьшеи1Я доставл. разлож. въ рядъ Тейлора (аг1. 20—23, И. с рр. 
206—212, 499—506 гезр.), Лагранжъ выводитъ еще фориулы: 



1^^::^ ] и [у(<+*1/_1)-у(|-«у-.1)]у-1 ^ — - — 

2 (-1)* * ^1^+ ^1^УУ-:-!^ (аП. 23, 11. с. рр. 213-217, 507- 
^к=1 * 4 1 

511 гевр.). Объ этихъ формулахъ и другихъ подобиыхъ, найденныхъ 
Даланбертомъ. см. еще Бх^гаК; с1е (11^. 1еиге8 (1е М. 0*А1етЪег1 
.\ М. <!е Ьа Огапве ёсг. репс1. ка алп. 1764 & 1765. У1 (ЛА<с. Таиг.^ Т. 
1Г1, рр. 391—494) и письма Лагранжа къ Даламберту, ТиНп 6 вер!;. 1765, 
15 ]апт. 1766, Даламб. къ Лагр. Рапз 28 вер!. 1765, (ки9ге» <и Ьаг. %, 
13, рр. 44 — 45, 50 — 51, 46 гезр. ПаитЫп. Ораве. та1;Ь. 1. V, ХХХНЬе 
МёШп § У1, аг1;. 14—33, рр. 122-^131. 



514 И. ТИМЧЕНКО. 42 

форнуж^к ;г=/(а;+ау|/1Л) + ^(^ — ауу'И?)— 1нтеграж4урав- 
Н6Н1Я -г-5 + а* ^Г2, — въ сОснован1яхъ Интегражьваго 

Зан1(тннъ, прежде всего^ что формужФ это! можно при- 

дать вндъ 2= ' 2 + 

Р{ ^ + ау V— 1) - Р{р — ДУ У-1) ,, 

' 2\ —1 ^' который по- 

каввваетъ, какимъ образомъ, несмотря на прнсутств1е мнммнхъ 
ведмчннъ, количество г можетъ бнть приведено къ веществен- 
ной фунвц1И отъ X ж у. Это прнведен1е можетъ быть, одна- 
ко, сд'Ьлано, какъ заи'Ьчаетъ Эйлеръ^ лишь тогда^ когда / и 
Е функц1М аналитическ1л. 

«^ио^^е8 аи^еш», говоритъ онъ по этому случаю, с1Гипс110- 
пеа / е1 Р втЛ сопИпиае, сизизсппцие йегаит <'авГ1п1 шйо- 
118, вешрег еагит таЬгез ас! Ьапс ^оггаат Р± О]/ —I геди- 
С1 ро88ип1, ипЛе 8е^иеп8 (огта [вышена писанная формула] • • . 
вешрег уа1огет геа1еш ехЫЬеЪи.. .. рго си]и8 а(1 гва111;а1ет 
гейисИопе по1а88в литаЬ!*, розИо х^^зСоз^^ е!; ау^=8.8гщ, Ые 

(х ± ау]/—1У = з\Со8.щ ± у — 1.8т.щ). 

^иа^е ^ио^;^е8 ^ипс110пе8 ргорозКае рег орега1;1опе8 апа1у11са8 
8ип1; соп&Ыае Ьос е8( сопИпиае, еагиш уа1оге8 геаШег рег 
С08ши8 е! 81пи8 1р8Ш8 ср ехЫЬеп роззипЬ^). 



^) 1пм(, сак, 4тедг. ЫЪ. роз!., Р. I, 8ес(;. весапёа^ Сар. Ш, РгоЫ. 
48, ЗсЪо!. III, аП« 801, р. 197. 

*) Ср. прни. на пред. стр. 

') О подетановв1| выражешя Со9,(р± |/ — 1 8т.^ вж'Ьото х въ равдо- 
жен1е фунвц1И отъ х по ц'Ьдымъ восходящимъ степенямъ х — : ^ : х = 
А + Вх + Схх + ХЬ* 4' ''^* см. въ иемуар'Ь Эйдера: ОЪаегуа11опб8 ^ех^е- 
га1е8 с1гса вепеа, даагпт (егт1П1 8еси11(1ат иное апрт1огит та111р1огпт 
рго§;ге(И1т(;пг; N090 Аыа Ас, Раг,^ 1. VII, 1789, Ре1г. 1793 (Соямеш. ехШ 
ли 6 Мап, 1776), рр. 87—98. 
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Полученный птегражъ д'Ьлается такннъ образоиъ иенФе 
общпъ, чАнъ соотв'Ьтственннй иятегралъ уравнбН1я колеблю- 
щейся струны^ составленный непосредственно изъ функц1Й веще- 
ственннхъ перенФнннхъ, ибо введеше хнимыхъ перех'Ьнпнхъ 
не им^тъ смысла для совершенно произвольныхъ функщй^ ли- 
шеняыхъ непрерывности. Мнииыя выражешя, нм'Ьющгя анали- 
тическое происхожден1е и аналитическ1Й сиыслъ, могутъ слу- 
жить для образовашя новыхъ, хотя бы даже и веществевннхЪ) 
кожнчествъ лишь путеиъ аналитическихъ операщй. 

€^и^8 аи1;ет»^ прододжаетъ Эйлеръ, с1п сигуа ^иа^ш1- 
цае, иЪего шапив <1ис1;и (1е8спр1а^ аррИса1а8 аЪ8С18818 х -|- 
ауУ — 1 е! х — ау^ — 1 ге8роп(1вп1;е8 ап1то 8аиет хгаа^пап, 
ас ттшат еагиш геа1ет а881§паге уа1иеп1;, аи^ (111!егеп11аш, 
^иав рег у — 1 д1У18а еПат еп1 геаИв? Н1С ег^о Ьаи<1 ех1^п- 
ив деГес1;и8 са1сиИ сетНиг^ ^иет пиИо адЬис то(1о 8прр1е- 
ге Псе!; аЦис оЪ Ьапс 1р8ит бе!ес1иш ЬизивтоЛ! зокМопев 
ап1Уег8а1е8 р1пптит с1е виа у! регАип!»^). 



Возможность быть определенными для мнимыхъ значон1Й 
перем'Ьнныхъ выд'Ьляегь аналитическ1я функц1И изъ числа 
вс^хъ прочихъ функщй и даетъ имъ особыя преимущества въ 
аналяз'Ь^ разсматриваемомъ какъ общая теор1Я функшй. Новей- 
шая теор1я функц1Й показываетъ, что это преимущество при- 
иадлежятъ имъ именно постольку, поскольку онФ непрерывны 
въ смысле Эйлерова определен1я непрерывности, иными слова- 
вами поскольку оне обладаютъ свойствомъ моногенности. Ана- 
листы прошлаго века не смотрели еще на функцхи мнимаго 
переневнаго съ той точки зрен1Я; на которую становились впо- 
следств1И ^Коши и Риманнъ ^\ а разсматривали ихъ лишь 



*; Ср. 1п»г. еак, Ы. Ь. ро81. Р. 1^ Вес!. (егМа, Сар. III, РгоЫ. 69, 
ЗскоНоп, рр. 314—315, РгоЫ. 70, ЗсКоЬ, р. 317, РгоЫ. 71, 8о1оио,р 318* 
») Ср. стр. 36 — 39. 
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какъ результаты опродЪленннхъ анадитичесвнхъ д'ЬйствМ; 
ииъ не доставало еще необходинаго для новой точки дрЬтя 
основашя, — способовъ геонетричоской реализащи ингаылъ ко- 
чествъ, которые дали бы воаможностъ разсиатривать эти ко- 
личества не аависиио отъ ихъ аиалитическаго происхождбН1я. 
Въ от]гошен1и геометронъ мрошлаго в'Ька къ самой аналити- 
ческой теор1и инииыхъ величкнъ заи'Ьтны некоторая неув'Ь- 
ренность и колобаше ^). Теор1я эта подверглась, однако, въ 
разснатриваемое время коренному пересмотру и подучила зна- 
чительное развитхе въ ряд11 работъ, которыя почти не зам^Ьтно 
привели математиковъ къ великимъ идеямъ последующей эпохи. 
Мы приступимъ теперь къ разбору важнМшихъ изъ этихъ ра- 
ботъ; он'Ь возникли главнымъ образомъ въ связи съ вопросомъ 
о логариемахъ отрицательвыхъ количествъ ^). 

Дейбницъ, защищая свое мн'Ьнхе о мнимости логариемовъ 
отрицательвыхъ количествъ противъ возраженхй Ивана Бернул- 
ли^ не могъ, однако^ пр1Йти ни къ какимъ положительнымъ 
результатамъ, потому что не им'Ьлъ еще въ своеиъ распоря- 
жен1и достаточно ясныхъ началъ для опред'Ьлен1я антилогарие- 
мическаго количества какъ функц1и мнимаго перем'Ьннаго ^). 
Начала интегральнаго исчислеп1я, въ томъ вид1Ь, въ какомъ 
пользовались ими Лейбницъ и его современники не могли со- 
служить этой службы и привели лишь Ивана Бернулли къ со- 



1) Ср. МотиЫа. Н. с1. и. 1. Ш, р. 283. 

*) Истор1я спора о югар. отриц. количествъ изложена кратко у 
ЯопЛ'с/с!. Н. (1. 1И. Р. V, Ь. I, XXXVII, 1. III, рр. 373—380 и подробн*е 
въ Мат. Словар11 Клтеля^ ТЬ. Ш, рр. 571 — 576; уоп Лев Ьо^агШипеп 
пес^аНуег (тгбвзсп. Посвягценнато спещально этой истор1и сочинеля: Тк1- 
Ьаи1^ Ш81ог1а соп(гоуег81ае с1гса пптегошт пе^а1]?огат еЬ 1тро881Ъ111пт 
1овап1Ьто5. Оо^Мп^ае 1797, ин-Ь, въ сожал'Ьнш^ не удалось достать. Я 
буду говорить лишь о тлавныхъ ионентахъ этой истор1и, и отсылаю чи- 
татела за подробными литературно-нсторич. указанАяии къ упомянутой 
статье Клюгеля. 

») Ср. стр. 210 - 215» 



45 ОСНОВАШЯ ТВ0Р1И АНАЛИТИЧЕСКИХЪ ФУНКЦ1Й. 517 

вершенно ложному выводу ^). Мы вид'Ьля уже кавимъ обравохъ 
Эйлеру удалось найти истинную и полную теор1ю лагориеиовъ, 
носредствонъ обращен]я всЬхъ разснатриваемнхъ трансцендент- 
ннхъ функц1й въ аналитическ1я, разлагая ихъ въ безконетане 
ряды ^). Эйлеръ дуиалъ положить этижъ конецъ спору, на ко- 
торый онъ сиотр'Ьлъ кякъ на снатематичесий скандалъ»; на- 
шелся однако сильный и искуссный противникъ обжадавш1Й 
бол'Ье разнообразннни и усовершенствованными оруд1ями борь- 
бы, чЪмъ Иванъ Бернулли, и цользовавш1Йся подобно ему сла- 
вою знаменитаго ученаго. Такнмъ противникоиъ Эйлера, какъ 
и въ спор'Ь о природе произвольныхъ функщй^ явился Далам- 
бертъ. Между двумя великими геометрами возникла по этому 
поводу переписка продолжавшаяся въ течен1и 1747 и 1748 
годовъ ^). Изъ этой переписки известны, впрочемъ, въ насто- 
ящее время лишь два письма Эйлера ^); свою теор1ю лагорие- 
мовъ въ полномъ вид^ Эйлеръ опубликовалъ въ знаменитомъ 
мемуар'Ь, о которомъ я уже говорилъ, напечатанномъ въ 1751 году 
въ оапискахъ Берлинской Акадеи1и за 1749 годъ ^). Далам- 



См. отр* 212 — 213. 

») См. стр. 270 - 272, 300 — 302. 

*) «Ёп 1747 & 1748, ^*еа8 ауес 1е сё1ёЬге М. Еа1ег апе (Парное раг 
Ьеигев, впг 1е8 Ьос^гКЬшев ёев ^11апи^ё8 иё^^аНуев^* • • >• В^Л1етЬен. 
Ор118Сп1е8 ша111. Ь. I, У1-е тёш., р. 180. 

*) Си. Ьеигеа 111ёа11;е8 (1*Б111ег 2^ 0*А1етЪег1 рпЪИёеа раг М. Скаг1е$ 

Непгу; ВиПеНпо <И ВМйодг, е <И 8(опа ^в^^в 8с. МШбт. в ВЪ. (ВиДве. Ветеош- 
рари) Т. XIX.— Магз 1886. Ех1;гаи. Коте 1886, рр. 4—9, Ьвеи-е I, ВбгПп, 
15 Ауг. 1747, ЬеИте 1Г, Вег1. 19 Аой1; 1747 (съ Р. 8 ). — Ср. МоШш^. Н. 
а. М , Ь. III, р. 376. 

О См. стр. 300; ср. ирим. 3) тахъ же. И8Д0жеи1е Эйлерова иемуара 
см. также у Кантора: аевсЬ. <1. МакЬ., Ни. III, рр. 698—702; подное за- 
пав'ге этого нем. см. въ прим. 2) на стр. 300; онъ напечатанъ въ У то- 
м* НШЫгФ (/е ГАе. </в ВегПщ рр. 139-179. Въ чис1* посмертныхъ сочиие- 
тй ЭЯлера, издаиныхъ Фуссомъ, находится мемуаръ, написанны* на фран- 
цузекомъ язык'Ь, совершенно законченный и обработанный и носянцй за* 
мав1в: 8иг 1ез 1о^аг11Ьте8 (1е8 потЪгез пё^аИб еЬ {ша^^паЕгев; см. Орега 
Ронита^ XI, I;. I, рр (269) -281.— Этот ъ мемуаръ лредставдяетъ большое 
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бертъ изюжидъ свои соображен1я и дополнелъ ихъ въ пер- 
вомъ том'Ь €0р118си1б8 Ма1;Ъёта1^^и63>^ изданномъ въ 1761 г. ^). 

Даламбертъ разд'Ьдяетъ свои возражвн1я Эйлеру на два 
рода: одн'Ь назнваетъ онъ метафизическиин, друпя — геожетри- 
ческими ^). Подъ иетафизическими основан1яии своихъ взпя- 
довъ онъ разунЪетъ тк^^ Боторыя заииствованы изъ разсиотр^- 
Н1Я общихъ заБоновъ анализа и фориальнаго оиред'Ьлешя ла- 
гориеиовъ: они даютъ нанъ право- по словаиъ Даланберта, 
утверждать с что логариемы отрицательннхъ количествъ можно 
считать вещественннии». — Въ основанш всЬхъ разсужденхВ 
Дадажберта лежитъ уравнеше логариеиики «/=с^ '). 

сВо дервнхъ», говорить онъ, скажется труднниъ пред- 
ставить оебЬ, какимъ образонъ переменная х принимающая 
рядъ значен1й заключающихся между оо и — оо можетъ 
перейти отъ вещественннхъ значепй къ мнимымъ, когда каж- 
дому значен1ю у соотв'Ьтствуетъ лишь одно значен1е х, какъ 
предполагается въ логариеиики^; этого, по крайней м'Ьр'Ь, не 
можетъ быть въ геометрическихъ кривыхъ. Правда, это заклю- 
чен1е не можетъ. быть во всей строгости приложено къ лога- 
риемикФ, кривой не геометрической^ но оно достаточно, по 
крайней м^рЪ, для того, чтобы заставить предположить навоз- 



сходство съ нем. о томъ же предмете въ НШ. <1в РАс, Ле Вег1,у насколько 
я могу судить по Канторову издожегаю этого посд'Ъдняго; между об^нмн 
работами есть однако и существенный от1ич1я. Посмертный мемуаръ 
также трактуетъ о спор'Ь между Лейбннцемъ и Иваномъ Бернуии, и не 
содержитъ нивакихъ намековъ на работы Дадамберта. Въ немъ н'Ьтъ вы- 
вода кд (^1) не =Юч основаннаго на употребдеши расходящихся рядовъ, и 
основная формула 1ССо$(р-\'В*п(р г/— 1)=(у±2п7г) у— 1 выведена съ помо- 
щью интегральнаго исчнслеи1я. Посмертный мемуаръ представдяетъ со- 
бою, быть можетъ, первоначальную редавщю Берлинскато мемуара. 

*) Ори$еии$ Ма^к^таи^и€^^ X. 1» РаНв 1761, 81х1ёте Мёт01ге. 8мг Ым 
ЬодагИкпш Не* диаыШ* пёдаН^е*^ рр. 180—209; 8прр1ёте1|( ао Мёш. ргёсё- 
ёеп!, рр. 210— 280. 

*) Орше, ЛГа1&. I. I, р. 183. 

•) 1ЫЛ. рр. 182-183. 
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южность^ ДЛЯ количества представляемаго абссцнссой этой 
кривой, внезапнаго перехода отъ — оо къ мнииннъ значен!- 
яиъ. Гораздо проще предположить, что рядъ логариеиовъ, вн- 
ражающихъ различння значен1я х^ прининающаго значеше 
— 00 при у=0, возвращается на прежшй путь при отрица- 
тельннхъ значешяхъ у и снова переходить отъ — оо къ — 

100, ..,. — 3,-2,-1,0,1,2,3 ^с къ оо, когда у, въ 

свою очередь, проб^гаетъ посл<Ьдовательно черезъ вс<Ь возиож- 
ння отрицательння числа иежду О и — оо»^). 

Это предположен1е Далаибертъ считаетъ не противор'Ьча- 
щинъ опредЪлен1ю логариеиовъ; для того чтобы опредЪленхе 
это распространялось и на отрицательння числа, онъ форму- 
лируетъ его такъ: поставивъ его въ зависиность отъ построе- 
Н1Я лагориеиики, онъ выражаетъ эту посл'Ьднюю задачу таки- 
И1 словани: найти кривую, абсциссы точекъ которой пропор- 
Ц10нальны логариеиаиъ соотвЪтственныхъ ординатъ, или, точ- 
нее, вообще пропорц10нальны соотв'Ьтственнынъ площадяиъ 

\Л *). Такой форнулировкой Далаибертъ дуиаетъ устранить 

неясности, во8никающ1я изъ опред'Ьлепя логариеиовъ, основан- 
наго на сравнеи1и двухъ прогресс1й, геоиетрической и ариеие- 
тичесБОЙ ^). Построивъ кривую согласно съ этииъ опредЪле- 
шжъ для положвтельныхъ значенхй у, ин добавииъ къ полу- 
ченному ви-ЬстФ съ этииъ ряду логариеиовъ рядъ, соотвАт- 
ствующ1й отрицательныиъ значен1яиъ у, пользуясь дополни- 
нительной фориулой 1од{ — у) = 1аду^ и получииъ такииъ об- 
разоиъ вторую в11твь логариеиики, природа которой окажется при 
этоиъ въ полноиъ соглас1и съ услов1яии общаго опред<Ьлен1я *). 



*) Орше. Ма1Н. I. I, рр. 183—184; ср. р. 184, п. (а) 
>) ЛИ., рр. 186 -187. 
^ 1Ш. рр. 186-186, 187. 
*) ЛИ., рр. 187—188. 
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Чтобы показать совм-Ьстиноеть услов1я 1од(^ — у)=^^У съ 
формальными законами анализа^ Даламбертъ д'Ьлаетъ так1в 
выводы: 

(1) — 1^=1, сл4довательно 21од{^ — 1)=^21од 1=0, а зна- 
чнтъ и 1од{ — 1)=гО*). 

(2) Пусть 1ода^=^р'^ 1одуа^= ^; но Уа^^=^±а^ сл4до- 

вательяо 1од а=г%(— а)= ^ ^). 

Въ прим'Ьнен1Я къ вещественнымъ лишь значвн1ямъ пере- 
м'Ьнной у Даламбертово опред^леше не приводило къ противо- 
рЪчгямъ и съ этой стороны оставалось неуязвимымъ для вов- 
ражен1й протмвниковъ. Для распространешя же понят1я о ло- 
гариемЪ на мнимыя количества единственнымъ путемъ является 
тотъ, который былъ открытъ Эйлеромъ; онъ приводнлъ къ ре- 
зультатамъ совершенно несовм'Ьстимымъ съ опред'Ьленхемъ 
Даламберта. Въ своихъ возражен1яхъ Эйлоръ даетъ весьма 
простое доказательство этого, основанное на формул'Ь 

(3) . . . . = ^ , или точн*е, на общей формул* 

М^ ^ ^ (^^ + ^)^,.,,(4)»), обнимающей вс* воз- 



р^с« }Ш\, 1. 1.^ р., 185, 2*. 

•) ТЬи^ р. 187, 2", р. 198. 

>) 1лИхй <ГЕииг а В^А1етЬеП Вег1. 15 Ауг. 1747, 1. С въ прим. 4) 
на стр. 517, р. 5, Ьеиге ё'Е, й В^А1. 19 Ауг. 1747, 1. с. р. 8 и Р. 8. р. 9; 
НЫ, <1е ГАс, <1е Вег1. Т. У (ср. прим. 5) на стр. 517), СаШог. От, <!. М. В^. 

Ш, р. 699; ср Ь. Еи1еп Ор. Роч , Ь. I, XI. § 31; р, 279.— Фор1|у1а ^ = 

%|/— 1 : 1/— 1, по завтЬчанш Эйлера {СаЫог. О. (1. М. В(1. ПГ, р. 699, 

МопгыеЫ, Н. (1. М Ь, 111, р 285), должна была быть изв-Ьстна еще самому 

И. Бернуллн; ср. стр. 208. По словамъ МопЫеЬ (Н А. М. I. III, р. 699} 

1од, — 1 
МаирегЫи прнЕисывалъ И. Бернуллн еще другую формулу: ^=*"у~згГ' 
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южння значешя /]/ — 1. По Даламбертовой теор1И логариемовъ 

I 

оказалось бы что/|/ — 1= - /( — 1) = О, что совершенно не- 

еовн'Ьстимо съ формулой (4) ^). 

На это воарал;ен1е Далаибертъ отв'Ьчалъ^ что выводъ 

формулы-^- = - предиолагаетъ совершенно особую тео- 

р1Ю логарнйховъ, въ которой 1 ~ , иодкасательная логаривмнки= 

и 2—, 1од — ~ — =1^:1— получаетъ мнимыя значен1я для 

]• — 1 X ■+• 1/хж— / 

всЬхъ значен]й х отъ О до 2. «Эта система»^ говоритъ онъ^ 

«не им'Ьетъ ничего общаго съ уравнен1емъ логариемики х^у^ 

въ которонъ иодкасательная вещественна и въ которой у пред- 

полагается всегда вещественнымъ!^). Даламберту пришлось, 



указывающую прямо на мвимость дотарном. отриц. чиселъ. Друпя видо- 
из11'Ьнен1Я той же формуды бимн найдены графомъ Юл^емв-Карломь Фаньяно 

и его еынОНЪ графомъ Иванпмо-Францискомъ Фаньяно: СИ. МопЫс1а, Н. (1. 

М. и Ш. р. 285 и п (1). 

») КиЫг И, с. въ пред. лрим. Ва1етЬег{ ВЪ Ори»с, МагЬ, рр, 195—196. 

*) /Ш^ р. 196. ТвЕова, по мнфн1ю Даламберта, система югариемовъ 
предполагаемая при логарием. интегрировали дифф. уравнения <^« == 

</х : У!— х% гд* « дуга круга, а ж е« синусъ : <19 = с1х V— 1 : Т^х*— 1 =г 

, — . 1 У-1 

— </аг:К — 1.У.г'— 1 , откуда «— - -— 1од. . Цодкасат. югарие- 

мнкиземодулю соотв. системы .югар.; Даламбертъ*предпо1агаетъ, сд'Ьдова' 

тедьно^ осно11ав1е разсм. системы = е. . — Подобное же зак1ючен1е дгЬ- 
даегъ н У^а1тА»1€^ въ^звоемъ конментар1и къ Яагт. Мйпи Котеса: см. Апа- 
1уве (1е9 Мезпгез (1ез гаррогЬз е( (1ез ап^кз: ои гёс1исиоп (1е8 ш(ёвга1е8 аих 
1овАп1ЬтеЗп е1 аах агсз (1е сегс1е. Раг Д С. ТГа/те«(еу^ В. А. Раг1з 1753, 
р. 63 : « . . ч сотте 1е $ес1сиг ЬурегЬо1^^пе ез! ё^а! аа 1о^п111те (1е 



/ 



*'.15 аи тос1111е ^^ , с1е тёте 1е зёс^еиг с1гси1а1ге АОС ез! ё{г:а1 аи 

а-\-х 2 






1окагИ)1те (1е |/ - — - I, ап то(]п1е :^: ; — ь 

2У~1 



3«я. Мат. Отд. Т. XIX. ]| 
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такииъ образоиЪ; совершепно отвергнуть Эйлеровъ жетодъ пз- 
учен1я логаривма^ какъ аналитической функщн. ^Я замечу ^^ 
говоритъ онъ^ «что разложен 1я логарноновъ въ ряды не ю- 
гутъ ничего доказывать ни за ни противъ вещественности ло- 
гариемовъ отрицательныхъ количествъ 1-, потону что эти раз- 
лохешя не даюп> всЬхъ возхожныхъ значен1й разлагаеиаго 
количества; 2~, потому что рядъ часто бываетъ расходящий- 
ся и всд'Ьдств1б этого приводит!) къ отибочнынъ выводанъ»^). 
Отвергая принципы^ на которыхъ Эйлеръ построилъ свою 
тбор1ю логариеиовъ^ Далаибертъ старался, всетаки^ найти 
какое нибудь другое начало непрерывности^ которому можно 
было бы подчинить определенную имъ логариемнческую функ- 
Ц1ю: онъ старался связать однимъ общимъ аналитическимг 
закономъ о6^ построенный имъ системы лагориймовъ положи- 
тельныхъ и отрицательныхъ количествъ. Съ этой ц'Ьлью обра- 
тился онъ къ дифферешцальному уравнен1ю логариемики: (1хт= 



^) Орше, Ма1Н, I, I, У1-е Мёт., рр. 196—197. Эйлеръ д'Ьйствительно 
подьвоваюя расходящимися рядами въ своемъ мемуар'Ь о логар. отриц. 
чяселъ: см. Сапюг, безсЬ. д. М. В(1. Ш, рр. 699—700 (ср. прим. 5) къ 
стр. 517). — Даламбертъ всегда настав ва1Ъ на незаконности оодьзоватя 
расходящимися рядами и на необходимости осмотрительности въ у потреб- 
ден1И безв. рядовъ вообще. Ср., кром1; указаннаго м'Ьста^ Мёт, жиг 1е$ ЫЬ- 
гаОот Л. соЫе$ $опоге$^ § XXIV ^ 1-0 зпЬ Пп.^ Ориже. МаьН. %, I, р. 44: 
« — М. ВегпопИ! за1(; аизз! Меи чае то! сотЫеп 1а тё(;110(1е с1е гергё- 
зеиЬег Гё^аа^^оп ё^ипе соагЪе раг апе вёпе, реа! б(;ге зооуеШ: ГаиНуе ои 
реа ехас1е, воК раг 1а (Цуог^епсе дез зёпез, зоК раг 1еаг реи <1е сопуег- 

^епсе»; Ноию, гф. шит и$ согЛе» мопогеш^ я\Ь, 5 — 11, Ори»е. Ма(Н, I. IV, рр. 
131—134, Ргет. мирр1,^ аП. 1—15, |'М. рр. 156—162, Зес. »ирр1.у аг(. 18, 
|Ш* рр. 191 — 192; <$мг 1а татёге (1е <^ё^е^т^пе^ сег(а{пе8 /опЫгом, Ори^с. ша/Д. 
1. IV, рр. 343—349; Кетагдием йиг дие1дие8 /опЫит»^ аг1. 1, Орик, та^к,^ 1. 
УШ, р. 309; въ особ. Ш/1ехгот $иг Ыж жи^еж (И^егдепШ ои соп9егдеп1е9 ВЪ V 
том* Орижс. 1яаМ., ХХХУ-шв Мёш. § I, рр. 171—183; ЕпеуЫ, МИН. Аге. 
8ёги (первая часть, принадл. Дал ), (. И, рр. 818 — 822 Падуансь'аго изда- 
н1я.--Ср. Лв1у. О. (1. пи. К., р. 135. — Съ другой стороны Даламбертъ об- 
наруживаетъ неионинан1е истинныхъ основаа1й метода, которымъ поль- 
зуется Эйлеръ въ своей теорш логар. и совершенно неправильным ъ дутемъ 
старается опровергнуть вполн* законный заключения Эйлера: ср. Орижс. 
та1П. 1, I, рр. 197—198 н стр. 300—301. 
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-^ н^ путенъ интегрирован1я его, пытался установить необ- 
У 

ходпость 1ф1нятаго ииъ опред%лен1я, вывести его кавъ слЪд- 
ств1е закона непрерывности будто-бы связывающаго 06*6 по- 
строенныя ииъ в'Ьтвн логарюиики. Относящ1яся сюда разсуж- 
ден1я составляютъ вторую часть Далаибертовнхъ доказательствъ, 
геоиетрическ1я основан1я его теор1и; опираясь на эти осиова- 
Н1Я, онъ считаетъ даже свои « иетафизичеспе выводы» (1) и 
(2) серьезныии возражен1ями противъ Эйлеровой теорги ^). 

Главное геоиетрическое доказательство Далаиберта осно- 
вывается на разсиотр'Ьн1и интеграла дифференц1альнаго урав- 

нен1я .т= — ^у какъ частнаго случая, при п=1^ интеграла 
бол^е общаго уравнен1я с/л:= — -^ гд'Ь п нечетное положи- 

•г 

тельное чмсдо. Это иослЬднее уравнение принадлежнтъ кривой, 
уравнен!е которо! въ конечномъ внд'к можно, написать такъ: 



V У 

С 



X •=\ ^ 



Разсиатривая этотъ интегралъ, какъ площадь соотв'Ьт- 
отвеннаго отр'Ьзка гиперболы^ дифференцхальное уравнен1е кото- 
рой есть (1х-= — ^^ Даламбертъ разлагаетъ его подобно тоиу 

какъ Иванъ Бернулли разлагалъ интегралъ I - - : — 



С '^:^г=^ с'.^+ г^а% ^ г У(/у ^у 



*) Оришс. швМ., и I, УЬте тёш., р. 188; «Ш. рр. 197—198. 

*) 1Ш.^ рр. 188—189; ср. стр. 212. Даламбертъ, равум^^ется^ разсуж- 
даетъ яскдючительно надъ геометр, образами^ соответствующими написаня. 
мною опред. ивтегр. Ср. ра8сухден1я Дажамб. объ опред. интетр., оодъ- 
инт. фунмщи вотор. обращ. въ ао между пред. ннтегр., въ мем«: ВесЬег- 
сЬев ваг 1о са1с. т^щт, НЫ, <1е ГАс. 1769, Раг18 1772, прим. къ аг1. (12), 
рр. 120 129, о чеиъ подроби. впосд'Ьдствги. 
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интегралы \ - 1г~ '^ 1 ,, равными по абсолютной вели- 

с о 

чин'Ь, но различными по знакаиъ, Даламбертъ находитъ^ что 

\ — = \ ^ = \ ?- . I С е81 8111881 Св 0111 



с " - с 



86 гесоппоИ раг 1' Ыё^гаМоп Дв сеИе ё^иа^^оп» (^/а: = 
— -^ при п>1) зам'Ьчаетъ онъ въ подтверждвн1в этого, «сога- 

те М. Е111вг еп сопухепЬ. Разсматривая V - ^ какъ частный 

случай интеграла I — ^, на которой, въ силу закона непре- 
рывности, распространяется этотъ общтй выводъ^ Даламбертг 

находитъ, что \ — ^ = V — или 1оа( — у) = 1оуу ^). 

Правда, онъ чувствуетъ^ до и'Ькоторой степени, произвольность 
устанавливаеиаго такииъ образоиъ закона непрерывности и 
сопровождаетъ свой выводъ такниъ зам'Ьчанхеиъ: 

сЦрим'Ьръ, приведенный Эйлеромъ, кривой у= |/ал? -^ 

у[а^(6-|-ж)] ^\ теряющей вдругъ Д1аметръ при 6=0, не мо- 



Орте. тмН.^ I. I, р. 189; ср. »6|</. рр. 206—206. «Саг ГЬурегЬо1е 

ог^1па1ге>, зам'Ьчаетъ Даламбертъ (р. 189), «(1от11 1ез ог(1опёез 80п1 ~ , 

881 ргёсЫтеп! (1ап8 1е тёте саз дие 1е8 ао1ге8; <& 11 ез(; 1тро88'|Ые (1е 
г1еп ё1аЪИг аиг 1еь а1ге8 гёроп(1ап1е8 аих аЬ8С18§е8 <1е се11е-С1, ({п! пе сои- 
У1еппб ёба1етеп1 й Г11урегЪо1е ог€[1па1ге». 

») Шноггг <1е ГАсаб. <1е ВЫ. Апп. 1749, Т. V, СапЮи ОезсЬ. (1, Майк 
Вд. Ш, р. 699. Ср. Ь. Еи1еп Ор. Рои. 1, I, XI, §§ 6—12, рр. 271-273. Въ 
письме къ Да!- Вег1. 15 Ауг. 1747, 1. с. р. 4^ Эйдеръ говоритъ о кривой 
У=г|/а;4*У*У(^+«)1 •Ч'*^ РСгЛ с[ап8 1в саз а=о зиЬНетеп! 1ои1е ипе 
то111ё», и зам'Ёчавтъ что тоже можетъ иметь М'Ьсто и въ кривой 

у=-^- - ^ -, при п-1. 

п— 1 п— 1 
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жотъ служить рЪшительныиъ возраженгенъ въ данноиъ случа1к; со- 
вершенно ясно почему въ данномъ прим'ЬрЪ теряется Д1аиетръ; 
напротивъ, предъидущее доказательство, основанное на разсио- 
тр'Ьн1Н гиперболмческихъ площадей обнаруживаетъ^ что кривая 

их=: -;;— должна сохранять свой Д1аметръ въ всЬхъ случаяхъ. 
Сверхъ того, не беаполезпо зам*тить, что кривая ^/= ^ах + 



Уа^(Ь+х) теряетъ свой Д1аивтръ при Ь = О не потому что, 
при отрицательныхъ значен1яхъ у^ х д'Ьлается мнимымъ, какъ 
должно бнть, по ин'Ьнш г. Эйлера, въ логариемик'Ь, а потому 
что уравпен1е восьмой степени, получаемое инъ у = Уах 4~ 

4 

у'аЧЬ+х), расподается тогда на два рацшнальныхъ уравнешя 
четвертой степени и, сл'Ьдовательно принадлежитъ, въ д'Ьй- 
ствитедьности, двумъ кривымъ разлнчнымъ, но вещественнымъ, 
отнесеннымъ къ той же оси. Въ крайнемъ случа'Ь изъ атого 
примера можно вывести лишь то заключеше, что для получе- 
Н1Я логариомовъ отрицательныхъ количествъ нужно было бы 
подъ осью X — въ начертить другую логариемику подобную и 
равную первой; въ д'Ьйствительности, эта вторая в'Ьтвь не со- 
ставляла бы съ первой одной и том же кривой, но, т'Ьмъ не 
мен'Ьву представляла бы логаривмы отрицательныхъ количествъ, 
которые, въ этомъ случае, нельзя было бы выразить иначе, какъ 
предположивъ двЪ различныя кривыя. Такъ что, всетаки, оста- 
валось бы в'Ьрнымъ то, что логариемы отрицательныхъ коли- 
чествъ вещественны или могутъбыть предположены таковыми»^). 
Даламбертъ, однако, тотчасъ же отгергаетъ такое огра- 
ничен1е своихъ выводовъ и подкр'Ьпляетъ ихъ указан1емъ на 



*) Оршс, пииН, Ь, I, рр. 189—191. <Бп ип то1^ 11 в'епввхУгаН 1ои( аа 
р1а8 ее Гехетр1с аррог1ё раг М. Ёи1еп ^ае 1*ёциа11оп ^ёпёгя1е ди! геп- 
{егтего11 1е8 Ьо^ап^Ьтез (]е8 потЬгеа» 1ап1; розШГа ^^е пё^аМГа^ арраг- 
11еп(]гои аи ву^Геше с1е (1епх соигЬез (1|ГСёгеп1е8; та18 11 п'еп зегаз!; раз 
то1п8 уга! ^ие 1ез Ьо^^агКЬтез с1е8 ({папИ^ёз пё^аиусз зегаеп!; ои роиг- 
Г01епЬ ё^ге зирризёз гёе18». 
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вторую Б'Ьтвь логаряеивки, получаемую взъ разсмотр%н1я ко- 
нечваго ев уравнен1я ^=С ^); объ этой кажущейся в'ЬтвИу ев 
сннсл'Ь и аначев1и я уже достаточво говоря лъ раньше ^). 

сИзъ всЬхъ этнхъ раз1ншлен1й», говорить Далвмбертъ 
въ заБЛючен1е, сслЪдуетъ, вакъ мн'Ь кажется, что можно без- 
различно предполагать югариемы отрицательннхъ колнчествъ^ 
или вещественными, или мнимнни. Все зависитъ единственно 
отъ выбора системы логариоиовъ. Но я полагаю, что н1|тъ 
основан1я утверждать исключительно, что вообще логариемн 
всЬхъ отрицательныхъ количествъ мнимы; также какъ нельзя 
было бы утверждать, что во всЬхъ случаяхъ логариемъ 1 необ- 
ходимо = О, и что логариемъ вещественнаго и по лежите льнато 
количества есть всегда необходимо положительное число .... 
Н^тъ никакой необходимой связи между рядомъ чиселъ, и ря- 
домъ соотвЪтствующихъ латориеиовъ^ кром'Ь той которая обу* 
словливается основнымл предложен1ямй теор1и логариемовъ, 
выражающимися^ при услов1яхъ 1од. 1 = О, 1а =^ р^ 1Ь ^= д, 

а 
Щ.аЬ=1а+1Ь = Р'}-д, ^т=^ — й>=р — д, и т. д.»'). 

Къ дтимъ разсужден1ямъ Даламбертъ прибавллетъ еще 
н'Ьсколько зам'Ьчан1Й въ защиту изв'Ьстныхъ уже намъ выводовъ 
Ивана Вернул ли и противъ возражен1Й Лейбница *). 

Выводы Ивана Вернулли о площадяхъ отр'Ьзковъ равно- 
сторонней гиперболы, поддержанные разсужден1ями Даламберта^ 
являются парадоксомъ съ точки зрФн1я Эйлеровой теорхи лога- 

■ 

рнемовъ. Они не могли/ поэтому^ не обратить на себя внима- 



^) Ори1е. пш1Н» I, 1, р. 191: <Ма18 поив п*ауоп8 рае Ьеао!!! ё*ауо1г 

гесоага к сеИе соп81<1ёгаиоп ; » н т. д. — О второй (кажущейся) 

вФтви логарнем.: рр. 191—192; Даламбертъ считаетъ эту в^твь союшиой. 

") См. стр. 298, 302-304. 

») Оришс, пш1к и 1, рр. 1Ув— 199. 

•) /6|(/. рр. 199-209; ср. стр. 210—216. 
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Н1Я геомотровъ и вызвали рядъ интересныхъ работъ. Эти ра- 
боты^ игравипя не яадую родь въ развит1и теор1и функщй и 
интегральнаго исчаС1бН1я, вм'Ьст'Ь съ т'Ьмъ прииыкаютъ къ т- 
а'Ьдован1Я11Ъ Де Муавра и другихъ совреиенныхъ ему и позд- 
н'Ьйшйхъ геоиетровъ объ аналогш круговыхъ и гипербодиче- 
СБихъ площадей. 

Еще Валлисъ замФтилъ аналог1ю существующую между 
кругонъ и концентрической съ нинъ равносторонней гипербо- 
лой съ осью равной дтаиетру круга^ и обратилъ вниманхе на 
простое взаимное соотношенхе существующее между веществен- 
ными ординатами одной крввой и мнимыми другой ^). Поздн'Ье, 
Котесъ зам'Ьтилъ^ что некоторые интегралы^ выражаемые въ 
взв'Ьстныхъ сдучаяхъ дугами или секторами круга, въ дру- 
гихъ — ^^ когда эти выражен1я становятся мнимыми, приводятся 
къ догариемамъ иди къ гинерболическимъ секторамъ ^). Эту 
мысль объ аналог1и логариемовъ и дугъ круга, иди мЪръ от- 
нотен1й и угловъ, Котесъ подожидъ въ основанш своей сГар- 
М0Н1И М'Ьръ»^). Онъ зам'Ьчаетъ даже, въ одномъ м'Ьст'Ь этого 
сочинвн1я, возможность разсматривать дуги круга, какъ дога- 
риены мнимыхъ количествъ. с . . . . 81 ^иа(1^ап^;^8 С1гсц11 ^щ1^- 
Ъе1 агсиз га(11оСЕ(1е8сг1р(а8>, говоритъ онъ, сзшишЪаЪе!, СХ^ 



*) См. стр. 169—170. Подробнун) истор1ю теор1И гипербол, фунвщй 

и еоорнкас. ВОПрОСОВЪ тататель найдетъ въ С0ЧИНен1и Зигмунда Гюнтера: 

Ше ЬеЬге уоп с1еп (^е^^бЬпИсЬеп тк! Уега11^еше1пег1еп НурегЬеНГапсиопеп. 
На11е а 8. 1881. Кар11е1 1. Н18|;оп8сЬ— ЫЫ10($гарЫзс1|еЁ1п1е1(и11^^ рр. 1—63. 

*) Еагтота Метигагит е/с. Р. I, всЬоНаш ^епега1в, рр. 27—28: ВЫ- 
чис1ен1е поверхности эллипсоида вращенгя; формула выведенная для слу- 
чая<, когда осью враа(еи1я служитъ меньшая ось эллипса, прим'Ьняется за- 
тЬмъ къ тому случаю^ иогда осью вращ. служитъ большая ось. «Роаве! 
Ьи]118 е(1ат 811регГ1с1е1 (Ишепвхо рег Ьо^ошеЫат (1е81ртаг! 8сс[ то(1о 
шехрИсаЫИ- Хат в! Ч11а(1гапи8 с1гспЦ> и т. д. какъ сл'Ьдуетъ въ теьстЁ. 
Ср. 8.0ия1кег. НурегЬе1Г., рр. 4—6. 

^) Нагтопга Меп$игагит п«е Апа1уш е! ЗуЫкел» рег ЯаНопит е1 АпдгЛо- 

гит Млтигаш е/с. К(11(И1 е! вих1Ь ЯоЬ. 8тШ1; Сап1аЪг. 1722; ср. стр. 202 — 
204; Нагт, Мет., рр. 28—29, ;§. ОиШкег 1. С. р. 5« 
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8^пиш^ие сотркшепМ ад ^иаА^ап1;ет ХЁ: затепло гад1ит 
СЁ рго МоДЫо, агсиз етИ га1;1оп18 Ыег ЕХ-\-ХС\/^^ ^СЕ 
топвига (1ис*а 111 }/111>; что равносильно формул*: 1/1(Со$а'\- 

у^1.8гпа)=а}/^^ цди е^^"^ =Со5а+1/^.'8гпа. Котесъ не 
идетъ однако дал*е, предоставляя разнитхе своей идеи другииъ 
«^и^Ьи8 орегае ргейиш У1(1вЫ1;иг»^). Онъ указываетъ даже, въ 
доаолнен1б къ своииъ собственнынъ заи'Ьчангямъ, на то, что уже 
Декартъ и Вьета обратили виииан1е на свойство корней кубиче- 
скихъ уравнен1й: с уе1 еав ехргхш! розве рег Сагйапг ге§и1а8, аЦис 
а<!ео рег с[иагит тедхагит ргорогИопаИиш шуепИопеш- те! 
рег (11У131опет агсиз С1гси1ап8 1п (гез ае^^^а1ез раг1е8, з! 
1оНе Гиепп! 1пехр11саЫ1е8 рег тетога1а8 ге^пЫз». «ЁхЫпс 
аи1ет арег1;е соШ^Ниг, ^^1аI^8 814; огс1о Nа1;и^ао 1;гапвеап1;18 
а4 Ап^пИ 1;г1зес*1опет к кпеесМопе Ка1;10Ш8>^). 

Мн уже видФли^ какъ Иванъ Вернулли не поколебался 
ввести въ анализъ мнимые логариемы ^)^ и какъ съ другой 
стороны, Де Муавръ воспользовался аналопей между круговы- 
ми я гиперболическими секторами для вывода своей знамени- 
той формулы, положивъ такимъ образомъ основан1е для новой^ 
Эйлеровой теор1и мнимыхъ величинъ ^). Эйлеръ явился, вм'ЬсгЬ 
съ т'ЬмЪ; насл'Ьдникомъ позднФйшихъ идей Ивана Вернулли о 



') Нагт, Мйп».^ р. 28, 8. бйпгКйг 1. с. — У^а1теАеу въ своемъ КОМ- 
мент, къ Нагт. Млп».^ (ср. орим. 2) на стр. 521) по1ьзуется 8ам^чан1емъ 
Котеса: см. Апаи Л. тешите»^ рр. 63—64, 139—141; онъ однако держится 
особаго взпяда на мнямые логар., о которомъ ]||1 уже гов. въ прим. 2) 
на стр. 521. Ср. ;§?. ОишКег. 1. с. рр. 22—23. 

*) Нагтоп, Мепяиг. р. 29, 5. ОИШкег, 1. с. рр. 5 — 6. Ср. Рг. УШае Ор. 
Ма<;Ь. е^ Рг, ^ 8сДоо(еп. Ьи>1(1. Ва1. 1646, Вирр1, Оеот,^ р. 257; Ве гееорпШопе 
аедиа1. Сар. V еЬ VI, рр. 86-91; Везсапез, О^отёМе Ь. III, попу. ё(]., рр. 
75—76, 78—79. Задача о иахожд. двухъ средн. проиорц. между двумя дан- 
ными а т Ь опред'Ьляется иропорщяии: а:я:: ъ:у и я:у:: у:Ь^ или 
уравнен1емъ я^^аЧк 

=•) Ср. стр. 207-210. 

*) См, стр. 205-207; ср. прим. I) къ стр 275. 
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мнпвхъ логариеиахъ; эти идеи не были инъ опубликованы, 
но сообщены были Эйлеру иъ письмЬ, напясаниоиъ 18 Апре- 
ли 1729 года, по поводу спора о логариемахъ отрицательянхъ 
колячествъ *). 

Въ дтоиъ письи'Ь Бернулли даетъ такую формулу для 
выражен1я плоп^ади сектора круга, уголъ котораго = ср, а ра- 
д1усъ а : — 

2^"? = 47=1- ' Со59_^_1. Ягщ + '* У ' 

обозначая 2'^ черезъ ф^ и ( — п) черезъ к, мы легко получимъ 
отсюда Эйлерову формулу для мнииаго логариоиа: 1оу.{Со8'^-^ 
\-\. 514)«(ф+2А;7г).1/-1 «). 

Донимая несови'Ьстииость своихъ же собственныхъ выво- 
довъ о мнииыхъ логариемахъ со своими старыми воззр'Ьшями 
на логариемы отрицательныхъ чиселъ, и не находя возможно- 
сти совершенно отказаться отъ этихъ воззр'Ьнтй, Бернулли, въ 
начале письма^ различаетъ двоякаго рода логариеиы отрица- 
тельныхъ количествъ^ обозначаемые имъ соотв'Ьтвенно черезъ 
I — {х) и 1\х)\ насколько можно судить по содержав! ю письма^ 
подъ дервымъ обозначенхемъ рпзум'Ьетъ онъ вещественную 
часть мнииаго логариоиа /( — х): €81С, е.^г.», говоритъ онъ, 

с/ — {ху е81е Г:а1в ^и^(1, зей /( — г^) 1гаа51паг1ит » '). Онъ 



') См. прим. 1) къ стр. 273. 

*) ТтЫг ингеш %пЫ%иш е(е. Письмо 1^ Ваз. а. (1. 18 Арг. 1729, 1. с* 
рр. 5—6. 

*) 7Ш. р. 5; ср. прим. 2) Энвстрёма^ р. 21. Нъ Ор. Рои 1. I, ХГ 
$$ 35. 26, рр. 277—278, Эйлеръ выводятъ основную формуду своей теор1и 
югарномовъ иосредств. интсгр. исчислен]я (ср. прим. 5) на стр. 517); 
его разсужден1я им'Ъютъ большое сходство съ разсужд. И Бернулли: онъ 

■сходитъ нзъ формулы </с/, = — - = ^/; ^_-1\ , гд* ж и у лредст. соотв. 

синусъ и косннусъ дуги 1( ьруга, рад1усъ кот. =1. Полагая а=::й\^ — 1, 
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д'Ьдаетъ дал-Ье попытку примирить такой взглядъ на логарио- 
мы съ полученной имъ формулой и дать ей соотв'Ьтстввнное 
толБОван1б ^). Свои зак1ючен1я объ этомъ нредметЬ онъ за^ 
канчиваетъ характернннъ зам'Ьчан1емъ^ которое почти совер- 
лтеняо сближаетъ его теор1ю съ Эйлеровой аналитической тео- 
р1ей логармемовъ: 8ед 11изи8то(11 ехргеввшпез 1ша1^1паг1ае нзит 
роМив ЬаЪепЪ^ 81 1о зепез ехрбпс1ап1;иг 1п ^^^^Ьи8 ^и^ррс (ег- 
Ш1П1 {гаа^шагИ 8в де81гиип1;» ^), 

Возникипй между Эйдеромъ и Даламбертомъ споръ о ло- 
гарионахъ отрицательныхъ количествъ снова вндвинулъ во- 
просъ объ аналопи круговнхъ и гиперболическнхъ секторовъ 
въ свяаи съ теор1ей ининыхъ логариоиовъ. Съ такой точки 
зр'Ьн1я къ этому вопросу приступилъ впервые, руководствуясь 



онъ иреобразуетъ формулу эту въ такую: <<у= г ^ , ^^ ^ интегрируя 

которую межд} иред'Ьлами х=4) и а?, онъ получаетъ: у=т711Г '(у+*1/— 1) 

Замечая, что найденное соотношенхе между х^ у ж 1р должно им'Ьть и'Ьсто 
для вс'1^хъ дутъ (/), им'Ьющихъ тотъ же синусъо; и косин у съ у, онъ пишетъ 
полученную формулу въ такомъ вид!»: ((Со#г/)4-5«яу|/— 1) = (у+211я)1/ — !• 

') Тгоиииге$ ^гс. р. 6; «та1о Надае (11сеге>, говоритъ Ив. Берн.^ «400(1 

аа ж+у У — 1 

агеа Еес1опз 8Шаеп(1а 811 8впега1иег= ц:! I ; — +*»$■> а<1во и1 

4 1^-1 а?-уУ-1 

4ио(1е8сапдае раг8 рпог 1п П11п1ига аЫ(., Ш. 4аос1 (1ее81. 8прр1еп ро8811 

рег я(2, Ьос ев!, рег та111р1ит, 811Ьтп1ир]итУв, ^аа<1гап^^8^ рго1]1; песеа- 

вКаз 1(1 ех1^1». Прибавка «8пЬтп1ир1итуе» сд'Ьлана съ ц'Ьлью примирить 

1 а'* , а}п 

сл'Ьдств1е общей формулы: -г а^п =. _ . I У— 1 + я— о", съ поло- 

* 4У-1 ^ 

жен1емъ: /1^— 1=()', эта прибавка находится въ противорЬчхв съ предъ- 
идущими ра8сужден1ями Бернулли (рр. 5-6), въ силу которыхъ п$ можетъ 
быть только <т111ир1ит цпадганиа». Объяснен1Я Энестрёма, который при- 
даетъ СЛИШКОМ'!, большое значеше обознач. Берн., кажутся мн'Ь, поэтому, 
не совсЬмъ правильными [ср. Ко1е8 3) и 4), рр. 21, 22]. 

') ТЫ* ипгез е1е.^ р. 0; ЭТО заключопе тоже не согласуется съ объ- 
ЯСН0Н1ЯИИ .Энестрёиа. 
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у(шан1Я1и Лагранжа^ сярд1нск1Й математнкъ иагге{ (1е Жть- 
сепех ^)\ съ особеннниъ усп'Ьхомъ вопросъ быдъ разработанъ 
Карстеномб ^^ и Феррони ^). Я ириведу разсужден1я Барсте- 



*) См. ВёПех10П8 ваг 1е8 циап1]1ё8 1та^па1ге8. Раг М. 1е С||еу. 1^- 

ш1 <1е Еоясепел. АНясеНапеа 2'пиппепиа рЫ108.— гоа1Ь. 8оС1е1а11в рПУа1ас 

Таог. Т. I, А!1{;а8ие Таапп. 1759, рр. 113 -146. Бс1а1гС188етспв ропг 1е 
Мёто1ге виг 1ев дпап1. Ш9к^. 1п8ёгё (1ап8 1е ргет. То1ите. Раг М. 1>е 

Рошсешел^ МИапды <1ш РШа, Ы с/е Ма(кепиЦ%цие ее 1а 8ое, Ноуаи ее ТигЫ роиг 
и» А1т. 1760— 1761, (Авле//. Тлит. %. И), рр. 337—314. Пе Копсепех нод- 
держнваетъ нн1н1е Эйлера; Даламбертъ от1гЬчадъ ему въ дрибаиеиги къ 
своей статье о юг. отр. колч. цит. въ прям. 1) на стр. 518: ВиррИ- 
теп^ о» Мет. в1с, Орише. ямМ. 1. 1, рр. 210—230. О Принадлежности раввя- 
ваеннхъ ииъ идей Лягранжу Бе Ропс. говоритъ р. 128. М4яе. Таиг. Ь, I. 
Ср 3. выпгЬег, НурегЬеКппс!., рр. 15-18. Ср. еще прим. 3) на стр. 300 
и прян. 3) ва стр. 298. 

*) ®епсев(аад З^Нпв фц|1ао Латреп, Ьег ®еиюе^^»И^ ЪЛох^ ипЬ ье< 
1Ха!^таН! ^то^еЦот» )и ^бй^ою, ШЬ^апЫипд ооп Ьеп ^^оваги^шеп оегпе1п1ес 
бгбвеп. АЪЬапсИ. <1. СЬаг-Ъа1ег. Акас]. д. 117188еп8сЬ. б Вс1. 1768, Егя1е 
АЫЪ.^ рр. 3—49, 2^еуее АЫЬ., рр. 49—108*, ср. 5. Ойп(Нег. 1. с. рр. 18— 
19. — ?К. ^. о, Кагиеп^Каретекъ математикь ИЛИ Яарст«»8 оямув (вЪ0ТЛЯЧ1е 

отъ сняа етО) внаменитаго минералога Дитриха Людвига^ Густава), род. 
въ 1732 р., ум. въ 1787 г. 

') МавпНп(111тт ЕхропепИаИат Ьо^агНЬтогит е( Тп|(Опоте1г1ае 
8оЬит18 ТЬеог1а поуо те1;Ьо<1о рег(гасеа1;а. АпсЮге Р^го Реггояго еХе. Р1огеп- 
Иле 1782 8. Оиткег (НурегЪс№пс1., рр. 19— 21)съ большой похваюй отзы- 
вается о тражтатЬ Феррони. Сочинеше это, однако, чревм'Ърно объемистое 
(611 стр. *ш4^у написано слогомъ цв^тистымъ и высокопарнымъ, но растяну- 
тымъ и тяжелымъ. Формулы Феррони часто сложны я неудобны и не всегда 
связаны съ достаточно ясныии поняпями. Вопросу о логариеи. отриц. ко- 
личеетвъ посвящена глава IX: 111п81га11о се1еЬг18 соп1гоуег81ае с1гса ^пап- 
(11а 1ит пе':а<;1Уогцт ]о)$ип1}1т08, рр. 566—600. Склоняясь на сторону Да- 
Ламберта, Феррони, одаако, своими разсуждси1ями только бол'Ье запуты- 
ваетъ вопросъ. Вотъ его заключопя: <М1га {и<|пе агв11теп1огит сопсог- 
(]1а аапсипш у1(1в1аг сопаециепиит ТЬеогета1ит1и8 1п(е^егптат.~1*. Ех 

Апа1у11са пты1^ ас 6еолг.е1Г1Са С<тИпш1а1е сИтапаШ ЬодагиНпи Nеда^^V0^ит 
(Ыет а^^ие НИ РоМ90гит та</т114(/|яе аедиаНит, — И*. ТегтЫиз ОспегаЦш силишти 

X 

Ргодгеж*1опи 6еоп1е1псае /огтат Мш1 ^ (а ), 1е1 {иЬеп1е Оопип111(н1е - Ш®. 

1)еПп1п в1С р088е^ пес 1ПС0гар1е С1т(]еп1, Го}>1зиса. «Сагга е$1 Тгап$сеп(1е1и, 
Сшшр9^а{а^ иЛ Си$р%11е в</ 11фтгат (И$1апЫат п1о^ Ыеоцие 1ПУ18{Ы]], ГНате1гит Ы 
Л»ртрШо^ ге1 теНи» Ряеи«1о'АшутрШо НаЬена^ е1 АецшИгопе ргае<И1а х:=^Ь{±_1^\ еаЛем 

яммщт сит акега С = у*. — Ргае1ег ^ио8 Каш08 Ке!11е8СОП81(10гаге Ам егИ 
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на, какъ наибол'Ьб иростыя и ясныя^ и иринадлежаиия, сверхъ 
того, автору^ иридерживающемуся ниоляЬ Эйлеровой теор1и 
догариемовъ. 

Ра»суждбН1я Карстена заслуживаютъ 0111.6 особеннаго вни- 
нан1Я^ какъ первый примгьръ изслгьдовамя интеграла въ за- 
висимости отъ посАТьдовательности значенгй 7гринима€мыхъ 
подъинтегральнымг дифферепцгаломг между предгьлами инте- 
грацги. 

Карстенъ задался ц-Ьдью построить фигуру, которая уста- 
навливала бы геометрическую неирерывность между вещественны- 
ми логариемами положительны хъ и мнимыми — отрицательныхъ ко* 
личествъ ^). Этотъ законъ непрерывности долженъ былъ^ кромЪ 
того^ вполн'Ь совиаднть съ гЬмъ, который устанавливается 
Эйлеровой аналитической теор1ей^ и зам'Ьнить искусственный 
законъ Ивана Бернулли и ^1^аламберта. Для этого Карстенъ 
иользуется, сл'Ьдуя <!е Ропсепех \ переходомъ отъ мнимыхъ 
секторовъ гиперболы къ секторамъ круга и, сообразно съ этимъ, 



ех аЬопбапНа 1п Ьо^ап(;11т1са Ыпеа 1ппашег08 Тта^хпапоз; ... >; 
1. с. рр. 595— 596. Ср. |Ш. Сар. Х^ Са1си11 1п(;е^гаИз рагадохоп епо(]а1аш, 
рр. 601— 611.— Феррони, однаБО, принадлежитъ та заслуга, что онъ первый 
подробно развнлъ аналопю круговыхъ и гипербо!. секторовъ въ связи съ 
теор1ей мнимыхъ величинъ и гиперболич. фунБЩй; ср. Мадп. ехроп. е<с., рр. 
215 5^^. 8. витНег, НурегЬеиипск., рр. 19—20. 

•) АЬНап(И, г. с1. ид. гегя. Ог., 2-1е АЫЬ., §22, рр. 89— 90 (ср. 1-81;е 
АЫЬ. § 34, р. 49. Первая часть Карстенова мемуара содержитъ превос- 
ходное изложеше аналит. теор1и логариемовъ и опровержеше соотв. выво- 
довъ Даламберта; §§ 1—21 второй части посвящены олровержетю геоме- 
тричесБнхъ выводовъ Даламберта). Приступая въ изложен1ю своей геои. 
тсор1И Карстенъ приводитъ сл'Ьдуюиця зан'Ьчательиыя слова Дан. Бервулли 
{Мёт, (1е ГАсас1. (1е Рги»$е^ 1753, р. 148): «ипе Апа1у8е аЬ8(га!1е, ^и'оп 
ёооп1е $ап8 аисип ехатеп 8уп(:Ьёицие (1е 1а 4ие$1юп ргорозёе^ ез^; зо^еие 
^ поиз 8иргеп(1ге р1и161, (Ц»' а поиз ёс1а1гег». Въ § 23—25, рр 90 — 96, 
Карстенъ предпосылаетъ <е1п1^е \^е1Иёе с11с апа1у(1$сЬе '] Ьеопо зеШз!; 
Ье1геГСеп(1е Аптегкап^оп». 

*) Ср. АЬН. V. (I. Ьод. V. Ог, § 22, р. 89. 1>е Ьопсепех, КёПеХ10П8 ЗПГ 

1е8 ^аап^ шо^. Мгзс. Таиг. Ь. I, аг1. 10, рр. 128— 131; 8. ИитНег^ 1. с. р. 15. 
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разсматриваетъ логаривмическ1й интегралъ въ форм* 1 ~ ^.-— . 

Цачертлнъ равпостороннюю гииврболу г?^ — у^=1 и кругъ 
^*"+//*=^> для котораго ось гиперболы служитъ дтаметромъ; 
нятегралъ 

л* </.г 1 Л^ с1х 

представляетъ, съ одной сторопы, при х >1, площадь гипер- 
болнческаго сектора, заключеннаго между осью гиперболы и 
прямою соодияяющсн) дептръ съ точкой кривой абсцисса кото- 
рой -= гг, съ другой, при .Г|</, соотв4тствующ1й секторъ 
круга умноженный на у — 1 '). 

Точки круга и гиперболы связаны одннмъ и тФмъ же за- 
кономъ непрерывности, состоя щимъ въ томъ, что ординаты то- 
чекъ круга могутъ быть разсиатриваемы какъ мнимыя ордина- 
ты гиперболы въ томъ же смысл*, въ какомъ рад1усъ этого 
круга направленный по оси ординатъ носитъ назван1е мнимой 
полуоси гиперболы. Эти ординаты, лредставленныя геометриче- 
ски, —алгебрически пропорщональны, соотв*тственнымъ зиаче- 
Н1мъ у выведеннымъ изъ уравнен1я гиперболы при \х\^1. 
Уоомянутый чертежъ устанавливаетъ, сверхъ того, сплошной 
переходъ отъ одной в*тви гиперболы къ другой по окруж- 
ности круга; онъ показываетъ наиъ, какъ можно перейти отъ 
любой точки окружности круга или одной изъ в'Ьтвей гипер- 
болы къ другой точк* того же рода непрернвнымъ движен1еиъ, 
такъ что непрерывному пзм'Ьнен1ю абсциссы будетъ все время 
соответствовать такое-же изм*нен1е ординаты '). При такомъ 



•; АЬк. 9. <1. ид. г. 6>. § 26, р. 96, § 27. рр. 98-99. Карстеиъ, го- 
воря о секторахъ^ не обозпачаетъ ихъ интегралаин^ разсматриваетъ ихъ, 
однако, какъ суммы соотв. дифференщадовъ. 

*) АЬк, 9. Л. Ьод. €. От. § 26. рр. 96—97. 
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сплошнонъ переход'Ь разсматриваемый интеградъ будетъ все 
время ии'Ьть вполн'Ь определенны!! сиыслъ. При этомъ ясно, 
что, выбравъ одияъ какой ннбудь путь для перехода отъ точ- 
ке одной тъ в'Ьткей гиперболы къ точк1^> круга^ или другой 
вЪтви^ мы зюжепъ придти къ той же точк'Ь по безчисленнону 
множеству другихъ путей^ отличающихся отъ перваго, а сл'Ьдо- 
вательно и другъ отъ друга, на ц'Ьлое число совершенныхъ 
движущейся Точкой полныхъ оборотовъ по кругу. Если длина 
перваго пути =" ^^ то общая формула для длины всякато пу. 
ти соедЕняющаго тЪ же точки есть ^4~2^^ 1'А'Ь ^ произволь- 
ное, положительное или отрицательное ц'Ьлоо число ^). 

При передвижен1и точки на безконечно малую дугу (1ву 
соотв'Ьтственио изм'Ьнен1ю абсциссы = с1х^ р&Д1усъ векторъ 
соединяющ1й точку съ центромъ описываетъ безконечно малый 

вещественный секторъ с/а=^^ — . гиперболы при \х^>1 и 

(1х 
безконечно малый мнимый секторъ 1/ — 1.да—М — 1. — 

при \х\<1. Сумма такихъ секторовъ, распространенная на 

весь путь движущейся точки ух^\ или интегралъ I — , 

зависитъ не только отъ предало въ интегращи^ но и отъ длины 
пройденнаго пути ^). Кром'Ь того^ разсматриваемый интегралъ 
заключаетъ въ себЪ элементъ неопред'Ьленности связанный съ 
другимъ обстоятельствомъ: точки касашя круга съ гиперболой 



») АЬЬ. г. (/. Ьод. г. Ог. § 26, рр, 97-98. 

*) 1ЫЛ. § 26 зиЪ Пп.., р. 98. Карстенъ обозначаетъ выражетемъ 
8€е1, АЬ9с, X секторъ зав1ючаю11ЦЙ дугу соотв'Ьтствующую абсциссе х, 

С Лх 

тоже, что обозн. въ текст'Ё формулой | . Употребляя иныя 

обозначен1я, я вм'Ьст'Ь съ т^мъ, для большей вратЕости, излагаю равсуж- 
дешя 1Сарстена въ н-ьсколько другомъ порядв'Ь, чЬиъ самъ авторъ, что 
м'Ьшаетъ д'Ьлать точныя ссылки. 



I* 
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ЯВЛЯЮТСЯ точками раэв'Ьтвлен1я этой носл'Ьдней, такъ что пере- 
ходя съ правой в'Ьтвн гиперболы на кругъ^ можно попасть 
знгЬмъ, съ круга^ какъ на верхнюю^ такъ и на нижнюю часть 
л'Ьвой в'Ьтви, смотря по тому^ какой знакъ мы возьмемъ при 
радикал* у1с^~1 поел* исчезновен1я его въ точк* ( — 1А)) '). 

Такнмъ образомъ^ наприм*ръ^ интегралъ \ -, , гд* 

;>/^ можетъ им*ть сл*дующ1я два значетя: 

1) полукругъ + и*лоб ЧИСЛО полныхъ плон^аде! круга, 
или нечетное число полукруговъ умноженное на }/ — 2-|-удво- 
еяный секторъ гиперболы^ ограниченный отрицательной частью 

оси % — въ и рад1усомъ векторомъ точки ( — 5,+ ^$'^ — ^) ')> 

2) нечетное число мнимыхъ полукруговъ 4- удвоенный 
секторъ, ограниченный отрицательной частью оси х — въ и ра- 

д|уеомъ векторомъ точки ( — ;, — У 5^ — V) *); первый секторъ 
представляетъ изъ себя сумму отрицательныхъ элементовъ 

— (/ .г| . _-_-_ ^ и потому долженъ быть разсматриваемъ 

какъ величина отрицательная •= — а^ второй — есть сумма 

7 1 ^ 

положительныхъ элементовъ — а х\ . — -— — , и потому ра- 

— 1/а;2— 2 



равенъ положительной величин* а. Интегралъ к , точ- 




также равенъ 2тХ,\1 — 2+ 2а, или ЗтсХу — 1 — 2а смотря по 



*; АЬН. г. л. Ьод. V. 6г. ^ 27^ р. 100: «ПеЬп^епц 1»^ ЫЬеу поеЬ ап- 
гпшегкеп, йлз ёег Ап8с1гаск >/(ха;— 1) вешег Ка1;аг пасЬ г^^геИеаи^ 181 
а. 8.\г.>н соотв. зам'Ьч. въ другнхъ м'Ьстахъ (ср. сказанное въ пред. прим.)* 

*) АЬН, 9, с/. Еод, г, Ог. § 29, р. 103: «Ез 8ву л = — Ср, ипс! 
') //»•</.: «Риг еЬоп (11в АЬ9с1з80 х^=-Ср зеу я»"=— г/(а;х— 1) и. 8. мг.» 



т й. ТИМЧЕНКО. 64 

тоиу^ гдф мы беремъ точку, абцисса которой = ;, на верхней 
или на нижней части правой в'Ьтви гиперболы \). 

(мотря на интегралы 1 - и I - съ точки 

зр'Ьн1я современной теор1И функщб, мы должны представлять 

1^ (12, 

ихъ себ* какъ значешя V --_.—, гд* г=а:4"У^ — 1^ при 

чемъ путь интеграц1и перваго состоитъ изъ произвольнаго чи- 
сла колебан1й по оси х — въ между пределами 1 — е и — 1+6 
и обратно, дал'Ье — изъ движен1я по по 1у кругу описанному изъ 
точки 1 какъ изъ центра безконечно малымъ рад1усоиъ г до 
точки 1-{-з и изъ движен1я по оси абсциссъ до точки ^; на- 
чальная величина радикала \'1—С1 — Ю'^ положительна. Для 
втораго интеграла путь интегращи состоитъ изъ полуокруж- 
ности описанной между точками 2-|-г и 1 — ^г безконечно-на- 
лымъ рад1усомъ з изъ точки 1 какъ центра^ произвольнаго 
числа колебан1й по отрезку 1 — 2, — ^+*т поступательнаго 
движен1я по тому же отр'Ьзку^ вращентя по полуокружности ра- 
Д1уса 8, между точками — 2 + 5 и — 1 — г и пря мол иней наго 
движен1я отъ этой последней къ точк^ — ^. При этомъ, такъ 
какъ функщя }/ъ^ — 1 не разветвляется въ точк* г = оо, то 
единственнымъ разр'Ьзомъ ея служитъ отр'Ьзокъ 1, — 1^ и сле- 
довательно^ вращен10 по второй безконечно малой полуокруж- 
ности въ положительномъ направлен]и не измАинтъ знака ради- 
кала. вращен1е же въ обратномъ направлен1И ириведетъ къ 
отрицательной величин* радикала — ^(У^^у^!, 

их 



Определяя описаннымъ выше образомъ интегралъ \ 



Карстенъ совершенно правильно пользуется имъ для постровн1я 



») .46Л. г, (/. Ьад, г. От. § 27, рр. 99-101. 
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геометрической теор]и догарнеяовъ въ помоиъ соглас1Я съ 
ихъ аналятической тбор1ей ^). 

Интегралъ (1). ... Г ^?^ = 1д{^ ± }/^^1), 

при ; > 2, служитъ дли опред'Ьден1и логариеновъ всЬхъ 
положнтельннхъ чиселъ ^); при |8| < 1, интегралъ 

(2) . .. Г - ^'^- ^ = 1д(^±}/—1\/1^^^') опред*лявтъ 
•5^ Ух^ — 1 

логариемы мнимыхт» количествъ модуль которыхъ = 1- пола- 
гая 1=Со8р, V^I:^2 == Нщ^ х = Созгр^ У'1-^'х^ = вш^х), 

откуда (1сг :=. — Я\пг^. с/ср, мы получимъ формулу 1д (Соз^ ± 
V— 1,51лр)=± V — 1. С с^ср = ± у^_).(р±2Х7г), или 

19(Соар ± ^/— 1.«пр) = ( ± р + ЙАтс). V —1 з). Въ првд*л*, 
при р=0 и 7г, это уравнен1е обращается въ сл4дующ1я: 1д1=^ 
2ХтсУ— 1 и 1д(—1)^(2Ы+\1 У—\ *). Наконецъ, при ;>1, 

интегралъ (3) У — * = 1д{ — 5± У;^— Лопре- 

д'Ьляетъ логариемы отрицательныхъ чиселъ въ соглас1и съ 
теор1вй Эйлера *). Интегралъ (1) переходитъ непрерывно че- 
резъ второй интегралъ (2) къ третьему (3) при непрврывноиъ 
Я8м4нвши 5 огь + 00 до 00 ®). 



») Ср. ЛЬН. V. 8. Ьод. V. От., § 29, рр 103—104. 

*) 1Ш. § 27, рр. 99—101-, »П1е ЫзЬепде Уег?:е1сЬпт12, %\^Ы а180 
^1е ЬокагНЬтеп а11ег розхМуеп 2аЫеп уоп + оо Ыз гиг О (§ 28, р. 101). 

»; 1ЬЫ. § 28, рр. 101 - 102. 

•) 1Ы. § 27, р. 99, § 29, р. 108; ср. § 30, рр. 104-105. 

•) ШЛ. § 29, 103-104. 

') Не^ьзя не удивляться простоте, ясности и по1ногЬ КарстеновоИ 
тбор1в, въ особенности по сравненш съ туманными разсуждетиии Фер- 
зи. Мм. Отд. т. XIX. 5 
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Еарстенъ сдАшлъ неудачную поднтку нржм^^нить подоб- 

ння же заключен1я къ логаривжическоиу интегралу I — ; но 

между двужя вЪтвяи гиперболы отнесенной къ асиинтотанъ 
н^^тъ водможности установить сплошнаго перехода при непре- 
рнвномъ вещественномъ изж1нен1и абциссы х] поетожу относя- 
]ц1яся сюда заключешя Карстена оказались дишенннни всякаго 
Д'Ьйствительнаго основан1я ^). 

Совершенно независино отъ спора о логарненахъ отрица- 
тельннхъ количествъ была разработана аналог1Я между кру- 
гомъ и гиперболой съ другой точки зр'Ьн1я. Еще до возникно- 
вен1я этого спора итальянск1й математикъ^ 1езуитъ графъ Вин- 
кентт Риккати ') положилъ основан1е гиперболической триго- 
нометрш и приложилъ ее къ рЪшепю алгебрнческихъ уравне- 
Н1Й, корни которыхъ им'Ьютъ внражен1я подобный формул'Ь Шьр- 
дана. Работа Риккати посвященная теор1И гнперболическмхъ 
функщй помещена въ первомъ томФ собран1я его мелкихъ ста- 
тей опубликованномъ въ 1757 году ^); она носить заглав1е : 
сВе ^па^иш<1аш ав^иа^^оппт гадхсхЪив ^^8^и^8^^^а Ма1Ьета- 



рони и одишкомъ краткими внйодамн Ое Ропсепех:>-ОеРо11оеаех огранм- 
чивается гоонетричеекнмъ выводомъ формулы у'У—1=/.(Со1(^+У—1.5и1у), 
и не даетъ геоиетричесваго объяснепя многовначности югарнема. Кар- 
стену принадлежитъ, такинъ обрааомъ, первая $юлная еимтетиншекая те- 
ор9Я лолариеловв, — Я, КЪ ООЖаЛ'Ьшю^ не ВНД'Ьлъ статьи Огед. РолЛаяа (въ 
Метопе ё$ Ма1ет, е Рьпса Ле11а Зое, 7Ы. Т. 1^ 1783), ВОТОрыЙ, ПО СЮВамъ 

Кдюгеля (М:а1;Ь. \7бП. Ег$1. ЛЬгк, Т\\. III, рр. 574—575) обооновывалъ Эй- 
лерову теор1ю логирнемахъ на геометр, ооображ. сходныхъ съ еоображ. 
Ое Ропсепех и Карстена. 

^) См. АЬК V. а. Ьод. V. От. 2уг. кЫЪ. §§ 31, 82, рр. 105—106. 

') У^пслпмо ШесаИ (1707— 1775)— старппй сынъ знаменитаго матема- 
тика ^аеоIро Ргапе€$ео ШссаИ (1676 — 1754). 

*) УтеепШ ШссаЫ 8ос. ^езп Ора8сп1огат а<1 гее РЬу8!са8^ (^^ Ма^Ье- 
шаисав регИпепипш Тотмв рптав. Вопоп1ае 1757* Второй томъ этого 
сборнмма вшмелъ въ 1762 году. 
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Меа». Во второй час» этой статьж — : < Ое еагитдеш ЕасИсит 
соп8^^цс^^оп6 » , — говорится о гвпербошчесшхъ фунпцдхъ *). . 

Рпвати начинаетъ съ того зан'ЬчаЕ1я, что въ круг1», 
7равнбН1е котораго есть ж*-|-у*г=г*, удвоенная площадь, 2а, 
сектора соотв'Ьтствующаго дуг'Ь ф равняется пряноугольнику, 
построенножу на полномъ синусп» г и дугЪ ф. Отсюда — :^= 

— , и, сл'Ьдовательно, сннусъ (у) ж восинусъ (х) дуга ф жо- 

гутъ быть названы синусожъ ж косжнусожъ отношбН1я удвоен- 
наго сектора атоН дуги въ подвожу ежнусу г. Это новое 
опред'Ьден1е тригоножетрическихъ яитй позволяетъ перенести 
понят1е о синусЬ н косинусе на равностороннюю гиперболу 
а:,* — ^у,*=г*): «Рег апаЬ^хаш», говорить Риккати, с вшив & 
ео81пи8 ех С1ГСп1о 1;га<1ас1 ровзпп! а<1 ЬурегЬо1ат ае^и^1а1;е- 
гат> ^. 

Въ силу новаго опред'Ьлен1я х^ и у^ являются гипербо- 
личесБИжи косжнусожъ и синусожъ отношен1я соотв'Ьтственнаго 
гяперболичесваго сектора къ половин'Ь поляаго синуса г. Это 
отношен1е, равное ^(^Г^! + |/ж^Н^) ^Р" основан1и г, анало- 
гичное дугЬ круга въ теор1и круговнхъ функц1й, Ржккати на- 
знваетъ логариежожъ. «Ьо^агиЪшоз того ш ЬурегЬо1а?, гово- 
рнтъ онъ, «рег1пде (!ев1§паЪ1тив ас агсиз ш С1гси1о». Для 
различен1я круговыхъ функщй отъ гиперболическихъ, онъ обо- 
значаетъ первыя — характеристическижж значкажж 8с л Сс 
(вхппз С1гси1аг18 и созшиз С1гси1аг18)^ вторня -^значкажж 5Л и 



') 7. ВясеаН Оровс. 1;. I, Орпвс IV, рр. 45 8ЧЧ* Рага АНега, рр. 68— 
94. О работахъ Р. но теор1Н гиперб. фуввцхй см. у З.Гюнтера, НурегЪе!- 
А1ПС1. § 3, рр. 7-13. См. еще кром'Ь уиом. статы Рнккати его Ер181о1ае 
1ге8 ад ^оверЬ^т Зпггшш, 1п ^1I^Ъи8 аедиаиопеа аПдпае (!1Г1егепиа1ев 
еуо1уп11(ог рег аепез, Оры$с, Ь, I, рр. 105 — 122, въ особ. 2-00 письмо, Вошт* 
РохпМе 1<1и$ Аоф. 1752 (рр. 112—117)^ тд-Ь даются раз10жея1я въ ряды тв- 
оерб. функций (ер. ^З. Оип(Нег^ 1. с. р. 10). 

>) Уте. Влееаи Орпвс. 1. 1, Ор. ХУ, Р. II, р. 68. Ср. 5. Оишкег, Ну- 

регЪе1№101.п р. 8, 
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Ск (8111118 ЬурвгЪоИспв н С081ПП8 ЬурвгЬоИсив) V- ЗагЬнъ онъ 
очень легко устанавливаетъ рядъ форму лъ относящихея кг 
преобрааован1ю гиперболическвхъ функцШ: идъ геонотрическиъ 
соображенШ можно^ бе»ъ большаго труда^ получить, кро!^ урав- 
нешя гиперболы ел* — ^а2=гг*), еще нам'Ьчательную основную 

формулу: 

(I) СА^ф + б^/кй^ = (Ъ^^Щ. С/гф+% 

т 

^ тт 

Уравнеше гииерболн даегь Г А -1^8/4= - ^ су > пользуясь 

этииъ зан'Ьчан1енЪ; вы получинъ легко другую формулу 



т 

откуда выведемъ формулы сложев1я «логариемовъ» : 

СА(р. СЛф+5А<р.8Аф ^,_ САср.й;/4ф+С«4.5А9 
СА<р+ф = :^ . 5А^"ф = ^ , 

а зат'Ьмъ и формулы вычитан1я^ на основан1м того вамЪчан1Я9 
что ел— '];=ОЛф, ^?А— ф=— *8Аф *> 

ЗатЪмъ выводятся, аналогично, мвъ формулъ (1) и (2) 
обиця выражешя СА и 5А логаривмовъ вратныхъ даннаго или 
находящихся съ нимъ въ ращональномъ отношен1и: 



ГА ^М^-Щ ± СА^— йАср 

5А^= Ъ^^ ^^^*^^ 



») г. Вксалг Орпзо.. К I, рр. 68-70, 72; 5. Оч^я^клт^ 1 с. р. 8. 

*) Г. Шссалг Ор. 1;. [, р. 71: < оре 1оса1]8 ае^1Iаиоп^я курегЬоЫе, 

Петре О? — 5А*=з т . . . . » 

») ЛЛ/. рр. 70—71; 5. ОашАвг, 1. с. рр. 8-9. 
*) Г. ВяселИ Ор. 1. I. р. 71, въ конц'Ь. 
") /М., р. 76 (внво^ъ: рр. 73-7в). 
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тр ш • т '^ т 



ЙА" ~ 2г- 



— / 






? -1 



«-к^т 



2г 



— « 



СА СА«+й;А'^ ± СА« — -8А« ач 



<^иатоЪ^ет>, зам'Ьчабгь Рпкатя, €Уеп1а8 {огти1агиш 
^иа8 ргабт181ти8 (т. е. форнудъ (3)), (1етоп81га1;а еаЬ ш 
ошп1Ьцв пишег18 га11(ша11Ьц8. ^ио(1 зреси! ас1 1ггаиопа1е$, 
ро1;б81; еа ЛбШопв{;гап а(]Ь1Ь11;о са1си1о 1п&011вв1шаИ. 8бс1 ^и11т 
Ъос а<1 ргаевепв 1П811(и1иш по81;гит шшше регИпеа!, 8а{;18 
ее! Шаш ех 10(1ис1;1011е ргоЪазве» ^). 

БронЪ того Рнккат! даетъ век аяалотнчння формулы для 
круговыхъ функщй^ содерхащ1я въ себ^ жяяиня выражен1я ^). 

11риложея1е получеяянхъ форяулъ къ внчвслбН1Ю коряеК 



») 1Ш., рр. 77-78. 
») 1ЬШ.^ рр. 78 -79. 
*) IЫ(^. р. 79, въ конц-Ь; 1ф. р. 76. 

*) Съ этой ц11ью Ривкатж придаетъ формудгЪ олож. дутъ въ кругов, 
жос* такой вндъ: Сс . «у + I// = 

г ' " ~ " ■ -- - , 

и подобный же видъ форму^'Ь для 1/^1.84;. <у+*^ • Окдадывая и вычитая 
эти формулы онъ иолучаетъ И4в);стную формулу для выражен1Я 

Се,(р ± У^-8е,1( . Сс,^!^ ± У— ЬЗс.!/', служащую ос110ван1емъ для вс*хъ 
да2ЬН'Ьйшцхъ выводовъ. См. V. Шссаи Ориас*, и I, рр. 72—73 зцц. 
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вида о 1 Ух "~ ^ ^^ представляетъ длл наоъ особа го 

интереса ^). 

Спустя десять л'Ьтъ ^) посл'Ь оиубливован1я статьи Рик- 
кати знаненитнй Ламбертъ ^) подошелъ съ другой стороны къ 
теорхи гиперболическихъ функщй. 

Бще Эйлеръ, въ своенъ сВведея!? въ Анализъ», обрсч- 
тилъ внимапе на соотношенхе существующее между иоказа- 

X , X X X 

е -^ е е — е 

тельными функд1ями — ^ — ^ ^^ ^ , съ одной сто- 
роны, и круговыми косинусами и синусами^ съ другой. Желая 
вывести выражен1я для разложен1й этихъ посл'Ь днихъ въ про- 
изведешя безконечнаго числа квадратичныхъ множителей, Эй- 
леръ выводитъ так1я формулы сначала для соотв'Ьтствующихъ 



') См. Г. ШссаИ Оривс. <;. I, рр. 79—94; ср. *Ш, г. II, Ораве IV, 
рр. 185 з^^. Ер1$1о1а ас! РгавСЕвспш Вепа1еат, Вопоп. роз1г. Еа1. Зер!. 
1757 ^п^ааеxЫЪе^и^ /отшоЬ ^епегаШ аечиа^опит, дпае га(1]сет ЬаЪепЬ 
саг(]ап1сае 81т11ет е1с. Ср. также 8. ОитНег, ЦурегЪе№пк1 ., рр. 9—10. — 
О другихъ работахъ Ривкати иосвящ. при1ожен!а11Ъ гиперб. функщй см. 
у 3. Гютмра I. с. рр. 10—12, 300-301. 

') <Мётогге $иг дпе1дие8 ргарНёЫз гетагдиаЫе» {1е$ диаЫкёя 1гап9ееп<1ап1е9 
ЫгЫЫгы ей 1одагИкт%дтй*^ о КОТОрОМЪ Я СОбнраюСЬ ГОВОрИТЬ бнДЪ напе* 

чатанъ въХУП том'Ь Мемуаровъ Бер1ИНСкой Академ1н (Мётмгел 4еГАса^, 
Коуаи (I, 8е, в/ Ве11е»4еигея. С1а88е де рЬНов. зрёспЬ) ва 1761 годъ рр. 265— 
322. Г1ри11'Ьчан]е на 1-й стр. этого мемуара (р. 265): *) Ьп еп 1767 не 
есть однако ошибка^ вакъ полагаегъ, ловидимому, 8. ШтНег (ЫурегЬеЬ 
^ипс1:., р. 26; ср. нрим. 72; р. 58). О томъ, что эта работа была пред- 
ставлена Берл. Акад. д'Ьйствительно въ 1767 г. говорить самъ Ламбертъ 
во введен1и во вторую часть своего сочиненхя ^е^1таое §ит ®еЬгаифе йет 
^а^^етаН! и пЬ ьетеп йпшепЬипд. ВегИп 1770, листъ а 2 гегяо (по поводу 
статьи V этого сборника). МетЫгея Ле ГАс. с/е Л. иннечатаны вообгце въ 
большомъ беэпорядк'Ь. 

^) ЗоЬапп ЯетНск ЬитЬеЫ род. въ Мюльгаузе№Ь. ВЪ ЭльвасЬ въ 1728 
г. ум. въ Яердин^ въ 1777 г. Ом. б1ограф1ю этого зам^чательнаго чело- 
в'Ька: /Л ИиЬёг. ДоЬ. Не1пг1(*Ь ]^ашЬег(; пасЬ 8е1пет I^еЪеп тк] \71гкеп) 
Ва8в1. 1829. О его математич. трудахъ см. 6'вгЛягЛ. (|е8сЫсЫе <1. МаНь 
1а БеииоЫап(1, МапсЬ, 1877, рр. 193-198. 
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покшзатехьннхъ функщй^ а зат^иъ переходигь къ нсбомымъ 

е — е 
выражетямъ, заж^^чая что к обрращается въ ^/ — 1.8гп^^ 

X — X 

€ - 1 В 

а — ^-^ въ Соёг П0С14 подстановки г V — 1 вместо х *). 

Ланбертъ, наоборотъ, огь изв'Ьстннхъ -^свойетвъ круго- 
внхъ фуякц1й переходитъ кг свойстваяъ соответственны хъ по- 
казательныхъ^ и, руководнннй идеями Дагранжа— Де Копсепех, 
даетъ своимъ резухьтатанъ геоиетрнческое то1КОван1е. 

Изсл'Ьдован1е Ламберта с О н1(БОторнхъ зам'Ьчатехьныхъ 
свойствъхъ трансцендентннхъ поБазательннхъ, круговнхъ и 
логариемичесБнхъ » '), им'Ьегь главною цЪлью доказать рлдъ 
интересннхъ числовнхъ законовъ въ области геометр1М круга; 
ааконн зти осованн на сл'Ьдующемъ иредложепи: каждый ра$б 
какъ дуга какою нг^будь круга соиамприма сврадгусомь, тан- 
\енсь дтой дуги песоизлпцтмь съ нияа, л, наоборотъ, всяк1Й 
сошмпфимый татенсъ не принадлеоюитв согммгьримой дугтъ^). 
Для вывода зтото закона ^дV разлагается въ непрерывную дробь 

[7т~ . — БТ~ •» — лГ^ 1 I *)• Воспользовавшись этой 



*) Ср. стр. 279. 

') Ср. прям. 2) на пред. стр.. 

^) ЛИт, тг 41ыл1дые$ уго^^ гетатциМе» его, ^ 2, I. С, рр. 2в6— 267; 
ер. ^Ш, § 3, р. 207. 

*) ШЛ, §§ 4—14, рр. 267 -275* Д1Я нахождешя своей формулы Лам- 
бертъ Д'Ьлгтъ хрутъ на друга ра81ожен1я въ степ, ряды З*** и Соз^, пре- 
вращая частное въ непрерывную дробь^ н доказываетъ. что эта дробь 
сходится къ 1дт\ ^Ы^^. §§ 16-34, рр. 276-288. Ср. § 72, рр. 304-^ 306. «Э1в 
ЬатЬег!^ 8сЬе АгЪе1(>, говорить Рг%пд»Не%ту *^1еЫ а18о дав бГ8!;е апс! аа{ 
1&п^^еге 2е]1 Ыпаиз атюЬ б1в2|дв Не18р1е1 е1пег пасЬ ЬеиИ^^еп Ве^НГСеп 
^пгкУсЬ Игейдва Бп1упске1ппв в^^^ввсг РипсМопеп 1п сопуег^епЬе Кеиеп- 

г 1 1 1® л 

ЬгОсЬе, 1п8Ье9оп<1еге: '**'*5'« = 1уг7^ "^ (2^417: « II ^^"^^ епирге- 
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формуюй Д1Л доказатб1ьства своей теоремы и дш классифи- 
кац1и ращональннхъ тангенсовъ ^), Ланбертъ заи^тнлъ^ что 
разложенхе это дегко иожетъ бнть прин'Ьнсно къ иоказатсль- 

е — в 
ной функщи — —^ , съ т^мъ лишь изм'Ьнвнхвмъ, что ВС* 

е + в 

отрицательные члены его^ въ новоиъ разложен1и становятся 
положительными ^). «На основан1и этого разложвн1Я:^ можно 



сЬеп(1 ^Цг 1Л^_ -)>. См. ПеЪег сЦе Ёг8(еп Вервие йег 1ггаиопаи(а1 

е +* 
УОП в ипй 7Г. Уоп А1/гвс1 РЫпд»Не$т\ МипеНепег ВепеЬи 1898 (рр. 325—337), 

рр. 332-333; ср. *Ы<1. рр. 331—332. 

^) М/'т, 8иг дие1диея ргорг, гет, вгс, ^^ 15, р. 275—276, §ч5 «^5- 50, ^^N5 

288—296; ср. Рпппикеш^ 1. е., рр. 333-335. Ламбертъ устаиавдиваетъ по- 
нятие о первонанальномш тангенел т. е. О ТаНГ. раЩОИалЫЮМЪ, ИИКаЕаЯ 

часть дуги Еотораго не им'Ьетъ рац. тангенса и доказываетъ, что всяк1й 
не первонач. рац. танг. им'Ьетъ дугу кратную дуг» н'Ьиотораго иервоиач. 
тангенса , дуги же двухъ первонач. тангенсовъ несоизм'^^римы между со- 
бою. Это и даетъ ос1(ован1е для клиссификацги рац1он. тангенсовъ; ср. Мём^ 

зиг дие1дие8 ргорг. е/с, ^^^^ 51 — 71, рр. 21)7— 304.— 5^ 51, рр. 296—297 содер- 

житъ зам'Ьчан1е о несоиянЬримости числа 7с; соотв. ^ 81, р. 315—0 несо- 
нзм'Ьр. числа е. РНпрякет товорптъ о доказательстве Ламберта: •(1егЬат- 
Ъегк'сЬе Ве\У018 огэсЬе1пк га1гаи88егог(1епи1('11 зсЬа1'&п1П1^? ипс! 11п\уеьеп!- 
ИсЬеп уоПкоттеи (ап>уа1.(1Гге1» (1. с. р. 335). О стать11 .1амберта посвя- 
щенной доказатс.1ЬСТву нс^соизм'Ьр. п: ,,Ш\)х[Щщ Йепп1п1[(€ [иг Ые, [о Ме 
ОиаЬгйШг ипЬ $Йес11[1соНоп Ье^^ Шгси^ [ифеп" ^ЗЗс^ийде %. ©еЬт. I). :1>го1(). %Ь- 
И, 6г[1. ^ЛЬ)с6п., V, рр. 140-149), наиисанной нъ 1766 году раньше М*'пк 
зиг д. ргорг, е1с. Гср. I. С- въ прим. 2) на стр. 542), но содержащей лишь 
поцулярпое изложен)е результатоиъ безъ доказательствъ и ан^инт. виво- 
довъ, см. РгЫдгНеип^ 1. с. рр. 329 — 330. Ср. также: /Л НиеНо. АгсЫшеёев, 
Ниу^епв, ЬагаЬеП, Ье|^ет1ге У1ег АЬЬанЛ!. иЬег (11е Кгв1зше58ип^; (118сЬ. 
Ьг88. ип(1 тИ е1пег ИеЬ'^гзгсЫ; ПЬег (11е (тезсЬ. (1. РгоЫ. уоп. д. ^аа(1г. (1. 

/1гке15 уегйеЬоп. ]^рx^^. 1892, гд'Ь эта статья Ламберта перопоча- 

тана на стр. 135- 155; «Ы. IV Кар. § 12, рр. 51-56. Тамъ же рр. 159— 
166 см. Лежаидрово дока;*. иесоизм15р. п и у и (А. М. ЬедеЫте, Е1ёшеп$ 
(1е 6ёотё<;г1е, Ко1е IV) [ХВ. п *) р. 165, ср. прим. 2) на стр. 5*2]-, 

ср. Рппдйкыт^ 1, с. рр. 335—337. 

') Мет, 9иг дие1дие8 ргорг. гет, е«с. §§ 73, 74, рр. 306-308; ср. § 80, 

рр. 314- 315 8. бишНег, НурегЬе1Гипк(., рр. 24—25. Эблсръ, какъ мы ви- 
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также доказать »^ говорить Ламбертъ^ с что V я е никогда не 
будутъ одновременно ращональпыми числами. Я не буду оста- 
навливаться на этомъ вывод'Ь^ а иредночту дать геонетриче- 
ское толковаше полученпыхг иною формулъ; я замечу, что 
он'Ь должны им'Ьтц по отно1пен]ю къ равносто1)Онней гипер- 
бол'Ь, такое же значеше^ какое дробь выражающая (дг^ ии'Ьегь 

ПО отяошешю къ кругу». «Изв^стно^ что выражеи1я в -^ е и 

е — с; обращаются, соотв'Ьтсвенно, въ 2С7о51; и 2&т1\У — 1, 
полагая г/=г|/ — 1. М. с1е Ропсепех показал7> еще очень просто, 
какъ можно вывести :)то соотно1пен1е сравнивая кругъ и равно- 
стороннюю гиперболу^ им1>ющ1е обппй цептръ и общ1й Д1аметръ. — 
Мы зд-Ьсь посмотримъ, насколько эта аналог1я можетъ быть 
установлена независимо отъ инимыхъ количествъ ^). 

Ламбертъ разсматриваетъ гиперболу Эс^ + '2^^ = ^ и 
кругъ А^ + Р .=г 1, и, обозначая секторъ круга отв4ча- 

ющ]й центральному углу ср черезъ -^^ соотв'ЬтствующтИ секторъ 

гнпероо.ты черезъ -х, (сруговыя координаты конца рад1уса век 

тора ограничивяющаго секторы черезъ х и ;/, гиперболйческ1я 
координаты того-жо конца черезъ ; и г^, устаиавливаетъ рядъ 
иараллельныхъ фориулъ для круга и гиперболы; ; и г^ при 
этоиъ, какъ и X ш Уу выражаются въ функц1яхъ отъ угла ср: 

1/^— ^^'^ м — ^^' 



д1ти (ср. прим. 3) Е7» стр. 284), иателъ раздоженгя въ непр. дроби показ, 
выражетй -^-1 и ---1+1. . 

е — 1 ' 

*) М^т, хиг диЫдиез ргорг. гет. е1с. §§ 74—75, рр. 308— 309; Ор. ПрИМ. 

1) НИ стр. 531. 8. Оипаег. НурегЬв1Г., р. 25. 
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1 Щ 

^1 + У ^1 + Гер* 

Отсюда сл'Ьдуетъ, что характеристичесие треугольники соот- 
в'Ьтственныхъ точекъ обЪихъ кривыхъ подобны^ и что нор- 
иаль къ гипербол'Ь въ какой нибудь ея точк'Ь равна рад1усу 
вектора той же точки^ также какъ и въ круг'Ь, гдЪ соот- 
в'Ьтствующхл дв'Ь прямня совпадаютъ. 

<с6отъ на чемъ оенозано», говорить Ланбертъ, «все что 
есть д-Ьйствительнаго въ сравнен1яхъ^ который д'Ьлаютъ между 
кругонъ и гииерболой» *). 

Совокупння дифференщальныя уравненхя й^ : д.и=^г^ и 
(1т^ : (1и=^^ приводятъ легко къ разложешямъ ; н г^ въ ряды 
расположенные но восходящииъ степеняиъ и, изъ которыхъ 
обнаруживается, что 

« — и и — и и — » 

е + е е — е е — е 

; = — -^ — , а •/]=-- ь — , такъ что *(Г^=~ =; ^). 

^ ^ е +е 

Интегрируя уравнете йи = ^ ^ , мы получинъ 



') М^т. я»г ^ие^^ие* ргорг, гет, ей. § 75^ рр. 309— 310. 
») 1ЬЫ. § 76, р. 310, 5. бйпЛег, I с. 
') Ламбертъ находить эти ряды, пользуясь нетодомъ неопред'Ьа. 

КОеффИЦ. Мёт. $иг ^ие^^ие^ ргорг. е<с., §§ 77., 78, рр. 310—313; ВЪ § 79, рр* 

313—314, Ланбертъ заи'Ь<таетъ, что <у(/> = [т— ^ «77 ' к^ ' ^* 

О /6Й. § 83, рр. 316— 317. 
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Полученныя формулы позволили Ламберту распространить 
на гиперболу числовне законы, найденныя имъ для крута. Эти 
законы въ гипербол'Ь относятся къ Щ разсматриваемому какъ 
функщя гипербол ическаго сектора; Ламбертъ назнваетъ ее 
татенсомъ %гигерболическа%о сектора ^). Впосл'Ьдств1и онъ^ 
подобно Риккати, ввелъ обозначентя гилерболическихъ синуса 
и косинуса, вывелъ ихъ главн'Ьй1л1я свойства и построилъ пер- 
выя таблицы гиперболически хъ функщй. 

Утолъ ср назвалъ онъ общимъ угломъ; крон'Ь общаго угла^ 
Яамбертъ ввелъ еще, такъ называемый^ трансг^ендентный уюлъ 
(О опред'Ьляемый равенствомъ &т. кур. и-=^д^ ^). 

Таблицы Ламберта даютъ величины гиперболическаго сек- 
тора, гиперболическихъ синуса и косинуса и ихъ логариемовъ, 
общаго утда^ его тангенса и логариема этого тангенса для 
каждаго градуса трансцендентнаго угла отъ О® до 90® *). 

Мемуаръ Ламберта о трансцендентныхъ количествахъ за- 
канчивается замФчан1ями, въ которыхъ содержится зачатокъ 
бовершенно новыхъ иисл'Ьдован1й, не лишенныхъ интереса и для 
общей теор1и функц1Й^ — 8ам'Ьчан1ями^ который я поэтому считаю 
не литиимъ здФсь привести. 



») Шт. »иг 9. рг. г. в«с. §§ 80—82, рр. 314-316, §§ 84 — 87, рр. 
317^319. Въ § 88, рр. 319— 320, Ламбертъ^ пользуясь разложен1ями въ 
б. ряды, тстанавдиваетъ данное ее Ропсепех соотношен1е между севторанн 
и и о—: »=« у— 1. Ср. 5. ОашНег. НурегЬеК., рр. 25—26. 

*) См. Л/^'»1. ие Г\с. (Уе ИегИп^ 1770, ОЪ^бГУаиопа 1пвопотё1п4ие8, 
рр. 327 8о1у. — Зи|5^е ,)ц Ьеп !^09аг11^1т[фе11 ипЬ 2;пдопоте1а|'феп %аЫйгп и. 
|. ». аи?де[егН{11 ооп 3. Ф. й а ш Ь с г 1. ^ЬегИп, 1770. VI ^а^еЬ аит ^пЩ. Ьех 
Шфиидеп, §§ 97—100, рр. 78—81 (о р4ш. уравн. д=»^ал— Ь=о); рр, 174— 
175, ТаЪ. XXX. XXXI-- таблицы соотв. форм, для р'Ьш. ур. 3-ьей и 4-й 
стея.- р. 136— ТаЫ. ХУШ Ь'ппскхопез ЬурегЬоИсае и рр. 182- 183-ТаЪ. 
ХХШ — собран1е важя'ЬЙшнхъ форм, относ, къ гинербод. фунвц1ямъ. Ср. 
5. Ойткег. НурегЬе1^11пк1.. рр. 26—27. Опред-Ьденхе общаго и транец., 
угдовъ находится въ ОЬегг. Ыдоп. 1. с. р. 329, Зи(&6е и. [. »., р. 79. 

•) Зи(% щ &еа «од «• 2:гц. гаЬ., рр. 176—181, ТаЬ. XXXII. 
РапсИопен НурегЪоИсае С1гси1ипЬ118 Лпа1о^ае. Так1Я же таблицы прило- 

Иенн въ ЖОИЦ'Ь 06|егг. 1ггд<т, — Ср. 5. (гйя/Аег, 1. с. рр. 28—29. 
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сВсе ЧТО Я доказалъ о круговнхъ и логарненнческнхъ 
трансцекдентныхъ количествахъ » , говоритъ Ламбертъ^ спови- 
димому основано на гораздо бол'Ье общихъ началахъ, которая 
до сихъ поръ еще недостаточно развиты. Вотъ^ однако, как1«ъ 
образомъ можно дать объ этонъ некоторое понят1е. Еще не- 
достаточно показать^ что эти трансцендентныя количества ир- 
ращональны т е. несоизмеримы съ единицей. Это свойство не 
принадлеаситъ ииъ исключительно. Ибо {срон^ ирршцональныхъ 
количествъ, который можно образовать на удачу и который 
поэтому не нринадлежатъ къ области анализа, есть еще без- 
численное множество другихъ называемыхъ ал%ебрическими; 
таковы ирращональныя количества выражаемыя радикалами и 
всЬ ирра1иональные корни адгебрическихъ уравнензй; т'Ь и 
друг1я я назову радикальными иррацгонсигьними количествами: 
вотъ теорема, которую, я думаю, возможно доказать: никакое 
трансцендентное количество^ круювое или логариомическое^ 
не может?, быть выражено радикальнымг иррацгонсмьнымъ 
количеством?,^ отнесеннымъ къ той же единичгь и ие содер- 
жащимъ въ своемг выраженги никакою трансиендентнаю ко- 
личества^ ^). ^1,оказательство зтого предложен1Я, по замФча- 
Н1ю Ламберта, привело бы иасъ непосредственно къ уб'Ьжден1ю 
въ невозможности геометрической квадратуры круга ^). Дио1Ь 



*) Мет, $иг дие1диез ргорг. гетагдиаЫез ей. §§ 89, 90, рр. 320-^321. 

») /Ш. $5§ 90, 91, рр. 321—322. «Се и|ёог^тв», говоритъ Ламбертъ 
о высказанноыъ ииъ иреА10жен1н, «ветЫе (1еУо1г е1;ге €1ётоп1гё (1е се ^11е 

X 

1ев дпапШёь 1гапсеп(1ап1е8 ^ёреп(1('п(; (1е е , ой Гех.розап1 ез! уапаЫе, 
ап иеи ^ае 1с8 ^иап1;^и''8 га(Пса1е8 зирроаеп! ее» ехрозаав сопа^апз». Такъ 
наприм']^ръ, зам'Ьчаетъ онъ, таигенсъ дуги сонзм'Ъримой съ раА1усом1» ие 
можетъ быть кориеиъ квадрат и ымъ изъ рац1он. количества: полагая 

гд^(а=а, МЫ найдемъ, что Со»2а) = -- - = ращон. кодич., и сйд. О) нррац. 

1+в 

дуга, что противор^читъ первонач. нредиоложешю. 
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въ нашелъ «ЬкЬ воспользовались геометры идеей Ламберта^ и толь- 
ко недавно, какъ изв'ЬстнОу удалось им^ доказать его теорему ^). 



Вопросъ о лриродъ логариомической функцти^ хотя и быдъ 
совершенно правильно р'Ьтенъ Эйлеромъ и его посл'Ьдователя- 
ни^ однако^ онъ трактовался геометрами прошлаго в'Ька въ 
сравнительно ункой постаповк'Ь, при отсутств1и соверлгенно точ- 
ныхъ общихъ руководящихъ началъ для и;{учен1я аналитиче- 
скихъ функд1Й Неудивительно поэтому, что оставалось еи;е 
поле для различныхъ сомн^ЬнШ и недоум'Ьн1й, которыя исчезли 
лишь постепенно, и сд'кдн которыхъ можно вид'Ьть еще у ма- 
теиатиковъ первой половины ХЕХ-го в'Ька ^). Главнымъ моти- 
вонъ принят1я Эйлерова учен1я служила не столько всесторон- 
ность и прочность его теоретическаго обоснован1я^ сколько его 
связность и аналитическая сила, которая обнаруживалась въ 
цряложен1ячъ къ ра:аичпымъ выводамъ, доступнымъ^ къ тому 
хе^ аровЪрк'Ь посредствомъ другихъ методовъ. 

аТеор1Я Эйлера»^ пишетъ Лакруа въ своемъ - Трактат'Ь 



') Ср. Яи^1о* 1. с. въ прим. 1) ни стр. 544, ^^ 15, рр. 63 — 69. Ме« 
му&ръ «иеЬег (Не Ь11<1о1р)1'8сЪе 7аЫ> уоп Рго^. К ип4%тапп 1п ?ге1Ъ. 
I. Вг., содержаний первое строгое доказательство иевозможн. Евадр. круга^ 
сообщенъ Берл. Лк. Наукъ Вейерштрассомъ 22 Гюня 1882; су. ВепсНи <1, 
В. Лк. за 1882 г. и Лин деиан новь менуаръ «(ТЬег йхе 2аЫ пь въ Магк 
^м., Ва. 20, рр 213-225. 

*) Мы еще будеиъ говорить впос1'Ьдств1и о форму ^'Ь % ~ • 

Коши считаеп этотъ ивтетра1ъ=0^ Пуассонъ =(2я+1)лУ— 1. Лвторъ 
статьи написанной въ 1846 году, анг11йсв1й математнвъ ^, Н, Тоымд^ при- 
зваетъ правильнниъ первый реяудьтатъ и считаетъ безус^овно ошибочной 

фориу1у Пуассона. Ср. ТгатаЫит* о/ ^ке СатЬгЫдл РкИош. ^осге^у^ Уо1. УШ, 

СатЬпдве 1849, Оп 4Ье Рг1пс1р1е о{ СопипоНу^ 1п геГегевсе (;о сегШп 
Невп1и 0^ Апа17818, рр. 437—4^. Т'Ьже затруднетя возникаютъ въ пер- 
вой оодовин'Ь XIX в^ва при изучепи бод11е еюжныхъ вопросовъ теор1и 
фуншцй, о которыхъ ны будеиъ говорить въ исторш 9го пер10да. 
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Д|ффбренц1альпаго ■ Интегральннго ИсчибленИ, опубжикован- 
но1ъ въ 1810 году ')^ спранята теперь сопасгеаъ наяболЪе 
выдающихся Анаяистовъ. Неенотря на это, сл'Ьдубтъ сознать- 
ся, что вопросъ о логарнемахъ отрицательннхъ чиседъ не сво- 
боденъ еще, быть можетъ, отъ н'Ькоторой туманности^ въ осо- 
бенности въ той своей частн^ которая относится къ разсмот- 
р^н1Ю крнвыхъ ЛИН1Й, ибо трудно пров'Ьрить. удерживается ли 
законъ неиреры внести въ т'Ьхъ случаяхъ^ когда иронсходитъ 
переходъ черезъ безконечность; . . . небольшая неясность, 
которую этотъ воиросъ продолхаетъ сохранять, не влечетъ за 
собою, однако, никакихъ дурныхъ послЪдствхй въ отношен1и 
лолезности теорхй математики и дМствительной илодотворности 
принциловъ этой науки . . . . ; въ гЬхъ немногихъ случаяхъ, въ ко- 
торыхъ логариемы разсматриваются какъ мнимые^ они елужатъ для 
образовантя аналогичныхъ вещественныхъ внрахен1й^ истинность 
которыхъ, къ тому же, можетъ быть хорошо пров'Ьрена иннмъ 
путемъ» *). 

Между т'Ьмъ возникъ и сталъ развиваться аналитйческ1й 
методъ, который открывалъ путь не только для совершенно 
правильной постановки и полнаго выяснен1я всЬхъ вопросовъ 
связаныхъ съ теортей логариемовъ, но который, вм'ЬсгЬ съ 
гЬмъ, сталъ впосл'Ьдстп1и главнымъ орудхемъ для развмт1я 
всей новейшей теоргм аналитическнхъ функщй. Я говорю объ 
интегрировали по комплекснымъ перем'Ьннымъ. 

Первый работы въ этомъ направленш принадлежать Эй- 
леру ^); такъ какъ всЬ эти работы направлены къ р'Ьшешю 



М ЬасгЫх Тга11ё ёи са1са1 сШТ. еЬ <1а с. 1п<;ё{^га1ч Ь, I, 2-е ё<111;1оп^ 
Рапз 1810; ср. прим. 1) на стр. 260. 

^) Ьасгойх. 1. с. 1тгоЛис1г<т^ аг(. 82, р 135. 

') Эй1^ръ написалъ объ ицтегрирова}пи по мниыымъ пере11ф>инымъ 
а1'Ьдующ1е мемуары, опублнкованн. всЬ лишь 0001*6 его смерти: 1) Ве 8пт- 
то изп Са1си11 1та91папоп1т 1п Апа1у81, Коюа Асьа Ас, Ре{г. Ь. Ш, 17с^5, 
Р. 1788 {Сопгеш. ехМЬ. <1. 18 Млп. 1776), рр. 25 -'Аб; 2) Пе 1п1;еь'га11оп1Ьа8 
тах1тв тешогаЪШЬаа ех Са1са1о 1та($1папогаш оп11а<118, NоФа Аыа^ и 
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совершенно аналогичны хъ з<1дачъ и иридагаютъ къ этому р'Ь- 
шен1ю одннъ и тотъ же^ въ сущности, нетодъ, то >ы остано- 
вимся только на т'Ьхъ изъ ннхъ, которня «одержатъ надбол'Ье 



VII, 1789, Р. 1793 (СопыеШ. ехШ. Н. 20 Мап. П11), рр. 99—133, ^шрритеп^ 
ыш, 1Ы4. рр. 134—148; ср. гШ. Бпо(]аио |11ШсииаМ8 аЪ Ш. ЕтЫго 1п (118- 
&ег(аиопе: Бе 1п1;е^а(1оп1Ьа8 е1с., Сгеоте1п8 ргороаКае. Апс^оге Шео1ао 
Рыш$ (17 N0?. 1790), рр. 175-188; 3) ХШепог сИадшвШо с1е /огтиИв 1п1в- 
{р-аЦЬпв шав1пап18, ^м» Лыа, I. X, 1792, Р. 1797 (СопиеШш вхЫЬ, Ли 21 
Мап 1777), рр. 3—19; 4) 1п1;евга11о 8псс1пс1а Гогтц1ае 1п(;ерта1]8 тах1те 

(• дя 

твтОгаЬШв I ~ — ^, ЛЬ|,а АсЫ, I. X (С(тт, ^К Л. 28 Арг. 

^ (3±»а)У (1+3*5) 

1777), рр 20—26; ср. •Ш,: 1пкввгаио 16гтп1ае з лЦ- 

(3— «*) V (1+«*) 
агиакре поп ппИагаш. Аис!;. 8и1*к, Китопк* (22 ^ап. 1795), рр. 126^136 
(п. §§ 8, 9, рр. 134— 136); 5) Ое 1п1е(^аиоп]Ьп8 с[1№с1111т1в ^иатош 1п1сь 
ртаНа 1атеп аИппсЗе ехЫЬеп ровапп!, ^о^а Аыи^ 1. Х1У, 1797 еЬ 1798, 
Р. 1805 (Оте. вхЛ. с1. 21 Маг«1 1777), рр. 62-74; 6) 1)е «огтииз (11ГГегеп- 
НаиЬпа аарт1апЪп8 тах1те 1ггаиоаа11Ь113, 4па8 (ашсп рег 1овап(Ьто8 е(; 
агспа С1гс111аге8 ]п1ертаге 1)сб1. М. 8. Аса(1ет9ае ехЫЬ. ли 5 МаИ 1777, /я- 
«и'м Саи. $п1. I. IV, Япрр!. IV. АЛ %. I. Сар. V. 1), рр. 183—194. - Ме- 

муаръ 1) посвящеяъ ннтегрировашю формулы / ~ „- — — съ Ц'Ьлью 



5: 



е1х 0^ — X ^ 



нахождешя оиред. интеграла | *»' 1Г " И1|*втъ 

х\х X +2Се»« . Ь '\-х 

яля 



I 



I' 



^ их х^'^^-'2х^Со9.С-\-х^'^^ 

~-~ • 51 ^^ , предстаыениымъ Академ1н вътотъ 

о * а:2"-.2х»См.в+1 

же день и напечатаннонъ въ томъ же томЬ Ж А. рр. 3—24; о выводахъ, 
въ которымъ прншехъ Эйлеръ въ этокъ посл-Ьднемъ кемуар^ мы еще бу- 
демъ говорить впосл'Ьдотв1н. Меиуаръ 6) нятерееенъ, между дрочнмъ т'Ьмъ, 

что ЭВлеръ пользуется въ немъ буквой % для обо8начен1Я У-^! : «^оппп- 

1ат V—^ Ниега • ш ро81еп1т (1е81(|;паЬо, На а( 811 м = — 1, ^део^^е 

— = — I » (1. с. р. 184); ср. «Введете въ Ан.», /. с на стр. 299. — Я 

въ сожал^В1Ю не вид'Ьлъ статьи: Б1]1ег8 П!>е оГ • 1о гергезеп!; аа 1та(;]пагу, 
(1у И^. 1Г. Ветап (Иеи> Уогк^ АтвГ1с. та1;Ьет. зос. ВпПеип 4,, 1898, 247), 
воторую цктнрую но ука8ан1ю въ ВШ. МиНлт. N. Р. Ь. 12, № 1, р. 28. 
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общ]я сообрихенхя, я потону наилучше кыясняютъ сущность 
метода. Въ этомъ отношен1и особенно интересны два нежуара^ 
сообщенные Петербургской Акаде11и Наукъ 20-го и 2Ьго 
Иарта 1777 года, но опубхи кованные ишь по смерти автора 
въ VII и X томахъ Новыхъ Актовъ Академ1и въ 1793 я 
1797 годахъ ^). 

Въ первомъ язъ этихъ мемуаровъ Эйлеръ разсматриваетъ 
дифференшалъ ^^62,, гд4 ^^ некоторая функа1я отъ г, инте- 
теградъ котораго, обоаначаемый имъ черезъ А : с, выражается 
снаНет рег 1о^ап1;Ьгао9 о1; агсиз С1гси1аге8>. Подставляя, 
вм'Ьсто X, какое нибудь мнимое переменное количество х + 
у.\ — 1у мы приведемъ разсматриваемвй дифференц1алъ къ 
ви;|у (дх-\-ду,\ — 1) (М^\'N,]/ — 1)\ вещественная часть это- 
го дифференцхала есть Мдх — ^ду, а мнимая (Nдx-\- 
Мду).}/ —1. Самый интегралъ ^:г=^^*2д:г преобразуется поел* 

такой же подстановки въ выражеше Р+С^Г — ^- Сравнен1е 
вещественныхъ и мнимы хъ частей полученнаго такииъ обра- 
зомъ мнимаго равенства приведетъ насъ къ двумъ новымъ 
интеграц1ямъ, который могутъ быть получены по данной: 

€^иа^е сит ^иап(;^^а^;е8 геа1е8 е1; 1та§1паг]аб 8еог81П1 
1т11;ег ее сопГегг! деЬеапЦ Ыпс (1ир1ех 1п1е^га1;1о опе1;11г: 

/. Р=/(Мдx—Nду), 
II. а^/{Ыдх-\^Мду),>'^). 

Такимъ образомъ оказывается, что днфференцгальныя фор- 
мулы Мдх — ]^ду и 1^дх+Мду, хотя и зависятъ отъ двухъ 
пврем4нныхъ .г, у, представляютъ всегда полные дифференц!- 
алы^ и что, сл'Ьдовательно^ всегда им'Ьютъ иЬсто так]я два 
уравнеН1я связывающгя М т ^: 



*) Менуаръ 2) и 3) цит. въ пред. прим. 

'^ Ве 1п1вдгаи тах. тетог.^ 1. с. § 1^ р. 99. 
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{дМ\ {дК\ /дN\ _ /дМ\ ,. 

Вм^ето подстановки ;г;=:гг=ггу — 1, нохно точно также восполь- 
зоваться подстановкой ^г=г.(Т7ов^+у' — I. ^щ)^ приводя- 
щей еще къ двужъ новниъ интегращянъ '). 

Эйлеръ прииЪнндъ свой иетодъ къ разлохенхю интегра- 

ювъ отъ х^М,^ -:г-г-~п у ~гт—ч9 -г"; — )5 0^ полученннгь ин- 

1-|-г^ !+«• 1-|-^з" 

теграювъ отъ полннхъ дифференцхадовъ съ двумя переи'Ьн- 
ннии онъ переходить къ интегралаиъ взяннъ по одной пере- 
ливной, предполагая^ что другая делается постоянной. Такъ 
нанрнж'ЬрЪу по интегралу 



5 






') Вш •я/ш^г* тах. тетог,^ 1. с. р. 100. 

•) 1ЫН. §8 4, 5, 18, 19, 42 (РгоЫ. ^епет.) 43, 8прр1вт., рр. 102, 
109—110, 124—125, 134— 135.— Швоторня недоун'Ьнгя воаннкжн у Эйлера 
при арии, этой подстановки въ 8прр1.: АИа Зок!;. РгоЫ. §§ 21—27, рр. 
Ш— 148', ср. объяснбЕхя Фусса 1. с. въ прим. на стр. 551. 

») Iк^п^ед^. тах. тётог. 1. с. §§ 2—5, рр. 100—102,-1. Епо1и11о ^огт. 
Ш. » д«; §§ 6-- 12, рр. 103-106,-11, Еио1. 1й. ——^ сп^пв 1п1;ввг. еаИ 

А1ашдя; §§ 13--17, рр. 106-109,-Ш; Е. {. й. -^^, §§ 18-28, рр. 109- 

116,— IV. Е. Г (1. — ■ — ; — си1пз 1п1. раз81т еао1а1шп гереп1пг, а! ^п^ 

1+« 
(1ет ехро11еп1ез т еЬ п (аеппЬ патег! 1п1е§г1; §§ 28—41, рр. 116—123— 

орим^ры, ^^, ^_^^-^ , Д'^з ^ §§ ^-62, рр. 123-133-РгоЫета «е- 

пепЦе, также 8прр1еш. §§ 1—27, рр. 134—148. — Ср. 1п$и еЫе^ тг. Ь. I, 
Р. I, 8. I, Сар. I. аП. 77—85, 1. I, рр. 38—46, Сар. УШ, аг1. 351—356, 
рр. 218—224; КоЫ Сотт, 1. XIX, 1774, Р. 1775, Ое уаЬ Гогтп!. 1п1;. 
л «—1 •— т— 1 

I * ±* 

\ ~ -~ ^» сави дпо ро81 1пЬ роп1<;аг *==1, $ 4, рр. 11 - 15; ср. 

при. 1) на стр. 460. 

Оц. На*. Ви. V. ХУЛ. в 
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онъ получаетъ^ считая :р постояннниъ: 
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1 + 2^Г^059"+ г^ 1 -^ V Оо5ср 



По интегралу 






по; 



Р и С^ — соотп'Ьтственно, вещественная часть и коеффищентъ 
при 1/ — 1 въ результат* подстановки въ интвгралъ1 , 

вмъсто г^ ге . 

Въ слФдующеиъ меиуар'Ь Эйлеръ раабираетъ еще инте- 
гралъ! ^); сверхъ того онъ прибавляетъ несколько 

интерооныхъ новыхъ зам'Ьчант^ съ Ц'Ьлью указать на общее 
значен1е своего метода. 

с Вся Теор1я Мнйиыхъ», такъ начинаетъ Эйлеръ свой 
второй иемуаръ^ «которой Анали,{Ъ облзанъ теперь столькими 
усл'Ьхами, опирается, главнымъ образомъ, на сл'Ьдующеиъ осно- 
иан1и: если У^ есть какая либо функ11,1я отъ г., которая послФ 
подстановки 2=^'-|-у,|/ — I принимаетъ такой видъ Ж+Ж / — 1. 
то, по подстановк* ;г=.г — у. V — 1, тале функщя 2=^М — 
N. V — 2; гд* буквы М ж N обозначаютъ всегда веществен- 
ныя количества. Отсюда сл'Ьдуетъ^ что, полагая въ дифферея- 



^) Ьл ьпидг. тах. тет. I с* §§ 2в—29. рр. 115-116, § 36, рр. 119— 
120-, Ри88. 1. с. § 10, р. 181. 

^) тиггог ШвдшпИо^ I С. ВЪ дрнм« ва стр. 551, §§ 5— -25, рр. 5—19. 
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щальной формул'Ь 2.дг^ интегралъ которой ^' 2.дь=:: Г, ;г = 

х-\- у,]/ — Ц мы придадимъ, съ одной стороны, этому интегралу 
В1дъ Г=Р+^У — ^, съ другой, получнмъ а Г=^д^=Д/()а; — 
Шу-\'(Ыдх + Мду). }/ — 1,4 следовательно Р + О-/ — ^' = 
^(МдX''Nду^'\'У — 1. /{Шх-^-Мду); полагая же г—х — 
у.У — 1, мы необходимо получимъ 

Р—а^—\ = ^(Мдх—Мду)'-]/— 1. /(Шх^Мду). 

Отсюда, очевидно, сл1(дуегь: 

Р= /(Мдх-Ыду) и й^/(^дХ'\^Мду). 

Этотъ выводъ показываетъ, что при подобнаго рода подста- 
новкакъ всегда сл'Ьдуетъ уравнивать между собою отдельно 
вещественныя и инимыя части ^). 

Полученный выводъ откроетъ намъ также заи'Ьчательння 
свойства количествъ М, И, Р и й». Эти свойства — получен- 
ныя Эйлоромъ въ предъидущемъ мемуар'Ь уравнен1я въ част- 
ныхъ ирои^^водныхъ, связывающ1я М 4 N^ щ, подобный же 
)равнен1я для количествъ Р я ^, — « Посредствомъ такой под- 
стднэвки», ирибавляегъ Эйлеръ^ «можно, сл'Ьдовательно, всег- 
да найти такого рода дв'Ь функцхи М к ^^ обладающая т'Ьми 

зам-Ьчательными свойствами, что какъ / — | = — / — |, 

такъ и ( — I = I - V). Подобныя же свойства принадле- 
\дх/ \ду / 

жать и количествамъ Р и ^ъ, — «Так1я соотношешя т*мъ 
бол'Ье достойны вниманхя, что нров'Ьрить ихъ очень трудно, 
коль скоро 2 есть функщя хоть сколько нибудь сложнаго 



») Ц11еггаг 1>($дт$. § 1, рр. 8—4 

') 1ЬЫ. § 2, р. 4. 

>) 1Ш. § а, рр. 4-6. 
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Я долженъ теперь сд'Ьлать небольшое отступленхе съ 
цфлью изложить истор1ю получепныхъ Эвлеромъ столь важ- 
ныхъ \\ъ теор1й функщй уравнен1в въ частныхъ производныхъ 
и указать на роль, которую играли эти уравнен1я въ рвзжич- 
ныхъ воиросахъ математнческаго анализа въ течен1И ХУШ-го 
вЪка. 

Даламбертъ первый встр'Ьтилъ эти уравнен1я въ теорхи 
уставов иншагося плоскаго движения несжимаемой жидкости. 
Онъ нашелъ^ что они опред'Ьляютъ взаимно иерпенднкулярння 
слагающ1я скорости частицы жидкости протекаюп^ей черезъ 
точку (Хуу)у такъ что 

слагаюиця скорости иаралельння осямъ кординатъ х и у ^), 
Для интвгрмрован1я этихъ уравненШ Даламбертъ употребилъ 
пр1емъ совпадающ1й.> въ сущности, съ т'Ьмъ, которнмъ онъ вос- 
пользовался для интегрировапя }равнен1я колебан1я струны: 

(2) .... — . = а* . .. *). Лагранжъ зам4тилъ, впослЬд- 

СТВ1И, что р'Ьлтенге системы (I) приводится къ нахождетю об- 
щаге интеграла одного уравнешя въ частныхъ производныхъ: 

-^ -{- -^ == О, которое можно разсматривать какъ част- 
ный сл}чай уравнен1я (2)^ и которому удовлетворяютъ об^Ь 
функщи р и 9^)- Способъ Далаиберта основанъ на за- 
м'Ьчан]и^ что уравнен1я (1) указываютъ на то^ что выраже- 
Н1Я рйX'\'^с^у и рЛу — ^Лx суть полные дифференц1алы. Вотъ 
какъ интегрируетъ онъ уравнешя въ полннхъ дифференцхалахъ 

(3) . . • с1г1^^рс1х-^д(1у и д^-=рйу — ^Лх: 



') См. прин. на стр. 512. 

*) См. стр. 476—477. 

*) Ср. стр. 511—612 м дрнм. на стр* 512. 



и 
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Предположииъ^ вообще, что (/^^ = 1'(/^ -|- р(^5, а ^6=<ч28 Ц- 
^^^ гд'Ь г; и ^ неопредЪленныя функц1и отъ ^ и ^, а п посто- 
янная ведичнва. Умножая первый дифференц1алъ^ (^^^ на }/п, 
и екдадывая аагЬмъ со вторыиъ, (11, мы получимъ полный 
же дифференцгадъ (^(^+^^^^• 1)=С^+?»^л).(/(5-Ь^^), откуда 
сйдувгь, что Г'\-[^]/п есть какал нибудь функшя отъ 5+?>/л; 
точно также мы найдемъ, что V — ^^п — функц1я отъ 5+^|/п, 
такъ что оби1.ее р'Ьшенхе двухъ данныхъ дифференц1альныхъ 

уравнвн1Й представится формулами ^^^/^ ^^"^ ^^ 1^^1У^~У.^\ 

СрГ^ + Л/п) и$ ?1/л) . н л. 

1^ - -^-^- --' —^ р^ ^~ , который поаволятъ найти зат-Ьмъ 

я значен1я ; и г^ ^). Крим-Ьнеше этого способа къ уравнетямъ 
(3) даетъ: 

Для каждом точки кривой описываемой движущейся час- 
тицей жидкости, ^^ = ^ ^ следовательно ъ(1х — о(1у=0 есть 

ах ^ 

днфференц1альное уравнен1е этой кривой: интегралъ его — : 

'Х^+У»^— ^)+2(л;— У)/ — ^)=Со^г5^ гд4 Га; и Ех — функцш 

(IV X (1Е 

удовлетворяющ1я услов1ямъ : — - = сргг, — = фд; '). Функцхи 

ах с1х 

'^п '1^, 1\ Н определяются предельными услов1ями движен1я ♦). 



*) См. Еззаг »иг 1а ге9Ыапее Ле» /Ш<1ея (ЦИТ. СЪ ПрИМ. на СТр. 512) 

ап. 58. ВоидмпгШе. ТгаИё (^и саки! 1п1ёйга1, 2-е рагИе. СЬ. XVI (рр. 139 
шу.), въособ. 01. XXXV, РгоЫ. 2, р. ио, С^XXXVII, Кетаг(1ие, р. 143. 

') Орше. Ма1кет, 1. I (1. с. въ прим. иа стр. 512), II, р. 139. 

') 1Ы<1, аг1. II, Шч р. 139, Ьадгапде. ЗоИи. (1в 61^. ргоЫ. (1е са1с. 
1П1. аа. 20, Оеиггеп с1е Ьадг., 1. 1, рр. 4*^-499; Ш*с. Гамг., %. Ш, рр. 205 - 206. 

*) Ср. мемуары Да1амбврта и Лагранжа упом. въ прим. на стр.512. 
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УравнвН1е рс1у'\-д<1х=^0, первая часть котораго также превра- 
щается въ полный дифферева;1алъ при найдевныхъ значешяхъ 

Г) и о, выражаетъ, что -^ = — ^ и следовательно при- 

ах р 

надлежитъ систеи'Ь крнвыхъ ортогональныхъ къ кривымъ соот- 
в-Ьтствующинъ уравнен1ю р(1х — д(1у=:0. Инте грирован1е систе- 
мы (1) доставляетъ, такииъ обравомъ, методъ для разыскан1я 
ортогональныхъ траэктор1й. Къ такому методу^ въ н'Ьсколько 
иномъ вид'Ь и другимъ путемъ, приходитъ Эйлеръ въ своемъ 
вюмуар'Ь «Соп81<1ега(1опе8 де 1;га1ес1;огп8 ог^Ьо^опаИЬив», пред- 
ставленномъ Петербургской Академ1и Наукъ въ 1769 году ^). 
Эйлеръ предиогагаетъ, что уравненхе данной системы кри- 
выхъ лин1й^ кроиЪ прямоугольныхъ координатъ точки, входить 
параметръ р; въ уравненхе системы кривыхъ пересЬкающихъ 
первыя ортогонально — параметръ д. Об* системы могутъ быть 
представлены парой дифференцтальныхъ уравнен1й 

Ыр + М(^x + Шу = О, 
К€1д + Шх — Мйу = О ^); 

выразивъ 06*6 координаты посредствомъ параметровъ рад., 
мы получимъ уравнен1я 



^~ММ + NN ' 

. , ^N(^р — КМЛа . 



илй^ ВЪ бол'Ье простомъ вид'Ь: 



') -^ом Сотт, Аеас1, 8с. 1тр, Раг. рго Аипо 1769 (ио ошибк'Ё нанеч. 
МОССЫХ; Т. XIV, Рагз рпог. Ре1гороИ 1770, рр. 46-71; ср. Шс1, 8пт- 
тапат, рр. 10—12. 

*) Соп$Ыег, Ле 1г. ог1Н, I. с. ВЪ првд. прим. аг1. УШ, рр. 53—54; ср. 
6|</. аг1. 1--У11, рр. 46-53» 
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гд4 Р^ ^, Н и <Ь'— функц1И огь р и. ц^ превращаюиця 06*6 
формулы въ полные' дифференцхалн^ такъ что 

&р дд др дд 

откуда вытекаеть заи'Ьчательное свойство функп1Й х т у отъ 
р ж д: 

дх дх . ду ду _ .. 

д^' д'д^ Ц'Тд~ "• 

вознккаегь вопросъ о нахождеши одной иаъ функщй удовле- 
творяющихъ этому услов)ю, когда другая дана ^), 

Поступая съ полными дифференц1алами (4) по методу 
Даламберта^ мы найдемъ, что 

откуда сл'Ёдуегт., что х •+ уу]/^1^ егть функц1я отъ 2'+-' — '? 
а X — у/ — I — отъ Т — Уу — /, гд* 7'+- IV — ' = 
^\x(Р^^р^^Ы(|]/—^)^ а (х интегрнруюний множитель диф- 

ференц1альнаго выражелхя Р^р '^ (Ыч)/ — I % И*^ труд- 
но уб'Ьдиться въ томъ, что 7' и V удовлетворлютъ тому же 
уравнбн1Е0 въ частныхъ производныхъ, что и я; и у, Гакимъ 
обрааомъ, найдя одну пару систвмъ пересЬкающихся ортого- 
тонально кривыхъ, опрод'Ьляемыхъ двумя координатами ^ й и — 
Функц1яии отъ параметровъ р и ^^ мы найдемъ беачисленное 
множество другихъ такихъ паръ по формуламъ: 



') Соп$Ш. (1е (г. ог1к, аг1. IX. рр. 54 — 55. 
О 16м/. аг1. X, рр. 55—56. 
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€^иаш {огтат та^18 сотр1]са1аш», говорнтъ Эйюръ^ <1()ео 
е1в^, у! 1та^шапа 81п^п118 {г1пс(1оп]Ъи8 еио1пеп<}18 зроп^е 86 
Де81гиап1;» \ Исключив!» изъ этнхъ формулъ сначала ц^ а 
пото1ъ у^ иы получяиъ ураинен1я двухъ новнхъ систеиъ пере- 
сккающхся ортогонально кривыхъ. Придавая особые виды функ- 
Ц1янъ ф и ф, ны будеиъ получать сиещальные классы орто- 
гональннхъ тра8ктор1й, наирии'Ьръ траэктор1и алгббрическ1я ^). 
Въ позн'Ьйшенъ иенуарф о траэхторхяхъ^ представлеянонъ 
Петербургской Академхи въ 1775 году ^)т Эйлеръ упростжлъ 
свой анализъ и привелъ свою задачу непосредственно къ на- 
хожден1ю двухъ такихъ функгцИ р и ^ отъ переи'Ьнныхъ х и у^ 
чтобы выражен1я р€1х^д11ушдс1х — рёубилш полными дифференц!- 
аланя; первое выраженхе представляетъ изъ себя дйфференц!- 



») Опшё. Не Гг. ог(А. аЛ. XI, XII, рр. 66—58; ср. агЬ. ХШ— XX, рр. 
38 — 64. Въ аг1;. XI Экеръ дифференцируетъ по парам, рвя фунвц1и 

'^±^1^—1 отъ иннм. дерем. Т±уУ*-1, 

») Ср. мЫа. аП. XXI— ХХУШ, рр. 64-71: Эй1еръ р*шаетъ сд*ду- 

ЮиЦЯ задачи: 1. 1пиеп$ге еа Инеагит а1деЬга$сагит зузЛетШа диагит ^^а$€с^ог^ае 
иШет 8^п^ Ыпеае а1деЬг<исае; 2. 1пиеп1ге ешиштоаН Ыпа 9уя(ета1а Ишвагит ае ти^%н> 
погтаШег зееапиит^ диае атЬо »иЬ «а<1ет см1%м1%опе сопипеапЫг^ гЬа %Л ргаиЫ ра^ 
гатЫто 9оЛог 1гЛиа1иг ге! роп1гюиз ге/ педаи^ия атЬо гпёе па»еип1иг »у»1етаи1. 
3. 1пие1иге аишто(И еигиаш уесап(1а8, т( сигиае жесаШеж аЬ НИ» поп аШег (Ижсге- 
реп! П1М диЫ еоотИпаЮе Х е1 у Шег зе регтииЫиг'у зеи VI еаеЛет Ипеае ас1 (исет 
ргьогг пагтЫет {гапз1а$ае Шаз пагтаИ(ег йгаиегап!, 

») Ло«а Аыа Ас. 8е, 1тр, Рл1г. Т.1, 1783, Ре1г. 1787, рр. 3—46: Соп 
81о[егаиопез впрег Тга1вс1юги8 1ат гес1апвии8 ^^ат оЬИчпап^иИа, А11с1оге 
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адъ параметра а, внраженнаго въ функц!! отъ х ш у^ вто- 
рое— додается равнымъ р€1х'\- цйу посл'Ь унноженгя его на 8 — 
тангенсъ упа, подъ которымъ тра»ктор1И пересЬкаютъ Ерявня 
данной системы. Эйлеръ р'Ьшаетъ задачу по способу Далам- 
берта и находитъ общее ея рФтеяхе въ м^в'Ьстной уже нанъ 
фориЪ *). Выбирая об'Ь произвольны! фувкц1и одинаковыми, съ 
ц'Ьлью дать возможность привести эту форму къ веществен- 
ной величин'Ь^ онъ получаетъ для данной системы уравяен1е 
а=Р^ а для системы траэкторхй уравнеюе 6=Р-|-8^, гд* 

I \ 

^= 2^-^^ ?(^ + УУ^-1) - 2^Ь^ ?Г^-»1/-1)-0 

Около тото же времени^ когда Эйлеръ обратилъ вниманхе 
на уравнен1я въ частныхъ лроизводныхъ, которымъ удовлетво- 
ряютъ вепи-Ственная и мнимая составляющ1я аналитической 
ФунБЦ1и отъ мнймаго перем'Ьннаго, уравнентя эти встр'Ьтилис?» 
Лагранжу при р'Ьтенти одной задачи, которой пришлось по- 
тоиъ играть выдающуюся роль въ развитш нов'Ьйшей теор1и 
функщй — о построенги географических^ кйртг, или^ вообще^ 
объ изображен1и на одной поверхности фигуръ^ расположен- 
ннхъ на другой. 

Среди различныхъ родовъ такого изображенгя наиболее 



\^ Эйлеръ умножаетъ почленно равенства дР::^дх-\-дду и д^гг^дх-рду 
на/и р соотв'Ьтств., складываетъ ихъ: /дР-^ддО^р^/дх -дду)'\-^(/ду—ддx)^ 
н опред*1яетъ /^ п д такъ. чтобы (/<1.с - ддд) : (дг)х-{'/дуУ=/ : д, откуда сл*- 
Ауетъ, что/=-1/</, или. принимая /=1, д=\/-~1-^ ср. 1. с. § 53, р. 33. 

^')Си.Соппи.9щ>.^г,1атгес1.д. оЫ,^ Сазив И. ^по рагате(;ег уапаЪШв 
^ рег Ьшаз соог(11па1аз х еЬ у ехрпт! ро(;ез1; (рр. 26 8^^.), РгоЫёта. Типе- 
з^^^^аге 1ппптегоз сазиз, ца1Ьаз 1ат сигаае зесап(1ае яаат Тга1ес^опа^ 
ошпез епа(1ап1 Ипоае а1^еЬга1сае, §§ 52—59, рр. 32-36; §§ 60 8^^«, рр. 
37 8^^.— примеры. 
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кнтересннкъ я важнымъ является такъ называемое конформ- 
ное шображенге^ при которонъ мал1^йш1я части изображаемой 
фигуры подобны своииъ изображен1яиъ ^). Первый опытъ ана- 
яитическаго р4шен1я задачи о конформныхъ юображенхяхъ, й 
вообще задачи о иостроен1и географическихъ картъ, принадяе- 
житъ Ламберту ^). Онъ нашеяъ, иежду прочииъ^ для опредф- 
лен1я конформиаго язображетя сферическихъ фитуръ на пюс- 
кости сл'Ьдук>щ1я уравиешя въ полныхъ дифференцхалахъ 

Лх = — - — . ёр + пЖ 
Созр 

6у= - — . йр + т.(й, 

гд'Ьти/^ функц1И отъ р и X оиредЬленныя лишь т'Ьиъ услов1виъ^ 
чтобы написаняыя кыражептя их и с/// были полными дифферен- 
цгалами, р — полярное разстояше, л — долгота точки лежащей 
на сфер'Ь^ а а и ^ прямоугольныя координаты ея изображен1Я 
на плоскости. Въ силу этихъ уравнен1й координаты эти суть 
фу нищи двухъ переменны хъ р к \^), Шлученныя дифферен- 
Ц1альння уравнен)я Лаибертъ интегрировал!» иосредствомъ без- 



^) ВажнМшхе мемуары относя 1Ц1еся къ построен1ю картъ и теор1и 
Бонф. изобр. изданы Вангерииомь на и'Ьмедкомъ ЯЗЫК'Ь съ орим'^ч. ЙЪ 

Ош^каЫ'» Кйипкег (1гг ехакип }У{$зензс1ш/ип^ Кг* 54 (ЬатЬегО-. ^«Г. 55 (1^а- 

^гап^е п. Оааза), N1*. 93 (три мемуара Г)Л1ера). С^'. къ осоГ». къ истор]и 
задачи «ЛИ^етеАцез» въ Лпшегк. къ Кг. 55. р}». 82 83, также введ1н1е 

въ периый нем. Лагранжа 8иг 1а соп$(г. <1ез саг1е» дёидг,. о БОТОроМЪ МЫ 
будемъ говорить ниже (Оз!^. К1. Хг. 55, рр. 3—8, Аои«>, Мг'чп. <1л Глс. г, 
|/е Ввгйя, Апп. 1779, рр. 161-166, Оеытг€» </в ^а^гг. Ь. IV, рр. 637— 642). 

') ве^и50е а^ип ©еЬтаифе Ьег Ш^а^^ета^г! ипЬ Ьегсп 'ДпшепЬипд Ьитф 3* 
ф. «отЬег!. ФтИиг 3:^1, ©егИп 17/2. VI. ^пшстГипйеп ипЬ Зи[&6е ^иг (8п1гоет- 
?ип0 5ет йапЬ- ипЬ фгттвифаг*еп, 88. 105—199. ОзЬуг. К1. Кг. 54. 

») 1Ш. IV. йайсте1пете ШИ^^Ы, Ьи Яеве1Р&фс (о ^и епШег^еп, Ьав айе 
8ЮшГв1 1^г« ©гбве Ье^оЦеп; рр. 134- 143. А'. 9егпсге (5гше11егцпй сЬеп осг[е1Ьса 
5Хе1^оОе, рр. 143—149; въ особенн. VI. ^авеи^<^п[^€^ ФоПтав еЬеп Ьег[с1Ь«п 
дХс^^оЬе (рр. 149—164), § 67-73, рр. 151-155. 
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конечннхъ рядовъ ^). Лагранжг^ которому онъ сообщи лъ свон 
результате ^), приложидъ для той же ц-Ьл! епоеобъ Далахберта. 
Чтобы прим'Ьнить 8тогь слособъ къ уравнен1Я1ъ Ламберта, 

Лагранжъ иоложцлъ -^ = (/р. и привелъ, такииъ образомъ^ 

(озр 

эти уравнетя къ виду 

Фх =^ — тА\к -|- л.(Л. — 

п 4 щ^ — 1, а следовательно и х-^-у]/ — 1 суть функд1и 
отъ Х+!^ — 1п такъ что аг+уу/ — 1=Ч^(>^+[^^У^ — 1)^): за- 
дача о конформнопъ изображен!! сферическихг фигуръ на 
плоскости приводится къ вычислен1ю аналитмческихъ функц1й 
отъ инимыхъ иерем'Ьнныхъ. Иасл'Ьдован1а Ламберта вм'Ьст'Ь съ 
дополнен1емъ Лагранжа были опубликованы въ 1772 году въ 
Яаибертовомъ шемуар-Ь: ^Лптег1ипдеп }ит @п1шег^ипд Ьег &апЬ« 
ипЬ §1тшсЫфаг1еп *). Въ 1778 году появился Эйлеровъ ме- 
иуаръ: Ое герге8еп1а1;1опв зирегйсхе! зрЪавпсае вирег р1апр *), 



') ^1пш(1(1пцеп к. [. П). §§ 74 844.^ рр. 157 8^^• Ланбертъ раздагаетъ 
у по т\%ж. восходящ, стеиенямъ Я н еинусайъ дугъ кратныхъ р^ а х по 
степ. Я и косинусамъ дугъ кратныхъ р. 

*) „Ъй^> ^а) аиф Оеп $егт ое 1а (^сапве, Оеш Щ Ьхг йи[0аЬс пи10е1^(1 
ЬеФо^сп, Ьатйбет поф \т\лхг Цпит^ифипдеп ап}и|1еиеп''. 91пте1!и1Ц|е11 и. {. ю. 
§ 73. р. 156. 

») 1Ы(1. § 73, рр. 156—157. Иодстановка и-=а81пи?^ Я=«С»>*», црнво- 
днтъ. ио раэложеи1ю функЕЦн отъ ).-\ /л-^^Х по ц'Ьл. восх. отепенямъ ие- 
рем'Ьнной, въ рядамъ для х ж у расиол. по восход, степ, я и соотв, ко- 
сннусамъ и синусамъ дугъ кратныхъ «о (р. 157). 

*) Ср. прям. 2) на пред. стр. 

*) Ааа Асш1. 8с, 1тр. Ие§г. 1777, Р. I, Ре1;г. 1778, рр. 107-132; 0»Ир. 
К1, \г. 93, рр. 3— .37. Къ этому мемуару примыкаютъ два друНе: Ье рго- 
1ес11опе ^гсо^^г. аирегНие! зрЬаег. (Аыа Ас Г/77. Р. I. рр. 133-14:2, 091ьг, 
К1, Кг. 93, рр. 38 52) и Бе рго'есиопе ^^ео^^т. Бе ЫзИапа 1п Марра ОепегаИ 
1треп1 Кпвак] изИа^а (А. А 1777. Р. I, рр, 143—153. Оча. К1, Кг. 93, 
рр, 53—64). Объ этихъ работахъ Эйлера см. €Ли8етв1ие Вегаегкипйвп» 
Вангерина, 0*|!г. К1. Кг. 93, рр. 65—67. 
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въ котороиъ внэодятея уравненхя подобння Ламбертовниъ н 
дается особый частный ютодъ ^) ихъ интегрирован1я^ а таЕхе 
и общ1й нетодъ не отднчающгйся отъ метода Дагранжа^). Эй- 
деръ за1|4чавтъ, только, что изъ уравнешя ж+у|/ — 1='^Х+ 
(х}/ — 1), непосредственно вытекаетъ^ предполагая, что функшя 
ср прининаетъ вещественная значенгя при вещественннхъ же 
значен1яхъ перемйнной, уравнвн1е х — у|/— ;^='^()ч — \^]/ — 1), 
по той причин*, какъ говоритъ онъ, что €Гогти1а }/ — 1 
па1ига8иа 81§пиш атЫ^пиш шуо1у1Ь ^). Три года спустя вы- 
телъ въ свЪтъ иенуаръ Лагранжа: Зиг 1а соп81гис110п дев 
саг1;е8 §ео^^арЬ^^ие8, содержаний дальн'Ьйш1я его изсл'Ьдова- 
Н1Я о тоиъ же вопрос* ^) и, прежде всего, распространенге 
найденнаго имъ метода плоскаго изображен1я сферяческихъ 
фигуръ на фигуры пачерченныя на какой угодно поверхности 



•) Эе гбргемлт. яир, $рНаег. I С. ВЪ првд. прнм., §§ 21—28, рр. 117— 
119, Нуро1ке8Ц И ^па ге(;1опе8 т1п1тае 1п Тегга рег а1т11е8 П^пгаз 1п 
р1апо ех1иЬеп(;иг; §§ 29— 4Ь рр. 119—124. Ме1Ьо(1и9 ра11;1сп1ап8 гезо1аеп(11 
ае^иа^^^0I1е8 с11^Гегеп(1а1е8 <1х=р<1и+Ы(Со8.и, с1у=^<1и --р<ИСо$.и (гд* /—дол- 
гота, и— широта ТОЧЕН шара, х и у— прямоуг. координаты ея проэкщи 
на плоскости); О»*». /Л. Nг. 93, рр. 17—19, 19—26 геар. 

*) Ве гергем. вир, ярНаег. 1. с. §§ 42—128, Ме1Ьо(1и8 ^^епегаПа гезо1- 
иепсИ аечааНопев (11№гепиа1е8 с1х=^<1и'\-Ы1Со8. и е1 с1у=Ыи^р(§1С<№,и^ 
Ол». К1, Кг. 93, рр. 26-31. Въ § 41 (р. 124) ЭЯлеръ зам'Ьчаетъ, что мож- 
но составить общее р'Ьшен1б съ помощью ряда частиыхъ а;=Л/, М\ М^\ 
ЗГ''...., у=Л, И\ N^\ Л^'",...., цоформ. х=^АГ+5!ЗЛ1Ч-еЛГ"+3)^'"^«с. 
и у=^:й^^Г-^-^^'+^-^'"+2)^V'" егс. — свои методы Эйлеръ считаетъ весьма 
важными Д1Я Ана1И8а дифф. уравн. съ двумя перем'Ьнн.: « — атЬаа те- 
(;Ьо<1о8, яшЬи8 Апа1у81 С1гса (тшсМопев (1пагпт уапаЪШпго уегвапМ тпзх^та 
1псгетеп<;а аГГеп У1(1еп(;пг > (§ 28, р. 119). 

^) Ве гергеж. мир, $рНаег, § 44. р. 125; тожв^ впрочемъ, иовидимому. 
иолагалъ и Ламбертъ, 1. с. р. 157. 

*) 8пг 1а соп8(;гасиоп йез саг^ез 8ё02^арЬ^^ие8, NоиVеаиx Мётолгеа 
ее 1'Ас. гауак Ле ВегИп, Апп. 1779, В. 1781, рр. 161-210, Оеиегез с1е Ьа- 
дгарде. I. IV, рр. 637—692, 0$Гю, К1. Кг. 55, рр. 3--56, 8рес1е11е Ко^ен 
апт Тех*., рр. 86—97; ср. прим. 1) на стр. 562. 
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вращен1я ^). Для этого общаго случая Лагранжъ подучаегь 
Аовершенно гак1я же уравнетя въ полныхъ дифферешцалаи^ 
какъ и для частнаго случая разсиотр'Ьннаго Ланбертомъ и Эй- 
леронъ, а именно уравнен1Я 

ткк и т I суть географическ1я координаты точки новерлости, 
2^ X и у црямоугольныя координаты соответственной точки 
плоскости. Иитегрирован1е этихъ уравнен1й но способу Далам- 
берта приводитъ къ формуланъ 

(1).... а+|У— 1=№+^-и а-^|/-1=ГГ1^— ^-0. 



позволяющинъ опред'Ьлить х л у какъ вещественный функц1и 
огь м и ^ ^) Лагранжъ заиЪчаетъ далФе, что услов1Я того, 
чтобы сЬ л (1у были П0ЛНЫ1И дифференц1алани выражаотся 
уравнен1яни въ частныхъ пронзводныхъ 

да др д^ _ да 

~дг~ Л* ' дг дй ' 

Этими уравнен1ями пользуется онъ при вычнслеши рад1усовъ 



') 8иг 1а с(тш1г. Л, е. д. аг!. 1 8П1У.., N. М1т, ^ В^Н. 1779, рр. 1бв 
г1о1у. Ов1»Фге«. <^^ Ьадг, I. IV, рр. 642 8111У., Оа!^. Е1. Кг. 55, рр. В 844. 
Ди опред'Ьл. положен1Я точки на поверхности Латраняъ подьзуется пожяр- 
нымъ разстоя81еиъ по 11ерид1ан7 точки, « и угломъ <^ соетавляемнмъ этимъ 
мерид1аноиъ съ начальныиъ (аг(. 1)-, вм-Ьсто • вводится затФнъ (аг(. 3) 

другая координата и связанная съ ней дифф. у р. — = <^и, гд4 д раз- 

етоянхе точки отъ оси— функц1я отъ одной переменной <. 

») Зиг 1а сопшЬг. (I. с. д. аг1, 3, N. Мёт. <и ВётХ. 1779, рр. 1в7— 169, 
0. <2* Ь. %, IV, рр. в43— 645, Ои^о. Ш. Уг. 55, рр. 10-12. Объ оиред4л- 
немзв. функцШ / ж Р си. 4Ш. лтЬ. 4, 5, рр. 169-171, 646—648^ 12-33 
гезр. 
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крнвианы язо<$ражен1й 1ерид1ановъ и П]аралле1ьныхъ крутовъ ^) 
поверхности. Лагранжъ не со постав дяетЪ; однако^ этихъ урав- 
Н6Я1Й съ фориудавти (1)^ дающими яхъ интегралы и не указы- 
ваетъ^ подобно Эйлеру^ на то, что они свлзнваютъ вещественную и 
ннииую составдяющ1я всякой аналитической функщи отъ мни- 
мой переменной. — 

Въ 1782 году .^оплаа представилъ Парижской Акаденш 
Наукъ мемуаръ <0 приближенныхъ вычислен1яхъ формулъ^ ко- 
торня суть функц1и очень большихъ чиселъ» ^). Зд'Ьсь^ рФшая 
по приближенш разностное уравнен1е: ^И"1)у» — У»+1=0 ^Х 



*) 8иг 1а еопш^г. Л. с. д. аг*. 7, N. Мет, (/в Вег1. 1779, рр. 171—173. О. 
Ле I. Ь. IV, рр. 648—660, 0*«ю. К1. Кг. 55, рр. 14 - 16; ср. да1*е, аг^. 8 
8ШУ., рр. 173 8111т., 650 8ШУ., 16 844- гевр. 

*) Мёто1ге впг 1е8 арргох1таиоп8 (1е8 &)гта1ев яп! аоп! ^опсиопз 

<1е Ьгёв ёгап<18 ПОшЫев. М4тЫге$ <и ГЛса€1, го-/а1е (/в« Веипсей йе Рагг»^ аппёе 
1782^ РаП8 1785; Оеиюг^г еотр1Ыея Лв Ьа/р^аае^ 1. X. рр. 209—291; ырододже- 

]11е этого иемуара, содерж. прилож. въ теор1и вероятностей появилось въ 

Шт. Ле ГЛс. г. Н. 8е, с1е Раги^ апп. 17ЬЗ, Р. 1786, О. с. (1е Ьар1аее, X. X. 
рр. 295—338; ср. прим. 3) бъ стр. 425. 

*) Д1Я р'Ьшемя этого уравнен1Я Лапласъ полагаетъ у = Гх(р<1х^ 

где (р неопред, функщя отъ х ; обозначая х черезъ ^у онъ оодучаетъ та- 

обр.: V с/)|/гг[(1— а:)(Гу+х-^]вО, И1И 1 </:</.т(1— а?)()у + \х<р ^~Лх=Ю . 



ВИМЪ 



: Г[у(1_а:)- 



а интегрируя по частямъ— : |[у(1— ») ~-Уу^х + х(р^у = О Это 



<1(х(р) 

уравн. удовлетв.^ если положить (р^Х—х) ^х^г=гО, и взять интегралъ 

между пределами превращающими въ О выражете х(р^у=Ю; тавнмъ об- 



500 
8 — X 
X е {2091 
О ' 



разомъ оказывается, ЧТО у^ «в ^1 1 хе ^\ пред'Ьлн иятеграцги суть 

8+1 -т 

вэрни урав110Н1Я X е :=аО. [Ср. прим. 2) на стр. 427]. Разложеше ин- 
гвгра1а въ бет. рядъ до^тавлязгъ црпблн/В. р'Ьшеи1е задачи. Полагая 

• — ж « ' — • — 1^ 8 — ж, 

X ё ^8 8 е , х^^^+9 [я —знач. X СООГВ. тах^т. х 8 ], наХОДНМЪ 
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онъ ввежъ впервые въ анали'^ (тред$ьленное интегрированге 

между мнимыми предтьлами. Для выражен1я у—, Лаыасъ 

(^с1х € — ^ 
получихь формулу '), содержащую въ себ* интеграл \ — ^ , 

^ ЯП* 



00 

.--,^0, (14--) +6=2^(^1) ^: ,о«.е=1^2.+-з-+^^+...., 

А=1 *• 

а С1*дов. 1 X ёхй =* в 1<<1в ( у2*+-д— }• ^ + )♦ этотъ 

осмигЬдн. интетралъ находится съ домощью преобраа. формул! И. Вер- 
нули, уоом. въ прнм'Ьч. на стр. 431 (Рояы. ^« ^^^8 дг, п. аг1. 1^ О. </« 
Ьар1, 1. Х^ рр. 213 8а!у. и П. с. въ этоиъ прим*); иредпол., что при <е=^, 

*+Т ~ ' у 1 

у^=Г, Лапласъ получ. т. обр. формулу у==У, 



I 



или^ при большомъ .и: у, = 1^ « ^^"1" 1^ !-•••); этотъ ре- 

зу^ьтатъ приводить, м. д. къ дриближ. вычисл., дри большомъ «, фавто- 

*+Т — » , 1 

Р1ала »/ — : 12.3 — «=« в к27г(1+-^+ — ) [ср. прим. 3) въ 

стр. 408]. См. Р(тс1. ^1е 4г. дг. л. Аг!. Ш. § XIX, 0. с. (1е Ьа^Ласе^ %. Х, рр. 
258—260; ср. дальн. преобр. форм. •^|</., рр. 260—261; додробн'1е въ Тк. 
ап. (и$ ргоЬаЬ. Ь. I, СЬ. Ш, аП. 33, О. с. 4, Ьар1ас€, Ь. УП, рр. 128—133. 

1/1:г/|^2^(1~+....) 

•) Эта формула, у _,= У. » получается 

язъ ооотв. формулы упомян. въ пред. дрим. посредствомъ зам'Ьны < на— • 
и /• на— ^. Г— вначеше у« еоотв. *=—/*. 
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который, въ силу УСЛ0В1Й задачи^ приходится брать между 
двумя значвн1ями лг, обращающими въ нуль величину — . 

Посредствомъ подстановки ^г= — (х+ш^/ — 1 ^ ) интегралъ этотъ 
приводится къ виду 



, ^ , I — ;^ — - — , или — -^-- — . I 



О.б^О), 



гд'Ь ^ вещественная величина, равная 

^о}/—1)^' — (1^ + О)}/— 1>{ 2у 

Вещественный интегралъ, въ свою очередц путемъ иеред^Ьлокъ^ 
для иасъ мало иитересннхъ, приводится къ выражен1ю: 

27с.е— А*, (х 



^ 



00 

о 



Этотъ результатъ даетъ возможность найти величины цЪлаго 
ряда новыхъ опредЪленныхъ интеграловъ^ соотв'Ьтственно зна- 



— X 

^) « —и ё(ап1; 1а уа1еаг йе х (1оппёе раг 1а согкШюп 0= Л 

X 
~ X 

е 

<1а шаптпт ои (1п т1штшп с1в — — ». (О. с. </в Ьар1асе, ь, X, р. Г62, 

[1. УП, р. 134]). 

•) Шт, йыг и* аррг. Л. Л Ч^ «он! /ояс^ с/е 1г. дг. п. § XX. О. с. </в Ьа- 
Я^асв, I. X, рр. 261-262, П. ап. </в» ргоЬаЬШЫ», Ь. I, Сь/ Ш, аП. 33, 0. с. 
Л% 1ар1ае*^ Ь, УП, рр. 134—135. 



а7 
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чеилмъ |л= 1,2,3, • • . — Такъ, полагая, въ внраженш С, 

|1=1, «н найдемъ, что \ — ^ — — — ^ = — М. 

^0 1+<о' е 



О /Ш., рр. 2вЗ-2в4, 135—137 геяр. Ламапъ прнхо1итъ жъ этому 

результату, за1|1»чая, что у = — - — . Д^ . -^ — — -, вагЬняя наход. 

въ знах. фаЕТор1а1ъ его вираж, еъ аон. опред. интеграла пояуч. въ пред. 
§ и сравнивая ялтЪжъ подуч. резудьтатъ съ форм. у-$ прввед. въ прим. 
1) на стр. 5в7. Ор. Мёто1ге виг 1е8 аррг. дев ^огт. ян! воп! {. йе %т. 
ьг. п. е1; виг 1еаг арр11са110п аах ргоЬаЬИНёв; МЫ. <и ГАс <1. 8е,^ 1-ге 
8ёНе, Т. X, аппёе 1809; Р. 1810 (Еп 1е 9 ат1 1810), Ов1*ггв* с. (к Ьар1аее, 

I. ХП, аП. X, рр. 341-345: вычис!. интеграла 



I 2 •" . - 1 2 \ • 
%е Лх I б — в I 



полагая а;=2х' 1^—1^ дричемъ интеграшя ироиввод. между пред'Ьламн х^=о 

и х'ггг + сю; ср. 7%. апа1. Н. ргоЬаЬ. Ь. I, СЬ. Ш, аг1. 42, О. с. (1е Ьар1асё^ 
1.УП, рр. 169 -172— Въ Мёто1ге виг 1вз 1п1ёега1е8 (1ёЛп1ез е1 1епг аррИ- 
сайоп апх ргоЬаЬ. е1с. (Мёт. <1е 1'Ас. Л. 8с., 1-ге 8ёг., Т. XI, 1-ге Рагие; 
апп. 1810, Р. 1811. Оеиюгл» с. <1е 1ар1асе^ и ХП, рр. 357—412) Лапласъ 
прилагаетъ свой методъ интегр. поср. опред. интеграловъ къ ур. въ части. 

дроизв. ^1Г=2 СГ + 2/и— + — н, лодагая 1/==1г/)Лв , орнходнтъкъ 
завдюч. что ~ = «V — 2<-^, а пределы интегр. доставдяютоя уравне- 

дг V» 

шемъ ((р е =0; тааимъ обр. (р^е . ^ I -— I, гд* ч> произвольная ф.. 



(1йе .щ — ^- I [между соотг. мнимыми лред1)1ами], иди, 

полагая 1=2/4 + 2#^— 1, 1'=в V </^с в ^(- д Г ") **" = 



аы. Мм. о*д. т. XIX. 
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Спустя МНОГО д'Ьтъ 110С1'Ь дтой работы, въ 1809 году, 
Дапласъ снова вернулся къ задаче о прим'Ьненхи нниныхъ ве- 
личннъ, какъ средства для вычисленья интеграловъ, и на этотъ 
разъ привелъ ее формальныиъ образоиъ къ равд'Ьлен!» веще- 
ственныхъ и иниинхъ частей въ компдексныхъ уравненхяхъ ^). 
Сводясь въ этоиъ съ Эйлероиъ, Лапласъ^ однако, пользовался 
дтнхъ иетодомъ лишь для частннхъ прм'Ьровъ, не развжвая, 
подобно Эйлеру, его общихъ основами. Интегралы разснот- 
р11нные Лапласонъ, вм'ЬстЪ съ т'Ьнъ, всЬ определенные, взя- 
тые между нзв'Ьстнымм пределами. Онъ начинаегь съ инте- 
грала 



^ 



*Х/ 

обращаетъ его въ 



— , и полагая х = ^ 



1- . [(7Ч2г+1Х2-^) I + ^-1.5»пГ2г+ 1;(2-«)|1 



Г 



л. е-' ^-^ 



гдЪ г ц^ое число, положительное или отрицательное. 

Сравненье вещественннхъ и мнимыхъ приводитъ къ вы 
числен1ю интеграловъ 



+ 00 

в \ л» е п[ Т1^^-ЛИ I; см. I. е. рр. 377 ва1у/, ср. Тк ала1. Л. 



*5--"(*^). 



— со ' 

ргоЬаЬ.^ Ь. II, СИ. Ш^ рр. 294 вп!?. Интегрируя разности. 7Р<^внеи1я дру- 
тихъ видовъ Лапдасъ приходить къ р'Ьшен1ю друтихъ вадачъ объ Интер- 
пол, и иолучаетъ выражения содержапця ЭЯлеровы интегралы 1-то рода: 

ср. МЫ» *иг Гаррг, еЛе. (1782), О. с. ёл Ьар1ас€^ 1. X, §§ XXI 8П1У. рр* 264 
8ШУ.; ТН. ап, Л. ргоЬ, Ь. I, СН. Ш, 0. с. Не Ьар1аее^ 1. УП^ рр. 187 8017. 

О Си. .ТоигпЫ (к Г ЁеЫе Ро^у^еект(^и^, 15те саЫег^ Т. УШ, Рапе 1809: 
Мёто1ге 8пг (11Уег8 ро1пи (1'апа1у8е; рат М. Ьар1аел^ рр. 229 — 265; рр. 

244 — 253: 8аг 1е раз$аде г^гл^гщне (Й1 Ш$ы1(а1$ гШш аих В/9ч11аи 9тарпмг€9, 
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^^ их. Соях ^^(Их.Згпх , _ 

Рбзу1ьтягь атотъ Лалласъ, зат'Ьнъ^ обобщаегь^ применяя къ 

интегралу 

Л* (/а; ^^/^+да:^^1 подстановву /о^-^ду—! = ^^^ 



И получаеть, таки1Ъ образонъ^ внраженхя опредАженннхъ ин- 
теграловъ 

Въ 1812 году, въ своей «Анаяитяческой Теорл В^Ьро- 
ятноетей»^), онъ повторяетъ результаты найденнне въ 1782 
году и, съ другой стороны, пользуется методомъ разд'ЬлбН1я 
вещественныхъ и ннимыхъ частей уравнен1й для внчяслешя , 
новнхъ птеграловъ. 

Въ тонъ же сочинеши дается замечательная формула для 



') мы, шит. <Цр. р. <1'ап., 1 О. рр. 244—245, ср. •№., рр. 245—252, 
гд^ Латасъ аиалнзируетъ получ. общ!й резудьт. и примФняетъ его къ 

13 1 
части, случаяяъ «=-« 1 -т-^ л'^ — ■» ^"'" " " безвон.— мал.; г можно 

подожнть 



I 



I 



^^•^*'^— -*— . Сов—., ЕЪ котор. сл*дувтъ приооед. третью ф* получ. 
о х« 1-« 2 



нзъ второй поср. ИНТ. по частямъ; 1 р— = ^^^ ^^ . о»я. 



00 

и 

а^«+Г а(1-а) 2 



*) Мет, 9иг Л>. р. Л'ап^ 1. С. рр. 252—253. — Ср. еще М4т. »иг 1е» 

*Ш^, (Ы/, в/с. цит. въ прим. на стр. 569, аг<;. I, 1. с. рр. 363—365; 

П, а», а. ргоЬаЬ. Ь. I, СЬ. Ш, аП. 33, О. <1е Ьар1аее, и УП, р. 137; также 

п. ап. Л. ргоЬаЬ, ЛайШоп П, О. с. (/е I. I. УД, рр. 180—493. 

') Ск. прям. 3) въ стр. 425. 
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кое<14^*1^внта /п общаго члена рав10Ж0Н1Я данной функщя но 
восходящииъ стеиенянъ иереиФнной, — формула^ о которой я 
уже упоиянулъ ^\ говоря о теор1и производящжхъ функщй. 

00 

Она получается, иодставляя въ уравненхе Рх-=^ 2^^^^ вме- 



сто т, в*/^-^, умножая зат'Ьмъ об* части его на е^-^^/-'^ к 
интегрируя иочленно между ирвд*лами — тг и +7с : — 

/п= ^ С''"''^X«<^V-1). (г^^^-^,Ф^. 

Лаиласъ, такимъ обраноиъ, пользуется зд'Ьсь т*мъ ж« 
методомъ^ которнй послужмлъ Эйлеру для вычислен1я коеф- 
фйщонтовъ тригонометрическаго разложен1я данной функщм ^). 
Не трудно усмотреть близкое родство^ существующее^ какъ 
известно, иежду воеффицгеитамм Эйлера м формулой Ла- 
пласа '). 

Подобный же методъ, употребилъ Лапласъ для вычмсле- 

Н1Я коеффищента Л/ при а-' въ разложем1и полинома 

(а— +а-'-^^+ +а-Н1 +«+ 4 а'-^^+л" У \ 

полагая а^е^^^-^ и соединяя пару членовъ Л, а^ ^Аг а^^ 

г,. 2||+1 , » 

Т — г 

на <илСо8кл^ и интегрируя между пределами О и тс мн на й- 
демъ, что 

о л 



о См. стр. 427. 
») Ср. стр. 506. 
') Ср. лрим. 2) на стр. 424. 

•) ТЬ. апЫ. с/. ргоЬаЬ. Ь. I, СЬ. Ш, аП. 36, О. с ^е Ьар1ас€^ 1. УП, 
р. 149; ср. гШ. %г%* 35, рр. 140--149. МетЫгл миг 1м арргожш. 4и /огт ^ 
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Французсв1Й натенатикъ Парсеваль, ъ% ряд'Ь межуаровъ 
представленных^ иарижской Акаденхи Нахкт>въ1799 — 1804 
годахъ, пользовался гЬпъ же аналитическямъ 11р1е«омъ для нн- 
тегряроватя уравненвй въ частннхъ пронаводнухъ^ для сун- 
мовашя ряда Лагранжа аосредствонъ опред'Ь^евных'ь иитетра- 
ловъ и для вывода своей юв^кстной формулы: 

гд*!» сро; я ^х производяпця функц1и рядовъ 21 ^^ ^ 
2;Ьаж* — соотв*твтвенно *). 



юя/ /опе1, с1е 1г, дг. п., § ХХШ, Ойипгея с. 4е [^ар1ае€^ 1. X, рр. 270 — 271. 

Интересныя прнложенхя этого метода и общей формулы Лаодаса къ функ- 
щямъ одной I двухъ иерем. см. въ павФ 1У книги II Т)рактата о влро- 

ятностяхл; О, с, с/е 1ар1а€е^ I. УП, рр, 909 8п1у. 

') Маге — Ап1Ыяе Рагзв9а1, 1) 1п1ё|$гаиоп вёпёг. е! сотр1^1е с1е8 ё^• (1е 
1а ргора^. (1а поп, Га1г ё1ап1 ооп81(1. а?ее вев 1го18 ё1тепз. (1л 1е 16 тезе, 
ап 9); 2) 1п1ё^гаиоп ^ёп. е1 сотр1. (1е (1еах ё^. 1трог1ап1е8 (1ап8 1а шёса« 
п1дпе дез Ли](1е8 (1и 1е 28 1Ьегт. ап 11); 3) Мё11|0<1е ^ёпёг. роиг зотшег, 
раг 1е тоуеп ёеа 1п1. йИ,^ 1а ьоие ёоппёе раг 1е <;Ьёогёте (1е М. Ьадгапде^ 
е(с. (1а 1е 17 йот, ап 12); 4) Мёш. 80г. 1е8 8бпе8 е! заг Пп^ё^^гаНоп сотр1* 
Л'опе ё^• аах дШ, рлН. Ип. (1а зес. ог(1гв, к сое1Р. соп&1. (1а 1е 16 ^егт, 
ап 7); всЬ ;)ти мемуары печатаны въ I том'Ъ М4т. рг, а Р1пжи <1, 8с,, Ьеигеа 
а Ан» р, ёк>, 8а9,, Рапа 1806. См. въ мем. 1) рр. 392—393, въ мем. 2) 
рр. 643—516, мем. 3) рр. 667—686 и мем. 4) рр. 638—648. Преддожете 
иав. подъ имен, теоремы Парелшаля внведено ВЪ мем. 2) КЫа^ рр. 644—645 



«=0 •' А 



ВЪ формф 21 -^«"л ~ :: 1 ^'^^ 1 'А* Р н я веществ, части резудьт. 

00 
ПОДСТ. ав=Со«г+ Т^^.З!** въ Пр0И8В0ДЯЩ1Я фуНВЦ1И рЯДОВЪ ^ "^я*" " 



п 



00 



2^ а х^ СООТВ.', въ мем. 4). рр. 639—640, тоже предложен1е дано безъ до- 



кааательс^ва, кавъ очевидвое, вътавой форм'Ь 2^ А^а^= I — ^ — </а, 
гд* V* к Г' резу1ьтаты подста». л=Со«1*+Т^— 1.5|11« и х=Со*и—У — 1.8#п» 
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Я прЕведу еще интересныя ра8сужден1я Лапласа о мни- 
ннхъ интегралахъ^ пон'Ьщенння имъ во введеши въ Трактагь 
о в'Ьроятностяхъ. 

У помяну въ о тонъ^ какъ онъ привод втъ р'Ьшен1е разжич- 
ныхъ задачъ теор1и вероятностей къ внчисяенш опред'Ьден- 
ныхъ интеграловъ, которые онъ затЪнъ разлагаетъ въ сходя- 
Щ1еся ряды^ н объ открытомъ ииъ иетод'Ь р'Ьшенхя этихъ за- 
дачъ, дающеиъ одновременно^ какъ подъннтегральння функщи, 
такъ и пред'Ьлы ннтегращи ^)^ Лаиласъ продолжаетъ: 



со 30 



соотв., въ цроиввед. Т,Т\ гд4 Т= ^ а х^, а Т' г= ^ -— . — Ср. Ьа 



п 



сЫх. Тг. (1и сак. Л». е% йи с. 1п(;. Т. Ш, аП. 1152, рр. 393—395, аП. 
1246, рр. 558—559; Н. Ьаигепг. ТтлИё йп са1са1 (1е8 ргоЬаЫШёа, Рапз- 
1873, СЬ. I, рр, 3 8шу. — Методъ Лапласа и Парсеваля сосгоитъ так. 
обр. ьъ выд'Ьлеи1и и.чъ ра81ожен1я 11роязводя1цей фуикц1и одного оиред'Ь- 
хеннаго члена н въ уничтожеи1и всЁхъ остальныхъ; его можно было бы на- 
звать кеТОДОМЪ рестрикции произёодяишиа функцОл, БыВОДЪ ПарсепаЛЯ При- 

ложимъ, безъ дальн'Вйшихъ ограничсшй, къ тому случаю, когда ряды 

00 СХ) 

52 «]к я 21 ^А *<5солютно сходящееся. Парсевалева теорема можетъ 

^ п У) 

быть обобщена сл'Ьдующимъ обра;шмъ: ^ а^ . |^[ а^ = 



/•2я ^•2к /•2л у— 1 *\л^к • — у— 1.Д. 



^•271 ^ш2к ^2п У-Ь^^а:^^ ^^ -У— 1.', 

гд* /^ ~= 2шл *Л"* • 'У* "^ 2у " г ^ * * '" '"Д'Ь^^^в число _-- п. Докааа- 
тельство сираведл. эгоА формулы не представляет ь никакой трудности. 

*) Т1». апа1, (^. "ргоЬ,^ 1п(ГО(]11С(1оПч />е« тё(Но(1е9 апа^у^^^и€9 Ни Са1сги </«« рго- 

ЬаЬаш^ (О. с. Ле ^ар^асе^ Ь.УП, рр. ХХ1-Х1Л1), рр. ХХХ-ХХХХХ; ср. прим. 2) 
Ни стр. 427, нр. 3) на стр. 566 и введен1е въ М^т, »иг 1е$ аррг. <1. /. ^и^ зош /. 

(/е(г, дг. потЬгея а782), О. с. Н. Ьар1асе^ Ь. X, рр. 212—213, ГД* ЛаплаСЪ НЗ- 

лягаетъ об1ц1я основан1Я своего аналит. метода. Гакииъ же методомъ 
иользуется н Эйлеръ въ мемуар'Ь Ме(11ос1118 1пуеп1еп(11 Когти1аз Хп^е^га- 
1е8 чаае сегИв сазхЬив (1а1ат 1п(;ег зе (;епеап(; га(;1опоШч иЫ вшш! те(;Ьо' 
ёаа (га<1иа}' Ггасиоиез соп(;1пиа8 8аттаио11; ом. ОрихсьЛа Апа^уОса^ ь. II) 
рр. 178-216; (/«*<. с. ш. {. IV, ьим>1. V, 7, 1р. Г>78-415. 
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с Одно важное зам^чаие, которое и^Ьетг свое осювапе 
въ большой общности Анализа и которое позволлетъ распро- 
странить этотъ нетодъ на форнудн и разностння уравнен1я^ 
особенно часто встрАчающхяся въ теор11 в'Ьроятностей, состо- 
итъ въ томт»^ что ряды полученные въ предположетж^ что 
пределы опредЪленннхъ интеграловъ вещественны и положи- 
тельны, им'Ьютъ одинаково мЪсто и въ тоиъ случа'Ь^ когда 
уравнен1е опред'Ьдяющее вти пред'Ьлы им'Ьетъ лишь отрицатель- 
ные или ннииыя корни. Эти переходы отъ положительнаго къ 
отрицательноиу и отъ вещестиеннаго къ инииоиу, которыии я 
первый сталъ пользоваться, привели пеня еще къ внражен1Я1Ъ 
н'Ьсколькнхъ особенныхъ опред'Ьленныхъ интеграловъ^ который 
Я иотоиъ доказалъ непосредственно. Можно, такииъ образомъ^ 
сиотр'Ьть на эти переходы^ какъ на оруд1е открыпя, подобное 
наведешю и аналопи^ издавна уиотребляеиыиъ геоиетраии, сна- 
чада съ большой осторожностью^ зат'Ьиъ съ полнынъ дов'Ьр1еиъ, 
когда большое число прии'кровъ оправдало пользован1е этиии 
хетодаии. Необходиио, однако^ всегда подтверждать пряиыии 
доказательствами результаты полученные такими способами»^). 



*) Тк.апЫ, и.ргоЬ.^ 1111гО(1аОиоП) 0.с.(1е Ьар1аее, I. УП, рр. XXXIX— 

ХЬ. — Среди прии^ровъ ариложешя метода «перехода отъ вещественн. 
хъ мнмымъ» у Лаиласа особенно янтереоно нрим'Ьнете формуш 



-^ , -Х 1_ е. \ ^ С ёи^С+Ссю)' (ТА. ап. <1. 

Ь. I, СЬ. Ш, агк. 38, О. с <1€ Ьар1асе^ Ь. УП, рр. 166—157) для мучая 
"~ == сУ^; см. Мёто1ге виг 1а б^^нге с1е 1а 1епге (М^т. Ле ГАсав, 



У1--.Я» 
^. &. П^е 8ёпе, 1;. II, апп. 1817, Р. 1819 [Ьп а ГАс. 1е 4 аой! 1818]), 

1 

0. С. ее Ьар1аее^ %. ХП, рр. 427-430 [РаМ0»ен1в функд1и (1— 2хЯ+я;»)"*2"] . 

Другой интересный прнм^ръ такого перехода иредставляютъ выводы 
Эйлера въ мемуары Ье уа1опЬа8 1п1ебпгаипт а 1егт1по уаг1аЬИ8 х^о 
щпе ли х=(х> ех<;еп80П1т, цит. въ ирим. 1) на стр. 468; см. /«<<. са1е, 

«я'в^г. г, IV, §§ 131-134, рр. 340-343 (нодстаиовка А==р + 9 У^ == 
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Посх^Ь трудовъ Э11ера и, въ особенности^ Лапласа, я 
друпе анадистн сталн припФнять въ своихъ изслФдован1яхъ 
открытые НИИ методы для внчвслен1я интеграловъ '). Эти из- 



00 

/Соше-\-У —Х./ЗЫЬ въ формулу \у |/у. е = л. , гд* 



4 



00 

п — 1 — X 



//==1х Лх . € ^ что даетг вовможность вычислить два иовыхъ оиред. 

00 00 

интеграла \ х Лх е Со$дх = _ . и I * (1х. е 8$пдх = 

). См. также менуаръ «Ме1Но(1и8 ^асШв ]птетеп(11 1п1;е{:га]е 



1шзи8 Гогшп1ае 1 — • ^ „" ^ ***'^ - - 1 сави ^I1о рое! 1п1е§га - 

иопеш роп]111г уе1 х=1, уе1 а:=гоо». цнт. въ ирим. на стр. 551. Ср. 1л- 
сгмх. Тг. (1и с. (1. еЬ Аи с. 1., I. Ш, аП. 1207, 1208, 1209, рр. 486-489. 

^) Крож'Ь статей Фусса и Румовскаго ЦНТ. ВЪ прнн. на ст[). 551, 
сж.^.Уш$, Ь''огти1агиш ^иагип^ат 01Г{еге11иаИиш .\11^а1аг1ат тЬе^тлЬго 
(Сои*, ехк. </. 9 1ап. 1800), Мет. ёл ГЛе, I, <1, 8с, Не 8(. Рё{. Т. I 81. Р.. 

1809, рр. 138—155; 5г. К«то1;5А».1пеевгаиоРогтп1агит М}:;:^^ 

(1+/в«)У'(1+6««+*»)» 

б( д»(1+^У ^о^^ ^д ^ 2 Аид. 1807), Мёхп. ^е ГАс. I. а. 

(1— «)У'(1-.6в*+*»)* 

8с. ^е 81. Р. (. П, 3(. Р. 1810, рр. 84—94; дал'Ье, въ мемуар'Ь Бриссона: 
Мёто1ге 8пг Г!1иёрта(1оп с1еь Ё^паИопа (1]вегепие11е8 рагИеИсв, раг М. 
Впаоп (Мёт. епуоуё й. Ппз*. «^п Ргахг. ап 12 рп111 1804]), представл. про- 
ДОЛЖ. работъ Лапласа^ аг(.. [18]— [22], Лигпа1 Не ПкЫе Ро11^еектдие^ 14-е 
саЬхег, Т. УП, Раг15 1803, рр. 240-249. иеиуары Парсееаля цит. въ прим. 
2) на стр. 573 ., также работы Фуры и Пуассона но натеиатической фи- 
зике. См. ТНеог9е апа1уидие Не 1а сЛо/виг, СЬ. IX, аг1. 375, 407, Оеиггез Не 



Роитгег^ Ь. I, рр. 433, 481—482 (подстановка ж=у| _, ] въ инте 

+00 



'№) 



,_ Г -«* 

1Г 1 в Нх^ 

•/ ""во 



гралъ V п у е Нх^ откуда получаются два новые интеграла 

-00 
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сл'Ьдоваяхя, произведенные въ начад'Ь нашего стол'Ьпя, ири- 
иели нало по налу къ совреиенной теор1н шнииыхъ интегра- 



+00 /ш+* 



. I Со9уЧу = 1/-^, I ЗлпуЧу = у^\ см. также *Ь$<1» аг1 420, рр. 

с/ — 00 •/ — 00 

505-506 неудачную попытку Фурье доказать, что подстановка х==^л^ У--! 
прйводитъ всякую произвольную функщю /х, даже неподчиненную закону 

непрерывности, вь виду А/+Л^ V— 1 (Фурье получяетъ А^я выражен! я А! 
н IV интегралы не ик'Ьющге никакого смысла; ср. лрим1;чан1е О, ВагЬоих 
къ 1». 506). РЫз9оп. 8<^соп(1 1пёшо1го зпг 1а (ИвШЬиМоп с1е 1*ё1ес1пс11;ё а 1а 
зигГаее с1ез согрв со11(1пс((Ч1Г8 (Ьи 1е 6 яер1. 1813)^ 01^5ге881о11 8иг 1е!$1п1ё- 
цга1ез с[ёГ1П]е8 е^ зиг 1а ьоштаНоп (1е Ц11е1(|пе8 зёпез^ аг1. 28, 30^ 31; Ме- 

тЫге* с1л 1а е111»5е (/ея зс, тшЬ, е/ ;)/<. <1р Г1п8(, (1е Ргапсе^ Апп. 1811^ 2-(1е рагИе 

Р. 1814, рр. 21У— 220, 223— 22«; — Мёто1ге зиг Га 1Ьёопе йез опйез. аг!;. 
13, Шт. ае ГАе. КоуаЫ Лез $с. Ле ПпИ. </е Ргапсе, Апп. 1816, Р. 1818. Т. I, 

рр. 99—101; — Мёто1ге зиг Пп^ё^гаЫоп (1е цое1ц!]е8 ё<|паиои8 11пёа1гез 
аих (ИЯёгепсез раг*., е^ рагИсп!. (1е Гёц. ^'ёпёга1о (1и топуешеп^ йев И- 
дшйез ё]а81;.; аг1. 12, 14-17, Мёт. <1е ГАс. Я. {/ 8с. (1е Г1пя1. Лг Рг.^ Апп. 
1818, Т. га, Р. 1820, рр. 141), 152—159; — ЗиИе Ли МвтЫге миг и» т1ёдга1е9 
(И/гтез. аг1. 17, ^оигп. ^е ГЁс. Ро1. 17-те саЬ., Т. X, Р. 1815. рр. 621- 
624, — Мёшо1ге япг 1а (1181пЬ. <1р 1а СЬа1еиг (1ап9 1р8 Согря 8оИ(1е8 (Ргёз. 
^ Ипз!. еп 1815), аг1. 17, 1^, 19, 70—72, ^ои^па^ </е ГКс Ро1уи 19-те саЬ. 
Г.ХП, Рапз, 1823, рр. 29— 35, 126— 132;-5есол</. тётЫге зит 1а и. (1е 1а СН, 
^ I. С. «., аг1;. 23—26, ЛЫ, рр. 293-300; — 8иИе Ли тётЫге зиг 1ез Ые- 
(1та1е$ Ле^, е( зиг 1п яоттаХгоп с1ез з^тгез. %ЫЛ аг1. 66, рр. 460- 461 — раСПрО 

стран, двойной интегр. формулы Фурье на функщи мним. перем'Ённ.; аг(- 

п т 

68—70, рр. 464—477 - ин1етрирован1е уравн. вида -^- = — ^; агЬ. 74 

Оу ОХ 

-80. рр. 481—501 -ЛГо«1>е//в* Рогтикз геШ. аих ТпЫдг, <Лё/,; КВ. аг1. 78: 
Формула Пареева.9л ДЛЯ р'Ьпг. ур, У=«+<^У, 

I ;*л ху:1Г -х^/ Г -А*\/-^ 

у = в — - - I 1од [1— е ^/(«+в ) ^ в • <^« л И б0Л*в об- 

1Цая формула, заменяющая рядъ Лагранжа: 



аРа 
йа 



1 (*+^ —ХУ/-1 — -ж У-1 

?^-Ра^ —\ /(х,«+в )е (/х. ГД-Ь /(х,«) = - 

Ц(1— в 1ра), — Ср. Рммоя. ТЬёог1е (1е 1ас11а1еиг, Ралз 1835; СЬ. VI. 
1)|<^гв«11<т зиг 1ез Ы, (1бз ёд, аих 6%1^егепсез раг1. агЬ. 75, 81, рр. 141 — 114, 
157— 159-, [аг1. 226, рр. 514—517]; Зирр1етет (1837), Хо^е В, рр. 39—40, 
43- 14 — КесЬегсЬсз аиг 1а ргоЬаЬ. с1с8 ^и^5егаеп^8 еп ша1:. сг1га. еЬ ей 
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ловъ. Новая эпоха открылась полвлешенъ^ въ 1825 году, 
знаиенитаго Меиуара Когии Объ Интегралахъ взятыхъ между 
Мнимыми иредЪлами. Зд'Ьсь виервые приложено было къ этому 
вопросу геометрическое изображен1е мнимыхъ величинъ и по- 
нят1е о мнимомъ интеграл'Ь получило полную ясность и опре- 
деленность *). 

Изъ всЬхъ работЪ) посвященныхъ занимающему насъ во- 
просу и появившихся до 1825 года наибол'Ье оригинальннии 



таиёге С1У. еЬс Р. 1837, СЬ. IV, аП. 94, рр. 246—248. аП. 97, 98, рр. 
254—258, аг1. 100, 101, рр. 264 267. - Р1апа. Мёто1ге заг 1е8 08сШаиоп8 
(1е8 1ате8 ёивИцнег», аг(:. 14—25, ^ои^п, иеГКг. /%/.. 17-те сак., Т. X, Р. 
1815, рр. 372—391 — приюжеше тооремы Нарсеваля о рядахъ; ср. •Ы*/., 

рр. 633 — 634: Хо1е $иг 1е Метогге <1е М. Иапа,— 1Ирро1у1е Уегтег. КесЬегсЬе 

8иг 1а зоштаиоп с1ев (егтез ие 1а .^ёпе (1е 1ау1ог е( 8иг 1е8 1п1ё($га1еа 

(1ё{1Ше8: ЛппаЫз ие та1Ь, р. е/ арр1. гё(1. р. ./. />. Иегдопп*:. 1. XV, К18те8, 

1824, рр. 105 - Ш"^; ср. ^ЬЫ. N016 зиг 1е Мёт. (1е М, Уегтег^ раг А/. Оег- 
(/оппе, рр. 360- 363. См. еще нему а])г Иоыи^ наиечатаиимй лишь нъ XX VШ 
тетради Журн. Полит, Шк. срр. 147—248), нисообщ. имъ Пар. Ак. Наукъ 
еще въ 1815 году: Мё1по1п» «иг (Иуегвез Гопника гекМуев й 1а ^Иёопе 
(^о^ 1ц1. (1ёГ., е(. киг 1а сопуегзшп (1е8 (11й'ёге1)се^> Гппез ёез ра138аисе8 еп 
1|1(ё|гг. (1е сеНе еярёсе; 1-ге рагИе, ^ 111, Кх(;га1(, рр. 31—41, 3-те р. §§ 
1. 11, рр. 56—74; эта работа наиисана въ Аоподнеи1е къ Лежаидровымъ 
нзыскан1я11Ъ о функши V и Лашасовымъ— по разностнолу исчисдешю. 
Кошн иодьзуется еще зд'Ьсь такимъ обозначеи1емъ опред'Ьденнато интеграда: 



^ 



ХЛх \ , какъииозже въ 19твтр. Журн, Пол. Шк,^ 1822 (см. ниже). 



Я упоминаю ЗД'ЬСЬ дишь о работахъ, которыя бьии мн'Ь доступны, 
умалчивая вм'Ьст^ съ т'Ьмъ о т^хъ мемуирахъ Кошн и Пуассона, о кото- 
рыхъ я буду говорить дагЬе. Упомянутые, мною авторы пользуются, для 
вычислен1я интеградовъ, мнимыми подстановнами. производимыми, кавъ 
въ перем'Ьнныхъ интеграцти, такъ я во входящвхъ въ интегралы пара- 
метрахъ. 

') Мёто1ге зиг 1е8 )п1ё^га1е8 (1ёГ1п1ез^ рпве» еп(;ге (1е8 ит1<;е8 1та- 

й^пахгез^ Раг. М. Лидизин ~ Ьои$з СаисЬу,, &с. А РаГ18, Лой! 1825. — 

Я не упоминаю зд'Ьсь о бол1е раинихъ изысвашяхъ Гаусса, которыя не 
были своевременно опубликованы и потому не им'Ьли иепосредствеинаго 
кл1я111я на развит1е науки. Я буду говорить объ этихь пзсг^дованхяхъ, 
а равно и о мемуар'Ё Коши и другихъ, подготовительныхъ работахъ вели- 
ваго фравцузскаго геометра въ обзор'Ь девятаго пер! ода. 
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I нЕтересныии являются первые труды Коши объ опред'Ьлен- 
ныхч. интегралахъ в одна, изъ работъ Пуассона. ОяЪ^ вжЬстк 
съ т'Ьлъ, приныкаютъ непосредстаенно къ трудаиъ геонетровъ 
прошлаго в'Ька и являются естественвыиъ ихъ продолжен1е1Ъ 
и доиолнен1б11ъ. 

Мекуаръ Коши иредставленный 11ари2Ско11 АкадбМ1И На- 
укъ въ 1814 году ^\ им'Ьетъ главною ц'Ьлью дополнить из- 
сл'Ьдован1я ')йлера и Лапласа о вычислен1и опред'Ьленныхъ 
интбграловъ помощью ]1НИ91Ыхъ выраген1Й и дать этому методу 
прочное основан1е ^). Такимъ основая1емъ служагь для Боши 
дифференц1альныя уравнен1я въ частныхъ производныхъ, кото- 
рымъ удовлетворяютъ веи1,естБенныя составляющ1я результата 
подстановки мнимой перем'Ьнной въ данную функшю; Эйлеръ^ 
какъ мы уже вид'Ьл(1^ нашелъ эти уравнентя^ и, хотя обратилъ 
на нихъ вниман1е^ но не воспользовался ими непосредственно 
для своего анализа. Коши обобщилъ эти уравненгя и привелъ 
весь вопросъ о вычислен1и опред1}ленныхъ интеграловъ посред- 
ствомъ мнимыхъ подстановокъ къ ихъ интегрирован1ю. 

Онъ начинаетъ съ разсмотр'Ьтя формулыу]/(с:).(/г, гд* ^ 

есть функц1Я отъ двухъ другихъ перем'Ьнныхъ х и у; /{г), какъ 
и у Эйлера^ — функц1я, принимающ1я вещественный значетя 



^) Мёшо1ге 8аг 1ез 1п(ё<4га1ев (1ё{1ше8^ 1а й ПпвШа! 1е22 Аой1 1814^ 
геши аа зесгёкапа!; роиг Ше 1трптё, 1е 14 вер^ешЬге 1825; Замаши Е(г. 
^ I. Р. 1827, рр. 599 зшу. Ср. ВиОеНп Лш 1а 8ос%Ш РН^^ота^^^ие, 1814, рр« 
161, 185 (И8влечен1е Пуассона). Мемуару этому предшествуетъ: Ех1га1( 
1111 ргосбз— увгЬа! (1е 1а $^ёапсе (1е 1а с1аз8е ёез 8с1епсе8 РЬу81чпе8 е! 
Ма(:11ё!га(1чие8 с1иЬип(11 7 поуетЬге 1814, содерж. <Каррог1;» Лежав дра о 
«ех. Коши. Си. ОеиугбБ сотр1ё1е8 *1^АидизИп СаисНу раЫ. 801181ас[1Г. 801еп1;. 
(1е ГАс. а. Зс. еЬс. 1-ге зёпе^-Т. I, Рапз МВСССЬХХХП, рр. 319—506 
'Рр. 321— 327— Ех1га1Г йи рг. уегЬ. &с.). Ьасгогх (Тт. (1п с. (3. еЬ йи с. 1. 
и Ш. аг(. 1216, рр. 497—500) даетъ св'Ьд'Ьн!я о мем. Коши, заимств. изъ 
изыечешя Пуассона въ ВиИ. Ле 1а 8ос. РШ. Коши снабдихъ изд. своего мем. 
прих-Ёчатями, «роиг ]п(11даег 1а шашегё (1е 81трИПег 1е8 Гогти1е8 он (1'еп 
(1гег (1е попуеапх гёзпиа1;з*; эти прим^чан1я указываютъ вм'ЬстФ съгЬмъ 
на связь первоначал ьныхъ разсужден1й и выводовъ Коши съ его поздней- 
шими работами. 

') Мёт. зиг 1еш Ы, ^ё/. 1п1;го(111с41оп, Оеиугез с. ^'Аи\ СаисНу^ 1-ге 
8., 1;. I, рр. 329-330. 
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при вещественныхг же величиппхъ нерем'Ьнной с. Дифферен- 
цируя этотъ иитегралъ сначала по х^ зат'Ьмъ по у^ а потомъ, 
наоборотъ, по у и пс л:^ и сравнивая полученные результаты^ 
мы придемъ къ уравнен! ю 

*№). I» ^ ЮЬ) ■ % ' _ 

ду дх 

Полагая ;г=Д/+Л7|/ — 1, гд* М и N суть камя нибудь 
функщи огь X к у^ я. введя обояначеп1я 

р,дм _ р.,дк ^ ^ рдм _ р„дм ^ ^^ 

дх дх ^ ду ду 

р, дN_ . р„ дМ _ ,р р, дК , р„ дМ ^ у 
дх дх ' ду ду 

Кошя придаетъ этому уравнон1ю такой видъ: 

<).'^' , дТ , . ди , дУ , . 

ду ду дх дх 

:»то уравнен1о распадается па два: 

(1) ^^'^. = ^^ (1)' ^'^' = ^ 

ду дх ' ду дх 

которыя легко пров'Ьрить непосредственнымъ дифференцирова- 
шемъ; при М^=х, хУ=гу, он* превращаются въ Эйлеровы *). 

«Эти два уравнен1я», говорит7. Коти, «за1:л10чаютъ въ 
себ'к всю теор1ю перехода отъ вещественнаго къ инииоиу, и 
намъ остается только показать какъ ими пользоваться» ^). 

Умноживъ об'Ь части каждаго изъ этихъ уравнен1й на 
((х^у, проиятегрируемъ ихъ между некоторыми вещественными 



') Ср. Мёт. миг /ва Ы. с1е/. II, Ргет. аррИс, 1. с. р. 339; ср. цред. <5Т|ь 
*) /Ы. Ргет. рагИе. I, ЕхровШоп 8евёга1е с1е 1а тёи10(1е, 1. с. рр. 
Зоб— 338; ср. 1тгоа,, рр. 330—331. 
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иред'Ьлами ПбремЪнныхъ х а ц : тогда получииъ интеградь- 
ныя ;равнен1я 

•)а:, ^x^ ^у^ щ)у^ 

(2)'.. . . Г' г'<ь - С"*' т'их = ('" Г'(1у — С'^^'.^гу, 

•/^1 •)*! •/У! «/у» 

гд4 й!', 5", Т\ Г" обозначаюгь »начен1я 8 1 Т соотв'Ьтству- 
юпця пред'Ьлакъ иврвм*нной у^ а (/', (/', Р^\ У'\ — значенхя 
О к V соотв4тствующ1я пред-Ьданъ х *) 

Цолучвпиыя соотно111ен1Я I служнтъ для нахохдби1я но- 
выхъ иятеграловъ; лриложенхю этихъ фориулъ къ частннмъ 
арпЪражъ посвящена первая часть иеиуара Коши ^). 



*) М4т. йыг 1е$ Ш. <///., рр. 338—339. 

') Ргбго1ёге раг^е. Без ёяпа11оп8 ^п^ аи(;оп8еп(; 1е равзаё^ ^^^ ^^^^ 
а Гша^пазге; 1. с. рр. 336 -377. Кошн разсн. случаи: 1) М=х^ У=у (II, 
рр. 339-349): 2) М^=ах, N=xу (Ш, рр. 349-367); !3) М^хСму, N=xа^пу 
(IV, рр. 357—359); 4) М=ау\ ^==ху (V, рр. 369-362)-, § VI носитъ наз- 
вание: Ве 1а 8ёрага(10п (1е8 ехропеп^хеИез; Коши разсматриваетъ 8Д'|{сь 
фуикцяю вида ^Созг, гд'Ь я в г суть функщ! отъ X и повазываетъ, что 

оодстановЕа ввсксто «, М ±N У—1 придаетъ фунвщямъ 5, СГ, Т и Г 

--Т,# , 7ев-р7дв "^^^•^ ^ ' ^^^ Аифф- уравнеюя овязнвающя 
^9 в 17, Г я Г, распадаются въ этонъ случае на дв'Ь пары: ^ ** — ^ = 

^У 

дх ^ ду дх ду дх ^ 

дУТ^й I д\У.€ ) 

-Ь-? :._ »: _^— ? 1-, кавовня уравнбшя служагь для нахож де- 
ду дх 

П1Я цйдато ряда новыхъ жнтетраловъ.— Нужно заметить что Коши пншетъ 
везд-Ь въ евоемъ нем. л вн'Ьсто у. 
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Выводъ уравненШ (2) и (2)' опирается на предполохе- 
Н1И независииостж величинъ дво1ныхъ интеграювъ: 

отъ иорядка^ въ которомъ производится интеграц1я по перем'Ьн- 
нниъ X ж у, 2ь 8Т0, въ СВОЮ очврвдь, прбдполагаетъ, что фунв- 

. д8 дТ . , д^ дУ 

Ц1И — , — , а слъдовательно и — — , — остаются вонеч- 
ду ду ох ох 

ныии и вподн'Ь опред^^ленными въ пред'Ьлахъ интеграц1и ^). 

При отсутств1и этого услов1я^ янтегрироваше уравнеч1й 
(1) и (1)' приводитъ къ фориулаиъ 

(3). . . . ^"'8''с1х - {"'8'(1х+А = С'^^^^'г^у- С'*С/% 

щ)^1 •/«1 «/Уй %)У1 

(Зу. . . . ^"'Г'(1х - ^^'Тс1х+В = ^'У"(1у- С'Ч''(/у, 

%;ат^ щ)х^ ^у^ щ)у^ 

4'дЪ А Л В представляютъ, соотв'Ьтственпо, приращен1я двоВ- 
ныхъ интеграловъ : 

I * \ * — с1у Лх — 11 ' ^- (^^(^У и 1 1 ' ^:- (/у б^ж — 



щЗУх^^х 



^1 ^у^ 



происшбдш1я отъ изм'ЬнбН1я порядка перем'Ьнныхъ интегращи ^). 



^) Мёт. виг Ыя тй, 4щ[. Рг. р. I, 1. С. рр. 338—339, 8ес. рагМе, 1, 
рр. 378—379. 

^) 1Ш, Зес. рат1., Бее 1111бдга1е8 дооЫев чих ее ргёзеп(еп( зоне апе 
^огте 1п<1ё1;бгтшёе^ I. рр. 379—381. 
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Во второй части своего иемуара Боши показываеть, кавь 
находить таш приращенхя ^). 

Чтобы лучше уяснить себ'Ь задачу Боши^ ни разсиотрииъ 

его уравнен1я съ точки зрФн1я понятШ и обозначен^ совре- 

16НН01 теор1и ФУНБЦ1Й. Интогрироваше, по прии'Ьру Боши, 

^5 61] 
разности — — , въ предподожеиш непрерывности и опре- 

ду дх 

. д8 дП 

дъябиности ' — и — въ предълахъ интегращи. приведетъ 

ду дх 
н&еъ яегко въ такому равенству : 

(4). ... С" С-С^/ - '") Ш, = С-5'^х- С-в-Л, - 






Вторая часть этого равенства есть ничто иное какъ ий- 
тегралъ ^(^(1х -|" Шу) взятый ио контуру прямоугольника 

[^1^11 ^^Ух-^ ^2^2*) ^1^2] ^'^ отрицательноиъ направлеши. Ра- 
венство наше внражаетъ^ такимъ образомъ^ частный случай 
теореиы Грина для функщй двухъ переменны хъ независимыхъ ^). 
Равенство (1) Боши выражаетъ^ что названный криволинейный 



*) Мет, шиг Ы %п1. (/^/. 8ес. раг^.^ П. 8аг 1а (ИШгепсе с1е8 уа1еиг8 дае гедо1( 
1те1п(. дооЫе ш<1ё(. ге1а(;. апх (1еох уаг. хеХл, 8111уап( ^^*оп у впЪаМ^ае, 
(1а118 (оаз 1е8 ё1ётеп18 й 1а 1*018 1е8 уа1. <1е х ауаШ се11е8 (1е я, оа 1е8 уа1. 
(1е * ау. сеПеа с1е х, рр. 388—402; 1У. 8пг 1а уа1е11г^ еп 1;егте8 П1|18^ <1е 
1а ^11ап(. гергёв. раг Л^ рр. 406-419. Ср. поздн'ЬйшаЯ мемуаръ Коши: 
Об ИпПпепее чпе реа( ауо1г, 8иг апе 1п1ёцга1е с1оаЫе. Гог(1ге (1ап8 1ечце1 
оп е1Гес1;11в 1е8 {п^ёртаМопв, ЕхёгЫсем (1е Мык^т, 1. 1, Рап8 1826, рр. 86 8111У, 
ВнИе^й! Ле 1а Зое. РШот.^ 1822; ВЪ дополн. къ этимъ работ. Кошн си. за- 
гктку Оетр<пра9ека1о: Ко(е 811Г 1е8 1п(. с1ёПп1е8 (Ьп 1е 29 Ос!. 1828), Мёт. 
^ 1'Ле. I. |/. 8с. (1е В^.-Р^. У1-те аёг.. 8С. тагЬ., рЬуз. е! паЦ Т. I. 81;.'Р. 
1831, рр. 117—122. 

') веогдв Сгееп. Ап езаау ОП !Ьв арр11са11оп оГ Ма1;Ъет. Апа17818 1о 
1Ье ТЪеопе^ оГ Б1вс1г. апг1 Ма^пвНзш. Nо^ип6^^1ат, 1828*, (7епега1 ргеИ- 
шпагу гмаНа, р. Ю И 



584 И. ТИМЧЕНКО. 112 

интогралъ = О 1фи томъ услов!», что иодъвнтегральная ве- 
личина иредставляет'ь полный дифференд1алъ ^). Величина А 
въ равенств'Ь (3) равна тому же интегралу., но взятому въ по- 
ложительнохъ направлен^. 

При Мг=х, ^г=1у равенства наши упрощаются и обпа- 
руживаютъ яск'Ье связь съ теорхен функщй мнимаго перем'Ьн- 
наго. Полагая /(а?Ч-?/(/ — 1)=гг4-?У — 1, мы будемъ ииФтъ, 
и'Ьняя 8 на гг^ а II я^—V^ вм'Ьсто равенства (4), такое 
равенство: 

точно также получииъ; 

гд'Ь двойные интеграла распространяются на площадь прямо- 
угольника [^хУх^ ^%У\у ^чУг-^ ^1^2] ^ криволинейные интегра- 
лы по вторыхъ частяхъ берутся по контуру того же прямоуголь- 
ника въ отрицательномъ направлеши. 

Уравнен1я (3) и (3)' превращаются въ 

^ л Г ^"^ положительномъ иаправленхи; 

откуда 



^) Еоши первый воспользовался впос1'Ьдетв1и чаотнымъ олуч. т. Гри- 
на Д1Я вывода^ въ общемъ внд'Ь, основнаго предюженхя теор1И мним, ин- 
тегр., доказаниаго имъ первопач. съ помошью вар1ац. исчиел.: см. Со1яр<е1 
ВлпЛи*^ 1846, 2-е 8ега., 8иг 1ез ш1е.^га1е8 ^и^ 8'ё1оп(1оп1; й копе 1е$ рохаи 
й'иие соигЬе Гегтёе, р. 251, п: ср. А, Р.шдвкелт, ПоЬег йен СаисЬу' всЬеп 
Ъие^! а1$аи, ^Иъ,-Вег. (/. МипсН. Ак, 1895. рр. 39—40 (прим-Ьч.;, рр. 43-45;- 
2,пт СапсЬу'бсЬеп 1п1ебга1яа(2е, Ш<1., рр. 303—304. 
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прнчемъ интеградъ во второй части берется въ подожительнонъ 
напраыеши все по тому же контуру прямоугольника [х^у^^^ х^у^у 

Если вс1( Т0ЧК1. въ которыхъ — принимаетъ неонред'Ь- 

ду 

Я6НННЯ значетя, леяштъ внутри этого контура, то А есть ве- 
щественная слагающая интегральнаго вычета '&({^'г)) для дан- 
наго прямоугольника. Въ т'Ьлъ случаяхъ^ когда эти критичес- 
ш точки лбжатъ на самомъ контур'Ь, внчисленхе величины А 
усложняется соотв'Ьтствующимъ образомъ. Въ него входятъ 
тогда особенные интегралы взятые по безконечно малымъ конту- 
турамъ, огибающимъ критическ1Я точки. Зам'Ьняя интегралъ 
взятый по контуру, проходящему черезъ критическ1я точки^ его 
х^шенымь значен1емъ, мы введемъ въ выражеше Л^ въ случае 
конечности этого главнаго значен1я<^ вещественны я слагающхя 
неиолвыхъ вычетовъ этихъ точекъ, соответственно длин'Ь и рас- 
аоложев1ю огибающихъ круговыхъ контуровъ '). 

Общая задача вычислешя величины А соотв'Ьтствующей 

интегралу I V ,- (1хйу^ сводится, согласно зам'Ьчан1ю Коши^ 

къ тому простейшему случаю, когда въ предЪлахъ интегра- 
цш находится лишь одна пара величинъ X и 7 перемен- 
ннхъ а; и 2^, сообщающихъ функщи К^<р{х,у) отъ этихъ 
переиенныхъ неопределенное значете ^). Онъ рФшаетъ задачу 
сначала въ томъ случае, когда эта критическая точка совпа- 
даегь съ одной изъ вершинъ прямоугольника интегращи. 



*) Коши санъ иреА0Стави1Ъ свои выводы съ тавой точки 8р1$ы1я въ 
евоихъ позди'Ьйшнхъ работахъ, начиная съ мемуара объ инт. м. ынин. 
пред. цит. въ прим. 1) на стр. 578 и отчасти въ иримЬч. къ разбир« мем.; 
ны будемъ говорить объ этоиъ подробно въ обзоре девятаю перхода. 

») Мёт. $иг и* па. и/, 8вс. р. IV, !• с, р. 407; •Ыс/-, V, р. 421, II, 
р. 401. «^иап( апх 8у81ёте8 (1е уа1епг8 чи! ропггатеп! геп(]ге 1а {опсиоп 
К хпПпхе, поив пепоив еа осснрегопз раз», зам'Ьчаетъ тутъ Коши, «рагсе 
^11е се1(е С1Гсоп81;апсе пе зе ргё8еп1е раз ^'от(11па1гс <1ап8 1а 1Ьёопе (]ез 
1п1ёвга1ез ёоаЫез дие поаз ауопв й соп81(1ёгег>. 

Зко. Ткшя. Отд. т. XIX. % 
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33^» 



162- 



между пред'Ьдамн х^^ х^, ^1+^^^ У%9 Д'Ь /) бвзконечно малая^ 
исчезающая вежйчина, мы пожучжнъ разнчные результаты^ 
сиотря по тому^ заетавинъ и мн исчезнуть т^ до или послЪ 
интеграци по х, Въ первомъ блуча'Ь^ какъ показываетъ Коши. 

ны получижъ ннтегражъ I \ - ауах^ во второиъ — ин- 

тегралъ \ I __ ахау '). 
•;У1«;«1 ^У 

Разность А между этиин результатами выражается опре- 
дФленнымъ интеграломъ \ [<р(л?^1) — ?(^^У1^-^^)]<'^> в'ь ко- 

торомъ нужно положить 71=0, лишь послЪ ввполнен1Я инте- 
грац1и по X ^). Это выраженхе для А можно упростить, раз- 
лагая! ^'^(ХуУ1-\-г1)(1х на два слагаемыхъ: 

замечая, что второе слагаемое, въ пред'ЬлФ при 6=0^ г^^=^0 

обращается въ I \{х4/1)с1х^ мы получимъ для внражешя Л 
интегралъ 

— \ 9(^1 +^1^1+^)^^ 1'Д* ® предполагается безконечно ма- 
лнмъ, а 7] сл11дуетъ положить = О посл'Ь интегращи по х'). 



') вит. «мг 1и Ш. Л^. 8ес. р., II, РгоЫ. I, 1. С. рр. 888—391. 
'3 Шй. р. 391, форм. (11). 

») 1Ш., рр. 392-393; р. 394— соотв. формула для того случ., когда 
точка (X, Т) совпадаетъ съ другой вершиной прямоуг. интеграц1я; РР- 

394— 396,— ПрНМ'ЬрЪ: ^аау(д^) га * ^ . 
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Подобныя же внражешя получаются для А^ когда критическая 
точка еовпадаетъ съ другими вершинами прямоугольника ин- 
теграц1и. Когда эта точка лежитъ внутри прямоугольника^ т. 
е. когда х^<Х<х^ и у^<У<у%.^ Дм А получается внра* 
хбН1е: 

Интегралн, сдужащ1я для внчисленхя А, получили отъ 
Боши назван1е особенныхъ интегралоеь ^). Для д'Ьйствитель- 
наго вычислеи1я пъ въ общемъ случа'Ь, онъ раэсиатриваетъ 

функщю Д;г) въ форм* -^ , гд4 Ф(2) и Р{1и) остаются ко- 

въ предал ахъ интегращи; соотв'Ьтствующ1я функц1и подъ зна- 
каии днойннхъ интеграловъ делаются, следовательно, неопре- 
деленными лишь при значеши гг^а^^}/ — 1^ обращающемъ въ 
нуль знаменатель Р(г) ^). 



>) М^т. 9иг 1ея^ Ы. Ш. 8ес. р., II, 1. С. рр. 396--397; форм. (13), 
да1-1е, рр. 397— 402— орнм'Ьры и н'Ъвот«)рыя общ1я зам^чанхя. 

') 1Ьи.^ р. 394. Коши досвятилъ этимъ интеградамъ отд'Ьдьное прн- 
м1}чан1е къ мемуару: ТЬёопе <1е 1а ргора^аНоп без опс1е8 й 1а аагГасе 
(1*1111 Пш(]е резан! ^'пое рго^оп(!е11г 1пс1ё6п1еч предст. ПариясЕ. Ак. Д1я 
соисв. прем1н въ 1815 году: Ко1;е ХУШ. 8иг 1е8 1п1;ёвга1е8 ^ё^шев 81п^а- 
Иёгез е( 1е8 уа1еиг8 рппс1ра1е8 ёез 1п(ёбга1е8 1п(1ё(;вгт111ёе8, Шт. рЫш. 
р. (/|«. ЮФ. (^ 2Ме. г. Лы 8е. е^е. 8с. таЛ Ы рк, %, I, Р. 1827. Оеи^ге» сотри 
Н'Лид. СаиеЬу^' 1*ге зёНо, ^ 1^ рр. 288 ~ 299. Онъ даетъ ад'Ьсь такое 
0ПрвД'Ь1ен1е особ, интеграла: «^'арр611е Ыёдгаи^И^Ше ппдиНёге ипе 1П1бкга1в 
рп8е ге1а11уешеп1 й апе оп ^ р1а91еог8 уатЫез еп1;ге (1ез ИшКез (гёз 
гарргосЬёез с[е сег1а!ае8 уаЬигз раг^саИёгез аипЬпёез й сез тбтез уа- 
паЫез, зауо1г ее уа1еигз 1пЯп1теп1; §гап(]е8, оп с[е уа1еаг8 роаг 1ез^ие11е8 

1а Гопеиоп зоне 1е 81рте Г (1еу1еп1; хпИше оп 1П(1ё1;егт1пёе> (р. 288). См. 

еще Шлите Ле$ Ьедоп» <1оппёе» д РЕс. г, Ро1у(ш $иг /е са1с, |ц/т.^ Ь, I* Р. 1823, 
ХХУ-те 16^011. Таше интегралы встречались, какъ мы увидимъ ннже^ еще 
геонетрамъ лрошлаго в^ва. Ср. еще въ мемуар^ Пуассона- Мёто*ге »иг 
1а Шг%Ьи1, Ли 1а ска1. Лат 1в$ еогрш »о1. ЦИТ. ВЪ дрим. на СТр. 577, аг( ., 
18, 19, 70—72, рр. 32-34, 34 -35, 126—132, гевр. 

') Шт. виг и» га^ Л4^., 8ес. р., IV. Зпг 1а та1еаг, еп 1егте8 Г11118, де 
1а дшшШё гергёзеп^ёе раг Л^ Ь с. рр. 408—409. 



и 
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Кошк получаетъ для значвий А^ VI А^ величины А^ от- 
носящихся соответственно къ интеграламъ \\—(1х(1у и 

— их йуу въ првд*лахъ интеграц1и которнхъ лежатъ 

ду 

значен1Л х^=Х и ^=Г, удовлетворяющ1д одновременно урав- 
нешяиъ Л^=а и N•=^^, так1я вырахенгя: 

гд'Ь X я |л вещественныя величины^ опред'Ьляеиыя равенствомъ 

Таковы величины А^ и ^4^, остающхяся конечными^ когда 
одновременно X не равно одному изъ пред^лонъ х, а У — 
одному изъ пред'Ьловъ у\ если одно изъ этихъ равенствъ 
им4етъ мЪсто, то -4|»|Х7С, А^=.\%'^ вс* эти формулы приме- 
нимы лишь въ томъ случае, когда а + ру/ — 1 — простой ко- 
рень уравнеия 1^(^;)=^0*); достойно занечан1я, при этомъ, что 
полученные результаты совершенно независятъ отъ того, како- 
вы функц1и Л/ и Л^, употребляемыя для подстановки г=^/Н-Лу— 1. 

Доказать эти иредложен1я очень легко въ простМшемъ, 
и наиболее интересноиъ для насъ случае подстановки г = 
х\у^ — 1- Отбрасывая высш1я степени безкопечно мадыхъ 
ё и >], мы получимъ, въ этомъ случае, следующ1я выражен1Я 
для 5=и и Т=^V : 

Хе— [АУ) ^ — 1^^— Хт) 



*} Шчл, йыг. 1е$ Ш. (Ц^, р. 409 и прим. (1), форм* (А)^ которая, оо 

8ам'Ьчан1ю Кошн, можетъ быть еще написана такъ: </(а + /З У-Л+е) = 

Я— ^ ^—1, гдЬ € бевк. ма1. вел» [форм. (В)],- дад'Ье, выводъ формудъ 
Л,^»2^7г и А^^2кп, рр. 409—412. 

*) 1Ш. р. 413; ер. прим. (1), рр. 412—413. 
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I, предполагая^ что х^^^Х^х^, а У1<1^<1У2^ найдемъ так1я 
зиачбН1я А: 

'■ = * Гл'т?- ''=''"• '^'* 1йЬ- *=*^"' 

соотв4тствующ1я интсграланъ \\—(1хс1уш 11 - (1х(1у ^). 

Когда Л=дг, или ж^, 1^=У| или у^, ^1| и -^^.^ Ям4ютг ко- 
нечння чпачбП1я лишь когда Х=0 и (х=:0, соответственно; 
эти значешя аависятъ уже однако отъ ф;нкц1Й М и IV; при 

А/=д:, Л^=у, /1,= * ;лтс, если Х=0, и А^^^\п^ если |х=0*). 

Если уравнен1е /^(2)=0 инЬетъ несколько корней, заклю- 
ченныхъ между пред'Ьлаии интегращи, то полное значенхе А 
равно суми'Ь частныхъ значенШ этой величины^ относящихся 
Бь каждому корню въ отд'Ьльности 3). Исходя изъ этихъ на- 
чадъ^ Коши вывелъ множество важннхъ формулъ и теоремъ *). 



*) ЛГеш. $иг и» Ы. Л4/. 8ес. РъIV^ Ь с. р. 141: «оп Сгопуега ёопс 1е8 
тбтез уа1е11Г8 (1е А^ ^11е^1ез 4ие 801еп1 1ез уа1еаг8 (1е А! е! с1е А' — Зпр- 
Р080П8 раг ехетр1е, М=х^ Л=л: ...... 

') Ддя случая, когда Х=^^ Я1я х, , У=У1 иди у, , Кошн подучаетъ 

п С дМ 

формулу [ф. (20), р. 412] : А^=^(-^ ± агыд—) ± со Л , гд* С « -^- . 

дМ ,д1^дМ дМ д^_ _ дМ^ дЛ_, дд^ дМ д1(^ д^__ 

дУ + а5 • дУ' дХ ' дУ дГ ' дХ' дХ' дУ дХ'^ дТ Р^^У^^' 

дМ дМ дN а]У 
таты иодст. х^Х^ у=} въ части, произв. , - -, , — соотвътств.; 

Ч2енъ 00 л обращается въ нуль при Я=0-, звавъ — при агыд соотв. олуч. 
Л:=:х„ Г=у1; Х=х„ Г=у„ знакъ +^ двумъ друг, случ.; ср. р. 415 и V, 
р. 420, и с. 

*) Ср. прим. 2) иа стр. 585. 

•) См. Мёт, яиг Ыя ЫЫдг. (Ц/. 8ес. р.» V. Ргет1ёге аррИсаИоп, роаг 
^а1ге 801(;е ап § II с1е 1а ртет1ёге рагИе (1е се тёто1ге, 1. с. рр. 420—463, 
-иодст. Я=х, ^^=«; VI. Зесопйе аррИоаИоп, ропг Ыге 8ш1в ап §Ш (1е 
1а рге1П1(^ге раШе, рр* 463 — 465; ср. прим. 2) на стр. 581; въ § IV, 
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Я упомяну только объ одной^ наибол'Ье интересной для насъ 
теоренЪ; она состонтъ въ сл'Ьдующеиъ ^): 

Пусть -— ^ =1>(^) — Функц1и отъ ;е=д;+уу' — 1, тако- 

1 

го рода, что уравнеше — ^ не йн-Ьеть кратныхъ корней. Пред- 

положимъ^ сверхъ того^ что вещественная и инииая ея части 
непрерывныя функц1и отъ у, исчевающ1я ири безконечно бодь- 
шихъ ноложительныхъ^ или отрицательныхъ значен1яхъ х, и 
ири поюжительннхъ безконечно большихъ значен1яхъ у; тогда 



»ао 



I )9(а;)е]{а;=произведен1ю 21с на сумму значен1й (1 соотвФт- 

ствующихъ положительнымъ и отрицательнниъ величинаиъ а^ 
но положительнымъ значешямъ р. 



рр. 415 — 419у Коши даетъ особыя формулы д^и^ ннтеграловъ 

^.е ) 



^а'' лЬ" —В" ^" /•Ь" 



д» 



Лх <1я; прндожен1Я этихъ 



формулъ см. въ § УП, Тго181ёте аррИса11оп, роаг Га1ге зп1(;е аи § УХ с[е 
1а ргет1ёге раг^хе, рр. 465—475. Н'^вотор. важн'Ьйшхе результаты наход- 
въ н'Ьск. иномъ вид'Ь въ Ши виг 1е» *т. сИ/. $шд, ей. цит. въ прим. 2) на 

стр. 587 и Вёлитё <1е» Ье^оп» Нопп^ а РЕс. г. РЫуи зиг 1е Са1еи1 ТпДп Т. 1^ 
Р. 1823, ХХХП-те Ье^оп, 8иг 1е разза^е (1е8 1111. 1Пс1ёГ апх 1п1. ёёГ., 
ХХХ1У-те Ьедоп^ Сотрага18оп (1е8 ёепх езрёсез (1'1п(ё^га1е8 31тр1ез ди! 
гёзпиеп! с[ап8 сег(а1сз саз (1'ипе Хп^ё^гаНоп (1опЪ1с. См. еше Мёт. виг 
1'1п1ёдга(;10п с1е8 ёч- Ип. аих ёШётепсез раП. е1 к соеЕ сопз^апз (Рг. 
й ГАс. г. (1. ВС. 1в 16 зер!. 1822). Раг М. АидиаЫп СаисКу^ Лит, (и 1'Ёс. Ро1.^ 
19-ше саЪ., Р* 1823, ОЬзегуаНопв ^ёпёга1в8 е1 а(1(11иоп8ч рр. 571—590. 

*3 Мет, $иг 1еа •п«. <И/., 8ес. раг1., § У I, ТНёогЫе I, 1. с рр. 427-430; 
ср. предшеств. СогЫ1мге 1^ (въ общимъ завлюч. § УХ) рр. 425 — (26. Ср. 
объ этомъ предюяБ. Еёяитё, <1, Ье^. зиг 1е С. /• 1. С. ВЪ пред, прим ., рр. 
135—136, форм. (13) и (14); Лит. с1е РКс РЫ. 19 те саЬ., рр. 575—577; 
М4т, зиг. 1ез %п1. <1ё/, рпзез еп(ге ё, Ыт. гтад,^ рр. 30 — 35^, И ВЪ Особ. мем. 

Коши: Мёт. ей г 1е8 1п1. с[ё1^., ой ]*оп (1оппе ипе 1огт1]1е ^гёпёга1е (]е 1а- 
диеИе зе (1ё<1ш8еп1 1е8 уа1епг8 с1е 1а р1праг1 с1е8 1п1. (1ё^ ^ё^а соппиез е( 
сеИез (1'ип ^гапс1 потЪге д'а111;ге8; АппаШ бе МагН, ригез еь арр1. гё<1. раг. 

^. В. Овгдоппе еЬ ^. Е. ТНотаз-^Ьа9етё<1е, Т. ХУХ, Х13тв8 1826, рр. 97— 
108, Т. ХУ11, N. 1826, рр. 84—127. 
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СлЪдуотъ зан'Ьтить^ что мвиуаръ Коши написан?» совер- 
шенно еще въ дух'Ь разсматриваемой нами эпохи: — опред'Ьлбн- 
ный ннтегралъ есть для него лишь разность пред'Ьльннхъ зна- 
чен1й неопред'Ьлеянаго интеграла или первообразной функц1и подъ- 
внтегральнаго дифференц)ала ^). Новыиъ шагоиъ въ развит1и 
П0ВЯТ1Я объ оиреД'Ьленномъ интеграл'Ь является, у Коши, лишь 
распространен1е этого опред'Ьлен1я на тотъ случай, когда перво- 
образная функц1я иретери'Ьваетъ разрывъ непрерывности между 
пред'Ьлаии интеграц1и: разность пред'Ьльныхъ значен1й должна 
быть уменьшена, въ этокъ случа'Ь, на суииу величинъ испы- 
танннхъ первообразной функщей скачковъ ^). Интересенъ для 
насъ прим'Ьръ, приводиинй при этоиъ Боши — логариеииче- 

скаго интеграла \ _ . Въ этомъ прин'ЬрФ первообразная 

функщя =/(^); обозначая черезъ С очень малую величину^ 
мы будеиъ имЪть вообще 

за исключен1емъ того случая, когда 2:=0, ибо тогда 

Скачокъ испытываемой первообразной функщей есть та- 
кямъ образомъ Д^ — /( — 1), и 



5 



^ /^4)— /(— 2)-А = г(4)— /(2). 



*) Ср. М4т, лиг, 1е$ Ш, Ле^.^ 8ес. р. § Ш, Зиг 1а сооуешоп с1е8 1п- 
1ё8га1е8 1пйё(1П1е8 еп 1п*ё8га1е8 ёёСп^еа^ 1. с. рр. 402 — 403. — Ояред-Ьдв- 
Н1в интеграла какъ дред'Ьла суииы дано Коши въ перв. разъ въ 1ишит1 
(1е$ Ьв?. »иг 1е Са1с. 1п/., ХХ1-те Ьед.; ср. ^. <1е ГЁсРЫ^ Х1Х-те саЬ., 1. с. 
въ арим. 4) къ стр. 589, р. 571 и Р. 8. рр. 590—592. 

') Мет. зиг кя |*я/. <^</'., 8ес. р., Ш, рр. 403—404; въ прим, (1) *Ы€1, 
Коши заиЬчаетъ, что находимый имъ значен1Я опред. интегр. представд 
ихъ главныл значемя; объ этихъ гдавн. энач. иы будеиъ говорить ниас. 
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€ Такинъ образомъ интегралъ 1 — ии'Ьетъ туже ве личи- 

ну, какую шиЬлъ бы, если бы бы лъ взятъ между пред'Ьл аяи -{- 2, -(- 4; 
и сл'кдовательно, тотъже интегралъ исчезаегь между пред^^а- 
мн 2= — 2, г = -\-2] что, впрочемъ, очевидно, такъкакъ меж- 
ду этими посл'Ьднями пред'Ьлами всЬ элементы попарно равны 
и им'кютъ обратные знаки >^). 

Мы увидимъ въ обзорЪ сл^^дующаго пергода, какъ Еоши 
переработалъ результаты своихъ первыхъ изслФдован1Й при 
св'ЬтФ новыхъ идей, которыя мало по малу созр'Ьвали у него 
въ ум'Ь по м'ЬрЪ накоплен1я опыта и бол'Ье глубокихъ размы- 
шлен1й о началахъ высшаго анализа, и какъ эти именно ре- 
зультаты положены были въ оенован1е новой, открытой имъ 
теор1и фуикц1й. 

Бол'Ье простую и ясную^ хотя и не мен'Ье важную роль, 
чЪмъ въ разсмотр'Ьнной нами работ*]} Коши, исполняютъ мнимыя 
выражен1я въ замЪчательномъ мемуарФ Пуассона ^) объ 
опред'Ьленныхъ интегралахъ, въ той его части, которая была 
напечатана въ 1820 году въ 18-ой тетради « Журнала 11ариж- 
ской Политехнической Школы >^). Разсужденхя Пуассона, о 



у 



•) Мёт, миг 1е9 т/. «/е/., 8ес. р., Ш, Ехетр1б 1,рр. 404— 405. Въ уао- 
хянутомъ прин'Ьчан1и (1) Коши говорнтъ, что общее 8начеи1е ннтеграда 

— представляется форму юй /(4) -/(2)+/^, гд* /^=/(-^-)=^(1С), а К 

проивв* пост. Ср. %Ш. § V, рр. 433 — 434. 

*) 89тёоп—Вепи РЫя$оп род. ВЪ 1781 Г., ум. ВЪ 1840 г. См. его б10гра- 
фш у Агадо. N011068 Ыо^г. 1. II, рр. 592—698: Рошоп. (Оепуге роз1Ь.) 
61ортарЬ1е 1ие раг ех^гаНз еп зёапсе раЫ. деГАс. (1. 8с., 1е16Ьёс.1850, 
съ придож* списка работъ П. сост. имъ самимъ а надтр. р1;чи произн. 
Араго 30 Апр. 1840г., и статью Д. Бобылева въ Эициклоп. Сдопар'Ь Брок- 
гауза и Бфрона, т. 25, стр. 741—742. 

•) Мётоие зпг 1ез ш1ё^га1е8 йёйпхез. ЗоитаЬ <1е ГКс ГЫ.у 16-те 
саЬ.. 1;. IX, Раг1в 1813, рр. 215—246; БиКе (1и Мет. &ог. кз 1пе. (1ёГ.1 
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которнхъ я буду говорить, помещены въ этомъ мемуар* подъ 
заглав1б1ъ; сОбъ интегралахъ фунсц1й обращающихся въ без- 
конечность между иред'Ьлаии интегращи и о пользован1и нни- 
МЫ1И кодичестваии при вычислевти опред^Ьленныхъ интегра- 
ловъ>^). Они, сл'Ьдовательно, ии'Ьютъ своею ц'Ьлью разройте- 
т т'Ьхъ именно недоуи4н1й, о которыхъ говорить Лакруа въ 
приведенной иною выше выдержк^Ь о логариеиахъ отрицатель- 
ннхъ чиселъ ^). 

Первыя затруднен1я связанный съ вычислешемъ интегрсчла 
въ тоиъ случа'Ь, когда подъинтегральная функц1я обращается 
въ безконечность между иред'Ьлами интеграцш^ были встрече- 
ны яатеиатикяии въ геометрической теор1и логариемовъ. 

Мы видЪди^ какъ Даламбертъ, въ мемуарЪ о логариемахъ 

отрицательныхъ чиселъ, разсуждалъ объ интеграл* V -^, взя- 

томъ между пределами различныхъ знаковъ и какъ уб'Ьдился 
онъ въ томъ, что интегралъ этотъ, разсматриваемый какъ сум- 
ма своихъ элемептовъ, равенъ разности пред'Ьльныхъ значен! и 
подъннтегральной фупкц1и ^); раясужден1я его сводятся къ раз- 

б1енш этого интеграла на три части, изъ коихъ двЬ, 1 ^ и 
-^ онъ считаетъ взаимно уничтожаютимисяГ Эти дв* 

с У" 

частя сл-Ьдуетъ, въ сущности, разсматривать какъ пред*- 



Г- 



^Ы<^. 17-те саЬ. Ь. X, Р. 1815, рр. С12 — 631 (ср. прим. на стр. 577); 
ЗаИе (1и Мёт. з. 1. 1п1. а., Ши. 18-гае саЬ. I. XI, Р. 1820, рр. 295—341; 
см. прод. въ 19 тетр. }Ь\ II, Ш, цит. въ прим. на стр. 577. 

') 8иг 1еа 1п1едга1ез ёез [опс1гоп» дш ра»5еп1 раг Пп/гт еп1ге кв Итгиз Не 
1Ы14дгаИоп. е1 яиг 1'иваде Неа Ьпадгпчггев (1ап$ 1п (1('1е1ттаио7г (1е8 1п1едга1е9 Ле- 

/»»«.<., Шш. *. /. Ш, </^'/., яге. 33—44, ^, с/в ГКс, Р. г. Х1, рр. 318-341. 

*) См. стр. 549-550. 
') Ср. стр. 523-524. 
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лы 



V -^и 1 -^, при е=0, и внводъ Дадамберта лриво- 



водится въ исключешю изъ исвоиаго интеграла части 






предполагаемой равной нулю; онъ получаетъ^ такинъ обравомъ^ 
то значен1е этого интеграла, которое Коош назвалъ главиымъ. 
Далаибертъ заи^Ьтилъ, однако, что разсуяден1я эти прии'Ьнимы 
лишь въ тоиъ случа*, когда число п нечетно; когда п — чи- 
сло четное, интегралы \ -^ и V — ^ оба безконечно велики 

и ни'Ьютъ одинаковые знави^ такъ что безконечно велика и 
сумма ихъ, а следовательно искомый интегралъ \ -? = оо ^), 

Такимъ образомъ возникаетъ своего рода парадоксъ^ со- 

СТ0ЯЩ1Й въ ТОМЪ, что V -^ ^ при П ЧеТНОМЪ и при а 11 Ь по- 

логительныхъ, будучи разсматриваемъ какъ площать соответ- 
ственной кривой или какъ сумма своихъ элементовъ, безконечно 
велнкъ; съ другой стороны, разность пред'Ьльныхъ значешй 

неопред^леннаго интеграла \-^ доставляетъ вподн* опрвд*- 

лонное конечное значеше . / + - — ; | . Далам- 

п—1 \^а«-^ ^«-"7 

бертъ обратилъ впиманхе на этотъ парадоксъ въ прибавленхи 

къ мемуару о логариемахъ отрицательныхъ чиселъ и въ за- 

м'Ьтк*: «8иг пи Рагайохе 5ёот6^^г^^ие», напечатанной въ 

1768 году въ IV томЬ г Ори8си1е8 МшкётаНдиез ь^). Въсл*- 



•) Ср. 8арр1ётеп1 ап тёт. ргёс, зиг 1ез Ьо^. (1е8 ^. пё^^а^ Ор, 
Ма1Ь. и I, § П, рр. 222—221 и цит. ниже нем. 11е('Л1вгс11ез ?>иг1е сак. 1п1;. 
М4т. Ле 1'Ас. г. (/. 5с. 1769, Г. 1772, р. 127; прим. 2) на стр. 523. 

') См. 1. с. въ пред. прнм. и Ори»с, МтН, X IV, ХХШте Мёто1ге. 
Ех1;га11 де р1аь1еиг8 Ье11гез (1е ГАи(еаг зиг сИГГёгепз 8и^е18, есг* (1апз 1е 

СОПГап! с[е Гапп* 1767, II. 8иг ип Рапм/охе д^(тё^^^^ие^ р. 63. 
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дующенъ году онъ далъ объяснен1е этого пародокса въ ме- 
муар! €ВесЬегсЬе8 виг 1б еа1си1 ш1ё^гаЬ^ представденномъ 
11ар12ской Академхи Наукъ ^). Даламбертъ разсиатряваетъ 

их 

номъ^ — представляющ1й площадь кубической пперболн: 
у{а — хУ = \, Его разсуждешя, ясныя и точныя, вполв* соот- 
в'Ьтствуютъ^ въ существ'Ь дфла, даняоху иною выше толкова- 
юю ^). Онъ доказываетъ дал'Ье, исходя изъ тЪхъ же сооб- 
ражен1й^ конечность (при т'Ьхъ же услов1яхъ) интеграла 

гд* — < 1 , т — ^нечетное, а п — четное число ^). 



зд-Ьсь интегралъ V ~^ — при х>а п а положитель- 



5 






{а — х) 

Въ тонъ же немуарф Даламбертъ заи'Ьчаетъ, что инте- 
гралъ \ -^' ^^^^ в4рн*е, — \ -^•) при 5 безконечно 

малоиъ представляется вполн'Ь неопределенны жъ, иогущимъ при- 



') Мемуаръ этотъ содержитъ доказательства ряда предложен!!! вы- 
свазанныхъ въ другомъ мемуары подъ гЬнъ же заг1ав1е11Ъ, напечат. сре- 
ди Мем. Пар. Ак. Н. за 1767 г.; см. Шз1. Ле ГЛс. 1767, Р. 1770, рр. 573— 
587; ьъ мемуар'Ь 1769 г. содерж. еще друпя предлог, н обширн. прим-Ьч. 

*) Д•*^ (/в Г Ас. г. <1. 5с., 1769, Рапа 1772, КесЬегсЬеа впг 1в са1си1 
1п1ё8га1. Раг М. В^ЛЫтЬеп^ КоЬез ге1а1;1Уе8 ап Мёш. ргёсёЛ (12), рр. 124— 
126. <^'а^оа^е>, говоритъ Даламбертъ въ конц'Ь этихъ зам'ЬчаМй, «чиесеие 

ехргез8]оп . пв йо!!; 1а188ег ёапз Геврп! апсапе оЬзсотНё, в11е 

11'ехрпте, сотте ^е ухепз (1е 1е ^1ге, чие 1а ИтИе 1п6ше (1е 1а дпапШё 
— , а ё1ап1 Пме & в\ реШе ^и'оп У011(1га>. Ср. рр. 127—128, 128—129 
н 1. с. на стр. 351—352. 

») 1ЫС1 рр. 126—127; ср. Ори$е, МЛ. I. (1. с. въ прим. 1) на пред. 
стр.) р. 224: част. случ. у= ^ . 
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нимать вс^Ь возможный значен1я отъ О до со ^). Подобное же 
заи'Ьчаше сд^лалъ и Эйлеръ въ <ИинтегральноиъИсчислен1и>: 
онъ обратилъ вннман1б на то, что желая заставить исчезнуть 

функцш и удовлетворяющую уравнешю — = Л1, при г ^=^ О, 

и'' 

мы должны сд'Ьлать безконечно большой произвольную посто- 

1 ^ 

янную въ об]цемъ интеграл* этого уравнен1я г*== - - — ^-^ + С; 

при ^=0 и С=х, мы получаемъ^ однако, для и совершен- 
но неопределенное значенхе ^). 

Эйлеръ всегда разсматрииалъ опред'Ьленные интегралы 
лить какъ разности иредЬльныхъ зшгчен1й соотв'Ьтствующихъ 
неопред'Ьленныхъ интеграловъ. Поэтому зам-Ьчанхн подобный 
Даламбертову к не могли казаться ему парадоксами. Т'Ьмъ не 
мен-Ье, обращвн1е въ ее подъинтегральной функщи между цре- 
д'Ьлами иптеграцхи представило и дтя него некоторое затру д- 
нен1е въ одномъ случа*, а именно при приближонномъ вычи- 



«) НЫ. (1е ГЛс. 1769, КесЬ. зиг 1е с. 1. п. (12), р р. 120— 124; ср.*ЬШ. 
Вёшоп81гаиоп (1и ТЬёогёте XXIV, аг!;. 31—46, рр. 84—90 (въ особ. аг1. 
35, рр. 85-86); Шз1. йе ГАс, 1767. КесЬ. зиг 1е сак. 1., р. 581: вотъ въ 
чемъ сост. 24-ая теорема Даламберта: пусть дано дифф. ур. 1-го пор. меж- 
ду иерем. »и *, въ котор. предполаг., что щт <=о и и=о; иусть уравнеше 
будетъ, зат'Ёмъ, освобождено отъ радикаловъ и дробей; <^е (11з>, говоритъ 
Дал., <^ае з! (1ап8 1опз 1вз (егтез (1и С01'№с1еп1; с1е 1а р1из каа^е ршззапсе 
(1е ^и^ Гехр08ап1: (1е < ез! ё^а! ои р1аз ^гапс! яие 1а зопиие с1е8 ехрозапз 
с1е < & (1е </< ^апз сЬасип (1е (опз 1ез аи^гез 1егтс8 (1е Тёчна^оп, 1а 8пр- 
розШоп (1е /=о (1оп11ега роиг и 1еПе Vа1еиг^и'еп уои(1п1. Свис тёЛойе», 
иродолж. оиъ, «ебЬ ГасИетеп!; аррИсаЫе аих ё(Ц1а110П8 111ЙГёгеп11е11ез й'ип 
ог(1ге с^ (1'ап (1еёгё ^11е1соп^ие8; & сИе с1оппе 1е тоуеп йе йёсопупг зои- 
уеп1: Г1п1ё^?га1е 1т\^ & а18ёЬг^^ие с1'ипв ё^паиоп с111Гёгепие11е раг 1а зеи1е 
апзресйоп йе зегз ^егтея>. Ср. стр. 340—344. 

^) См. ЬшИ, Ыс. Ыидг, \лЪ, I, Р. I, 8ес1ю П, Сар. IV, 1)е 1п1е§г. 
рагЫси]. ае^ 1111Т, РгоЫ. 70, 8о1ии(», 1. I, рр. 312—343; ср. Шй. СогоП. 
1—3, ЗсЬоЬ 1, рр. 344-345 и дал'Ье; В^А1етЬеы. КесЬ. виг 1е сак. 1п1. 
ПШ, йе ГЛс. 1769, аг!. 31—34, рр. 84—85. 
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слеш ннтеграловъ помощью квадратуръ. Въ этомъ случае 

а 

кнтеградъ 1 /о;. (1х представляется ка&ъ предЪлъ суммы 



^\ 



/^/л^к . (яА-1- 1 — ^к)у при л= X И при исчезноввн1и всЬхъ без- 

конечно малыхъ разностей а^^х — ан ; такое представленхе воз- 
южно только тогда, когда /(с сохраняетъ коначныя значенхл 
во всемъ промежутке интегра!ии *)• Для распространен1я этого 

нетода на интегралъ V ^*-— -,гд* Х<|1, х>а>о^ Х^/х— 

функц1я, остаюп^аяся конечною въ интервал'Ь (О,. . . .х), Эйлеръ 
полагаетъ а — х^=г^', и превращаетъ этимъ преобрааован1емъ 




данный интегралъ въ такой: — н-ХД^ — гн) г^—^—Ыг^ «^ио(1 

са8и х=а, 8еи г^О^ поп атр11из и! 1пйш1;ит. Уе1 ^ио(^ 
еойега гесНЬ, продолжаетъ онъ, рго ш 1п1;егуа1И8, ^и^Ьи8 йшс- 
110 X М 1пйш1Ъц 1п1е5га11о веогяш геуега 1П81;11;иа1;иг^ ро- 
П0ПЙО дг=а ± («^ 1пга ешт !огши1а Хдх заНз йе! 81тр1ех оЬ 
О) таЫе рагупт, и! 1п1е5га1;10 П1Ь11 ЬаЬеа! (11Шси11;а1;18». 

Методъ Эйлера состойтъ, такнмъ образомъ^ въ выделбн1и 
йзъ интеграла части распространенной на безконечно малый про- 
межутокъ заключающ1Й въ себ'Ь критическую точку^ м замены 
атого особенная интеграла разностью пред'Ьльинхъ значепй 
первообразной функц1и; вычислен1е этой разности облегчается, 
какъ говорятъ Эйлеръ, безконечной малостью промежутокъ инте- 
рращи *). 



*) Ср. 1п»ии сЫе. Ыидг. }л, I, р. I, 8. I, Сар. УП, МеШоёпз ^епе- 
гаИз 1п1ертв11а ^ааесип^ае ргох1те шуеп1епё1, 1. I, |ф. (178) 344. 

^) 1Ш^ Ёхетр1пт 3, ЗсЬоИоп 1» %. I, рр. 200—201; Эйлеръ разом. 
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КроиФ т'Ьхъ простнхъ сдучаввъ, о которнхъ «н то1и»Ео 
только что говорили, геометры вст'Ьтились съ аналогичныии 
пародоксальныии особенностями и при разсиотр'Ьшя болЪе слох- 
ныхъ интеграловъ. Такъ, ЭВлеръ заи'Ьтилъ, что определенный 

интегралъ \ — . — , будучи разсматриваемъ 

^^ X 2Со8.тх — 2Со^ 

кавъ частный случай интеграла % — - . ,71 . — 

^оУ Г — 2Со*Й + у 

^^^ 5гп . ^ (1с-е) _ 

— . — , гд* у^ = X, при Х= — ^ — 1 пршбр'Ь- 

^ 8гпЬ. Зьп. ^ 

тавтъ мнимое значен1е — ^=г- . ? ^ , 

ту—! ?я _ ^\ 

сиЫ т1гит тИеМкиг», какъ говоритъ Эйлеръ, «181ит уа1о- 
гет аетрег евае хтаешагхит, Исе* храа Гогти1а д1ВГегвп1;1аИ8, 
йиш тагхаМИв х, а 4егтшо О, Ц8^ие ай 1;егтшит л?=1, 
тапеа* геаИв, хЛ ^иос^ тегНо таххте У1(1е1;иг рагайохиш». 
<1п1;ег1т катеп поп йевип!; савив», продолжаетъ онъ, «^и^Ь^^8 
уа1ог 1п1еегаИ8 й)гти1ае дШегепШИв геаИз шап1Гв81о вУайИ 
1та^1пап118>, въ доказательство чего онъ приводитъ бол'Ье 

простую формулу I -— _ = \ ; исчезающ1й 

при г=0 юпеграгь V _ = — Йап^.(45»— 1т;е); сбит 



5 



1 ххдх 

^ хх{а'—х') ' ^Р* 



прим-Ьръ 11-7Гг=^^; ср. 8сЬо1. 2, рр 201-202, объ интегр. вида 



X дх 

"2^ ^, гд* /И и у меньше 21* 
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аи1ет>, говорить Эйлеръ, «аЬЬос 1;егтшо» (-2^=0) «^иап^;^- 
1&8 % ш шАпШип и8^ие аи§е1;иг^ ЬйшИев 1ап§еп8}1и]и8ап^ц11 
Ы пе^айуа, е,]п8цие Ь^ап^Ьгаиз ргор^геа 1та51папи8, ипйе 
поп ашрИиа тхгаЫшиг^ циос! ГогшиЬ|в (11вёгвп(1а118 геаИ8 
1п1в§га1в етайеге розвИ свг1118 са81Ьи8 1та5шапит> ^). 

Лежандръ, съ другой стороны, обратилъ внииан1б на 
иныя особенности опред^Ьленннхъ интеграловъ. Онъ нашелъ во 

С ^ Совах хйх „ т^ег-^ 

,--- . , равный 



^о 8гпЬх 1+х^ ' ' е*— е-^ ' 

дри а'=:^{2к-\-!)Ь, ир1обрЪтавтъ при значбН1лхъ а отличаю- 
щихся отъ этой последней величины а на безконечно налое 
количество со, — при а = (2А:+1)Ь — ш и а=(2А;+1)6-|-со, 

соответственно значен1Я— + - тс и — —тс, 

^ — е-ь 2 ^ — е-* 2 

Одннъ и тотъ же интегралъ иожетъ, сл'Ьдовательно, при 
безконечно налоиъ изм'Ьнепи количества, отъ вотораго онъза- 
виситъ^ испытывать конечное изнФнепе ^). 

«Когда какой нибудь интегралъ проходить черезь безво- 
нечность», заи'Ьчаетъ дал'Ье Лежав дръ^ «прежде чФнь пр1йти 
къ конечноиу значен1Ю^ котораго онъ достигаеть при опред'Ьлен- 
нонъ пред'Ьл'Ь^ нельзя дифференцировать этоть определенный 
интегралъ по входящииъ въ него проиваольныиъ постоянныиь, 
не убедившись предварительно въ тоиъ, что присутствге двухь 
безконечно-бодьвшхъ количествь, расностью которыхь является 



I 



О Си. Мб1;110(1а8 Гаста 1пуешеп(]1 1п1ерта1е Ь11^Б8 Гогт111ае 

л+р П II — р 

— 2 ^ ^*° ^^° Р^* 1111;в§ргаиопвт ропНиг Ув1 

ш --2« Со<.д+1 



« 

X 



1 те! х^ 00 (Совмт. €хШ. </. 18 МаП. 1776), Ко1>а ЛЫа Ас. 8е. I. Р., г. 
Ш, 1786, Р. 1788, аг*. XII, рр. 23—24; ср. прни. на стр. 561. 

*) 1едеп<1ге, Ехегс1сб8 (1в Са1са1 1п1ёрта1, 5-те рагИе, § Ш, р. П8; 
прявед. у ЬасгЫх. Тг. (1. с. (1. е( (1. с. 1., Ь 01, аг^. 1217, р. 600. 
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опред'Ьленный иптегралъ не д'Ьлаетъ ошибочныиъ результатъ 
диффербнцирова!Т1я » . Лежандръ разсиатриваетъ для прии'Ьра 
Ентогралъ 



п 
О 



' хОх 81пх 



Шс=:Га - - -^9 (2 + Щ, 



гд'Ь а<2. Дифференцируя это равненство по а и сл'Ьдуя об- 
щему правилу, нн получимъ: 



я , . я 1 

^ хйх 8гпх '"^ С ^^^ ^^^^ ^ ^ 



и т. д., 



равенства невозиожныя, ибо первыя ихъ части^ каБЪ досааалъ 
санъ ЛожандрЪ; безконечно велики. Чтобы объяснить происхо- 
жден1е этого нел'Ьааго результата^ Лежандръ заиЪндетъ, въ 
разсиатриваеиомъ интеграле, а черезъ а — ш и а-{-со; вычитая 
полученныя такимъ образоиъ новыя равенства одно изъ другаго 
110членнО| мы найдемъ выражепхе для приращеп1я испытываемаго 
яашииъ интегралоиъ при аереход'Ь параметра отъ а — ш къ а-Ьи>: 

Гхс1х 8гпх 1+а+со 



I 



( Со8х — а) ^ — и>^ ' 1 +а — ш 



при безконечной малости а>, правая часть равенства обра- 
щается въ — тсш. , отбрасывая члены со держа Щ1я выс- 

Ш1Я степени ш; такого отбрасыван1я нельзя^ однако^ произвести 
въ лЪвой части, ибо въ промежутке отъ Со$х^=а — ш, до Совх-= 
а+о> подинтегральная функщя обращается въ безконечность, 
и интегралъ имФетъ въ этоиъ промежутке, безконечно боль- 
шую отрицательную величину, уравновешивающую положитель- 



129 ОСЯОВАШЯ ТЕОГШ АНАЛИТИТЕОКИХЪ ФУНКЩЙ, 601 

1ую бесконечно большую ведичину двухъ другнхъ частей нн- 
тегриа^ такъ что разность оказывается конечной '). 

Не смотря на свое несовертенство^ эти работы Лежандра 
ия'кютъ большое историческое значаще. Леясандръ открылъ ини 
путь къ совершенно новой области теор1и функц1й — къ изсл^- 
доватянъ особенностей въ ход!» функц1Й оиред'Ьляеныхъ слож- 
ными аналитическими выражен1ями. Нужно зам'Ьтить еще^ что 
Дежандръ первый еталъ изсл'Ьдовать опред'Ьленные интегралы 
съ точки зр'Ьн1я непрерывности ихъ хода: такъ^ онъ впервые 
сталъ рассматривать Эйлерову функц1ю Г(а) какъ сплошную 
функцш переменной а ^). 

Оба интеграла, разсмотр^ннне Лежандромъ послужили 
также предметомъ изсл'Ьдованхя Боши въ двухъ дополнешяхъ 
къ сМемуару объ Опред'Ьленныхъ Интегралахъ»^ представ- 
ленныхъ Нарижской Академти Наукъ въ отв'Ьтъ на замЪ- 
<&н1е Лежандра о недостаточности данпыхъ имъ въ этомъ Ме- 
муар'Ь формулъ ^). Боши подробно изсл'Ьдуетъ первый инте- 



») ТлдетЛге. Ехегс» (1е О. 1п1., рр. 213—216; у ЬаегЫх, Тг. <1п С. (1. 
е( (1п е. 1., Ь. III, аП. 1217. рр. 5(К)— 501; я, къ сожо1'Ьн1ю, додженъ былъ 
заинствовать свои св^д. объ этихъ работахъ Лежандра изъ череячуръ 
хратваго и не особенно яснаго отчета о нихъ^ дапнаго у Лавруа. — Те- 
орию диффер. подъ знакомь Г въ С1уча'Ь разрывности подъинт. функц!» 

из^ожи^ъ ОетроградскШ ВЪ за1111тк^: <Ко1е аиг ппе 1п1ёёга1е ^а^ зс гесоп- 
(ге (1ап8 1е са1сп1 (!е ГаигасНоп (1е8 врЬёгоЫез (Ьп й ГАс. )е 2. ^и^11. 
1828), Мет. <и ГАе. /. Л. 8е. <1е 81.-Рё1, VI вёг., 8С. т. рЬ. еЬ иае. Т. I, 
81. Р. 1831, рр. 41 8а1у. (Д1я тройиыхъ ннтеграловъ). 

') Ср. прим. 1) на стр 458 н прим. 1) на стр. 456. 

') Ргеш1ег 81|рр1ё|пеп1, оа (1ёуе1орретепи ге1а1]{9 й 1а вес. рагМе 
'1|1 тёш. апг 1е8. 111(. (1ё1, нааеч. ви'Ьст'Ь съ самынъ Меиуаронъ также 
какъ и 8ес. 8ирр1. оп Ехатеп (1е8 (11№саи.ё8 ^пе ргёзеп^е 1а уёгвПсаЫоп 
раг 1е8 те1)1. сопппеа» <1езГогт. (]ё8. раг (д) (1ап8 1е шёт. 8.1.1. б. Гформ. 

.. 8Ыах Совах Змпах хСояах 

относ къ ИНТ., между пред. О я со функщВ -^^^^-. ■^-^-, -^о^^^^;^ , 

Лх 
умноженннхъ на . ^ ); си. 0. сот^И. Не СаисЬу^ 1.1, 1-еГ8., рр. (477) — 

1-^х 

492, 2(1 я., рр. 4РЗ— 5ив: ср. *1{аррог1» .Лежандра, (Ш. р 326. 

Лап. М»т. Отд. Т. XIX. 9 
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гра^п» ^) и зам'Ьчаетъ^ что открытое Лежандромъ своМство его, 
какъ разрывной функщи отъ а, не связано нисколько съ т'Ьмъ 
обстоятельствоиъ, что подъинтегральная функц1Я его обраи^ает- 
ся въ безконечность между пред'Ьлаии интеграц1и. Для при- 

мъра онъ указываетъ на интегралы \ ал?, I азс^ 

8гп{а4-а)х,Со$(а — а)х , 

— -V— ^— -:--— ^^-А ^ хах^ разсматриваемые какъ функ- 

ц1и отъ а и обладающхб гЬ^ъ хе свойствоиъ вблизи значетя 
а=0 '). Не мен4в подробно йзсл'Ьдуетъ онъ и второй инте- 
гралъ Лехандра, разсиатривая его въ таконъ вид'Ь: 



г 



7Г 



(1) П_^^^_^^- ах 1= _- 1{2-^2а) 3). Чтобы обоИти 

^ а — Со82х 4 

о 

трудность связанную съ обра1иен1е11Ъ въ безконечность подъ- 
интегральной функщи^ Коши разбиваетъ этотъ интетралъ на 



и 7Г 



два слагаемнхъ \ - ^ ши, \ ;=— =— I — '' \ш\ 

д а—Со82и О о+Со«2»Л2 / 



О 



гд* а значен1е х опродФляеиое уравнен1емъ а — Со82х=0, и 



*) Ргет, 8ирр1, аи теш, $иг1еяЫ, с/^/*-, 8есОП(1е ^^Iе$^^ОГ , 0,е. Ле СаисК^^ 

1-ге 8ёг., 1. I, рр. 485—492: обп1, форм. I -| тг^ ^* ~ -о"^^ ^-^ )■> причеиъ 
вещ. и иним. части -т^^ ^ изчезаютъ при у = +ос {М4т. виг и$ ш, </</^., § V, 

Ткёог. II, Гогт. (41), 1. с р. 441). — 8ес, трр1, аи тет. виг Ыв Ш, (1е/, 1. С- 

ВЪ вред, прин'^ч ; ср. Нёзатё *6|<^., рр. 503 — 506: выражения ннтегр 

1 хСовах Лх . . ^х 

3 ^ -Ш:. !+«' »*''* ФУ"""" "'* Ь- ■ 

*) ЗесопН виррЫтеп^, Тго181ете оЬвегуаиоп, 1. с. рр. 197—498. 

') Ргет1ег 8ирр1ртеп1^ Ггет^^,ге (|пе8110П, о. с. (1е СаисНу, 1-го 8ег., 
Ь. I. рр. (478)— 185. 



♦♦ 
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полагая г/= у^ V = И — — ) У ч = т, получаетъ 

суиму двухъ интбграловъ^ взятыхъ, какъ н предложенный^ меж- 
ду пред'Ълами О и ' . Такимъ обрааомъ^ равенство (1) об 
ращается въ такое: 

( Совттс — СобЪпу С.от1-к-\- Со$2(1 — т")у ) 



= ^ /(2-1-2 Со8«ис), 






нъ цервой части котораго подъинтегральная функд1я^ по при- 
веден111 состав ляюи^ихъ ее дробей къ одному ;^намеяателю^ уже 
не обращается въ безконсчность для значен1й у заключении хъ 

между ^> и - ^); такое преобразован1е интеграла равносильно 

приведешю его къ тому, что Коши иазвалъ впосл'Ьдств1и его 
хлатымь значенгемг *). Когда въ интеграл* \ /[х) их функ- 

Ц1Я /(а;) обращается въ безконечность при значенхяхъ пере- 
и'Ьнной а?|, х^у. . . ^Хт-^ этотъ интегралъ не ииЬетъ обыкно- 
веннно опред'Ьленнаго смысла. Но если онъ разсматривается 
какъ иредЪлъ суммы 

\/(а?Уа?4- I /(дг)(?я;+. . . .+ \Лх)йх^ при е безконечно ма- 
лонъ, онъ получаетъ, вообще, вполн'Ь опред'Ьленное нначен1е^ 



') А-. 9ирри^ Рг. (10681., ГогоПагге П. О. с. (1е Саш-Ьу, 1-ге зёг. I I, 
рр. 483-484. 

*) Ср. Ши. р. (478), я (1). 
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которое Копти и назвалъ главннмъ его зяачбН1е1ъ; таково 
опрбд1^лен1е данное инъ вг одно\1Ъ изъ прим'Ьчан1Й къ Мему- 
ару о Теор1И Волнъ^ представленномъ Парижской Акаде«1и въ 
1815 году ^). Въ дополнеши къ меиуару 1814 года Коши, 
однако^ какъ мы сейчасъ вид'Ьли, только обходитъ трудность^ 
нисколько не выясняя ея суи1.ности и по стараясь доставить ее 
въ связь съ саиыиъ понят]еиъ объ опред'Ьленяомъ интеград'Ь. 
На такую точку зр'Ьнхя онъ сталъ лишь въ цослЪдств1и, въ своихъ 
позднЪйшихъ работахъ, и только мало по налу пришел къ лред- 
ставдешю о той зависимости^ которая существуетъ между вели- 
чинами опред'Ьленныхъ ннтеграловъ и^ лосл'Ьдовательностыо, 
т'Ьхъ значетй черезъ которня проб'Ьгаетъ подъинтегральная 
функц1я между пред'Ьлами интеграц1и. Цуассонъ раньше ч'Ьмъ 
Коши усиотрЪлъэту зависимость и, введя мнимыя перем'Ънныя, 
объясннлъ впервые парадоксы теорхи логариемическаго инте- 
грала и сложныхъ мнимыхъ интеградовъ Эйлера. 

Упомянувъ о затруднен1яхъ испытываемнхъ геометрами 
при внчислеюи ннтеграловъ отъ функц1й обращающихся въ 
безконечность между пред'Ьлами интегращи, Цуассонъ обра- 
щается къ самому ПОНЯТ! ю объ опред'Ьленномъ иптеграл'Ь ^). 

«При возникновенш интеграл ьнаго исчислен1я», говорип» 
онъ, € опред'Ьленный интегралъ разсматривали какъ сумму зпа- 
чеши диффоренщала^ и эти значен1я — какъ элементы инте- 
грала ^); по этой именно причин'Ь стали обозначать интегралъ 

буквой у*, начальной буквой слова аутша, Лиосл*дств1И ма- 



Ср. 1. с. въ прим. 2)иа стр.587, 0. с. Не СаигЬу^ 1-гс зёпе, I- ^ Р- 
289. Ср. Шзит(' (I. 1^с. »иг 1е са1с. т/. ХХ1У-те Ье^., ИЪ КОНЦ"!]', .1оигп. (I*' 

Г/^-. Ро1. 19-е саЬ., р. 573. Ср. прим. 2) на стр. 591. 

') Рошоп. Мёт. 8ПГ 1е8 1п1;. с! «Г. Лит, Не. ГКс, Ро1, 18- то саЬ. 1. с- 
въ прим. 1) на отр. 593, агк. 33, рр. 318 — 319: <Роиг ёс1а1гс1г сея >11(Г|- 
спК.ёз, гетоп1;оп8 й Гоп^{1пе йез 1п1ё^^гя1е8 (1ёПп1е8 >. 

') Ср. прим 2) къ стр. 193 (стр. 194) и стр. 435 4Н«к 
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тематики уразун'Ьли^ что »то 110нят1е объ интеграл'Ь есть въ 
дМствительности теорема^ нуждающаяся въ доказатеяьств'Ь; 
въ настоящее время въ интегральноиъ исчислен1и доказнва- 
ютъ % такнмъ образомъ, что количество РЬ — Раъ [гд* Рх 
есть функц1я^ дифференц1алъ которой -^/хМх] «есть суииа 
значетй /х.(1х иолучаехыхъ этииъ дифференц1алоиъ при вое- 
хождети х отъ а къ & по безконечно иадыиъ стуиенянъ^ каж- 
дая изъ которыхъ выражается черезъ их. Это предложенхе 
им'Ьетъ «"Ьсто, какъ бы ни менялись знаки /х. Лх между пре- 
д'Ьлами а и 6; оно сохраияетъ свою силу даже въ томъ слу- 
ча'Ь, когда этотъ днфференцгалъ проходить черезъ инимыя зна- 
чен1я; но доказательство, даваемое этой теоремЪ предполагаетъ 
въ существ'Ь Д'Ьла, что между этими пределами /х сохраияетъ 
постоянно конечную величину; и когда^ напротивъ^ она про- 
ходить одннъ или несколько рааъ черезъ безконечность. то 
въ изв'Ьстныхъ случаяхъ предложен1е это иерестаетъ нмФть 
и'Ьсто, какъ зам'Ьтилъ уже Лагранжъ въ своихъ урокахъ объ 
исчислен1и функц1й ^). Бъ зтого рода случаяхъ опред'Ьленный 
интегралъ не им'Ьетъ больше никакого опред'Ьленнаго отноте- 
П1я къ сумм'Ь значен1й дифференщала . . . .\ мы покажемъ^ од- 
нако^ какъ можно привести эти исключительные случаи къ 
обыкновенному понятхю объ интеграл'Ь, разсматриваемомъ какъ 
суяма своихъ элементовъ; исчезнетъ, такимъ образомъ родъ 
аномал1и представляемой этими случаями». 



*) Пуассонъ ссшабтся при этомъ на ЬаегЫх, Тг. (]и с. с1. е1 с1и с. 
1п1. I II, аП. 471, рр 135— 136-, ср. 1Ыи. аП. 467—470, рр. 130—135, Еи1ег. 
1п8(. сак. 1п1;. 1. с. въ прям. 1) на стр. 597, Самъ Пуассонъ даетъ дал'Ье 
простое докааат. этого предложвшя (^. ие ГЕс, Ро1, 18- те саЬ. тёт. с. 
^тЬ. 35, рр. З22'«324), иредподагающее, впрочемъ^ вещественность между- 
пред11Ы1. знач. функц1и. Доказатежьство, по зам^ч* П., распростр. и на 
дифф. вЕда /л(1х : (х'-а)»*^ гд-Ь а дежитъ между аред. интегр, но т<^1. Ср. 
выводъ Коши въ ХХЬмъ урок'Ь объ нсч. безв. мал. цит. въ лрим. 1) на 
стр. 591. 

') См. 1. с. въ ирим. 2) на стр. 336. 
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«Для этого стоитъ только вастаиить церемонную иерейтя отъ 
цред'Ьла а къ цред'Ьлу Ь черезъ рядъ мнимнхъ значен1й; тогда 
/х не обратится больше въ бесконечность ни для одного и^ъ 
дт^^)^ъ промежуточны хъ велнчннъ перен'ЬнноВ, и опред'Ьленннй 
Ентегралъ сохранитъ свое обыкновенное значенхе» ^) 

+1 
Иуассонъ начннаетъ съ интеграла I — и, иолагая 

въ яемъ 0/'= — {Созг-^-у — 1.8тг), интегрируетъ но 2 между 
цред'Ьлами О и (2д-|-/)7с, сохраняя такимъ образоиъ прежн1я 
цред'Ьлы для Ху но избегая на пути интегращи критическаго 
значешя х = о. Искомый ннтегралъ = — {2п^1)щ^ — 1. 
11римФняя тоже ареобразован1е къ болОе общему интегралу 

.+1 



5 



-.1 ^*" 



(1х 

, мы получимъ для него значенхе 



5 



*) ^(т^п. Ле РЁе, РЫ. 18-те оаЬ , Мёт. ваг 1еа \пЬ, (]ёГ. аг1. ЗВ. рр. 
319—320. — Коши, въ Рош-зсНрЫт прибавлен! я къ мемуару въ 19-ой тетр. 
Журн, Пол. Шк цит. ВЪ прим. 1) на стр. 591 (1. с. рр. 590 — 591), гово- 
ритъ о Иуассоновомъ менуар'Ь лишь вскользь^ стараясь выставить пре- 
имущества свонхъ собственны хъ взглядовъ на ооред'Ьленвые интегралы, 
и не говоря ни слова о Пуассоновой теор1и. Ыапротивъ, Р1апа вполне оц'Ь- 
ниваетъ эту теор1ю въ статье: Ёс1а1гс188етеп8 впг 1а 1Ьёог1е ее Г]п1е^а1е 

рпве (1ерп18 ав=о, нап. въ Аппаив Ле Оегдоппе^ {, XII, п' V, К]8тС8 

Люд. X • 

1821^ (рр. 145 -157). Р1апа критнкуетъ съ новой точки зр'Ьн1я Бесселеву 
теор110 интегральнаго логариема и съ ц'Ьлью выяснить значенхе получен- 
иыхъ Бесселемъ формулъ., дающихъ для этой функщи веществ. значен1я 
для всЬхъ веществ, вели!. », устанавливаетъ различ1е между ЫЫдгаи апа- 
1дЫдие — интегр. понниаемымъ въ смысле теор1и Пуассона и ШёдгЫе агИН- 
тёЫдие—лнгегрллошъ ВЪ СМЫСЛЕ Коши. дтотъ иосл'Ьдн1й долженъ, по мц.'Ь- 
Н1Ю Р1апа исключительно употребляться^ вообще.» въ веществевныхъ фн- 
зическихъ приложен1яхъ. «Ьез уа1епг8 1гоа^1па1ге8, аи соп1га1ге, <1етгоп( 
6(ге рпаевеп соп81(1ёгаиоп»,говоритъонъ, <1ог8чае сеНе 1п1ё§:га1е ее 1гоп- 
уега сотЫнёе ауес (]*аи(;гев ехргевзюп» ]1пав1па1ге8^ аПп ё' ёУ1иг 1оп(е 
тёрпве ёапз 1е8 гёвпИаи Нгёз ^'ппе (е11е ехрге831оп». — О БесселевоД 
теор1и и о сужден1и объ ней Гаусса, аналотичиомъ суждеи1ю Папа, я бу- 
ду говорить иодробно пь обзор'Ъ девятаго 11ер10да. 
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("гО". [Со8{т—1) (2л+1)7с— 11; 

при т печетном'ц отличноиъ отъ I, это »ыражсн1е приводится 

къ нулю ; при т чотиомъ раасиатривавиый интегралъ 

2 

= — • . Такииъ образоиъ объясняются иарадоксальныя 

т — / 

равенства : 

въ силу которыхъ^ будто бы^ сумма ввщоственныхъ эдементовъ 
равна мнимой величин'Ь, а сумма подохительныхъ длементовъ — 
отрицательной ^). 

Пуассонъ разсматриваетъ еще друг1я трудности, свяван- 
ныя съ понят1емъ объ оирбД'Ьлбнномъ интеград'Ь и устраняетъ 
й>съ тоге съ помощью интегрированзл по мнимому пути ^). 
Тотъ хе методъ прилагаетъ онъ, зат'Ьиъ. къ бод'Ье сложны мъ 
интеграламъ. При этомъ д'Ьлаетъ онъ сл'Ьдующ1я инторесныя 
общ1я зам'Ьчан1я: 



00 



Во первыхъ онъ зам'Ьчаотъ, что интегралы I —^ 



*) ^(т^п, ((е 1Ч'х. РЫ.^ 18-те саЬ. Мёт. виг 1е8 1п(. ^16^ аг1. 34, р\,. 
320-321; ср. р. 318. 

00 

») 1Ш. аЛ. 36, рр. 324—325: првобра8ован1в интегр. *= /* Г^з^^ 

о 

1 00 , 

— ^ + /* 1 -" 1 ■» посредств. И8м*н. иереи, интегр. во второмъ 
^ 1— ж» ^ ^ . 1— X 

С1аг., х= , Г г^-а-=— Г "ч— -11 "® приводить Еъ правнльноиу 

I о 

ревултату: л — — к~^9А—^\ а не О» 
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И \ — ин'Ьютъ мнимня значен1я и что точно также, и ио той- 

жо причине, ннимыиъ будотъ ВСЯК1Й интетрадъ у* /я?.(/а?, въ ко- 

торомъ /х д'Ьдается безвонечно большой 1ишь однажды между 
пред'Ьлаии интетрац1и, всл^дстше сущбСтвован1я лмнейнаго д'Ь- 
дителя^ спростаго, или возведеннаго лишь въ первую стеиень»^). 
Во вторнхъ, Пуассонъ зам'Ьчаетъ, что одинъ и тотъ же 
интегралъ, взятый между данными вещественными пред'Ьдаии^ 
ножетъ ям'Ьть два раздичныхъ, хотя бы и вещественныхъ зна- 
чен1я, смотря по тому, проходитъ ли переменная между этими 
пределами путемъ вещественныхъ или мнимыхъ значен1й: ин- 

теградъ у*д/д;. Лх^ превращающ1Йся въ у^! /^^ с/^, поел* под- 
становки х^^(, равный этому посл'Ьднему, если ср^ сохраняетъ 
вещественный величины при всЬхъ значен1яхъ {, заключенныхг 
между а' и 6'^ можетъ отличаться отъ него, когда промежу- 
точный значен1Я ср^ мнимы. 

сЭто зам'Ьчаше», говоритъ Пуассонъ, € которое^ какъ мв'Ь 
кажется, не было еще ник'Ьмъ сд'Ьлано, было необходимо, что- 
бы преду цредить возникновенхе трудностей, которыя могло бы 
представить употребленте мнимыхъ количествъ въ теор1и опре- 
д'Ьденныхъ интеграловъ » ^). 

(» Со8 ах . с1х 
Таковъ интеградъ V ,^ ^ , величина котораго, 

— со 

если брать его по вещественному пути, отлична отъ величины 
того же интеграла, взятаго между пределами {= — оо и 1^^оо, 
посд'Ь подстановки х •=^ ^-\-1с\/ ^ ^ гд'Ь к постоянная величина. 



•) ^ои^п, (1е Г7^с. Ро1. 18те саЬ. тёш. с, аП. 37,' рр. 326 — 326; 
Пуассонъ, въ агЬ. 37. 38, рр. 326 — 329^ разсматр. еще интегралы 

/^ Сом х4х р^ х^пахЯх г^ х%%пх <1х 

'^х^^''~' ^ ' х^ — 6* ' ^ С^зЪ^^^мх 
О 

«) 1ЬЫ. аг(. 39, рр. 329-340. 
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Первое значение этого интеграла есть -~ е— «*; вторая величи- 
на его равна етону значенхю лишь при А;<6; при 1с>Ь она 
1^ (в-«^— 6-^) ').- 



Идеи Пуассона стоятъ уже въ непосредственной близости 
къ зарождающийся тоорхяиъ новой эполи. Недостаетъ только 
проникновен1я зтихъ идей нъ общ1е методы анализа^ открытые 
Коши^ и бол'Ье ясныхъ понят1й о природ'Ь и значеши ннииыхъ 
величинъ. 



Развит1е начальнылъ матеиатическихъ понятШ играло 
всегда выдающуюся роль въ зпохи великихъ открыт1Й. Но 
особенно важною оказалась роль этого развит1л въ истор1и но- 
ь'Ьйшбй иатенатики; оно обусловило главнынъ образонъ рефор- 
му Анализа въ XIX в^К'Ь и глубина и сила новыхъ теор1Й 
находилась въ пряной зависимости отъ ясности и точности 
элеиентарныхъ понят1Й. Наиъ интересно будетъ, поэтому, до- 
иолнить истор1ю нашего восьмаго пер1ода обзоромъ состоян1я 
этихъ П0НЯТ1Й въ разсматриваемое время, преимущественно со- 
СТ0ЯН1Я ихъ къ началу новой эпохи; мы будемъ им'Ьть въ ви- 
ду^ главнымъ образомъ, теорш отрицательныхъ и мнимыхъ 
величинъ. 

Въ общемъ, начальным понят1я Анализа въ первой поло- 
вин'Ь разсматриваемаго нами времени нисколько не отличаются 



*) ^ои^п. Ли ГЁс. Ро/. 18тв саЬ., тёш. с.аг1. 40, рр. 330—333; Пуассонъ 
дал'Ье равсматрптотъ же интбг..к8ам:княя Ь черезъ Ь ^/-Г (аг1. 41, рр. 333— 334), 

И чврввъ Ь+с-^Тл (аг1. 44, рр. 339—341), а также интегр. ^ — ^, . ^г " 



00 "^ 

2х^п.2ахЯх 



(ай. 42, рр. 334-337) и/ .^^,-^^^±^^^(^^^.^&,щ 337-339). 
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отъ Тсъкихъ же 1101(ят1й цъ продъидуц^ую эпоху ^). Ноныя от- 
крыт1я въ области злвментарпаго анализа не окааываютъ^ какъ 
1С1Ш0ТСЯ, никакого ил1ян1я на эти понятгя; мало того, вн'к 
прим'Ьнен1я къ этимъ открыт1ямъ, ионят]я эти страдалотъ иног- 
да болыиой сбивчивостью и неопределенностью, даже у выда- 
ющихся геоиетровъ. Это странное явленхе пряное сл'Ьдств1е 
исключительно фориальнаго развитхя Анализа: элементы его 
им'Ьютъ. какъ будто бы, оиред'Ьленное судествоваше лишь въ 
силу формальныхъ его эаконовъ^ въ сочетан1и всЬ между со- 
бою въ опред'Ьленныхъ цредложен1яхъ; взятые въ отд'Ьльности, 
внЪ этихъ предложение он'Ь утрачиваютъ опред'Ьленный смыслъ; 
смыслъ этотъ могъ бы быть сохраненъ за ними посредствомъ 
точныхъ м строгихъ опред'Ьлен1й соотв'Ьтствующнхъ формаль- 
нымъ ц'Ьлямъ и требован1ямъ Анализа Геометры предшествую- 
п^аго пер1ода вращались въ кругФ сравнительно просты хъ и 



^) См* стр. 245 олЪм, ; ср. сочнн* цитнр. въ прим. I) къ стр. 257. 
Кеупеап отсыдаетъ своихъ читате1ей къ такнмъ книгамъ^ какъ Шигеаит 

Ё14теп9 <1е$ Ма1Нётаи^ие$ (1и Рёге РгезШ (1675, 2-6 ё(1. 1689)^ ТгаШ йе 1а 
Отапбеиг Ли Ркгв Ьату (4-в ёс1. 1710, 7-те ё(1. 1738) и даже РгтЫр$а Ма- 
{Не9ео$ ипЫгзаШ Кг, ВагЛоИт {Ы. 3^ 1683), ирниад1ежащ1я XVII в11ку. — 
А ТгеаПле с/ А1деЬга Маклорсна (1748, 3-ьв И8Д. 1771) нв содвржитъ ника- 
кихъ разъяснешй о началахъ науки и въ этомъ откоше1|1и стоить гораздо 
ниже П01Н0Й орипнальннхъ мыслей адгебры Вадлиса или замечательной 
книги Сондерсона Кратк1я разсужден1я о природе отриц. и ннимыхъ ко- 
личествъ въ начал'Ь 2*й книги Трактата о флюкс1яхъ и въ ^4 Тге<и*9е о/ 
А1деЬга вожы Симпсона (1755) не заключаютъ въ себ* ничего иоваго и нн- 
тереснаго. ~ Такъ же мало оригинальны въ этомъ отношен!» книги Хри- 
стиана Вольфа (^п^йПй^дгипЬе аПег та!^ст. Ж1(уеп№а?{еК/ 1710 и поздн. из- 
дан1Я до 1775 г.; Ё1етеп1а МагЬезеоя пшуегаае, 1713—41), расаростра- 
ненныя въ Герман1и. Мн^, къ сожал'^}Н^ю, не удалось внд'Ьть КЫтепш <ГА1- 
дёЬге Клэро (1746). Нужно зам-Ьтить, однако, что аншйсте авторы^ воспи- 
танные на изучен1и древнихъ геои. и сочин. Ньютона, иродолжаютъ сохра- 
нять строгое отношен1е къ вонросамъ еоприкас. съ теор1ей лред'Ьловъ 
Отрицательнымъ колич. посвян^ена спец. книга: <А 0188ег(а11о11 оп 1Ъе 
(Гае оГ 1Ь1е Ке^а1;1уе §1|;п ]л М^еЬга: сопи1п1п@ а Оетоп81;гаиоп о{ 1Ъе 
К1|1е8 изиаПу ^1уеп сопсегп1п^' !(;; ап(1 8Ье\У1п^ Ьо^ ^аа(1^а^^с ап(1 СиЬ1С 
Ёцпа(;1оп8 тау Ье ехр1а1пс(], ^уНЬоп!; 1Ье С()п.ч1(1ега110п оГ Ке^аНуе Коо18. 
Ву Ргапш Малегез^ Ьопйоп 1758; ааторъ ея, однако, совершенно отверга- 
етъ пользу введен1Я въ 1^нали8ъ отриц. колич. 
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конкретимхъ представлен I й и не ии'Ьли еще надобности въ та- 
кихъ опред'Ьлен1яхъ. Математики ра:^сматриваеноИ »похн^ оторвав- 
шись отъ этой конкретной иочвы и увлеченные бнстрннъ ростоиъ 
Анали;1а въ безконечную область формальнаго ра8В1Т1я^ не усп'Ьли 
оббзпечитьсебя въдтонъ отнотея1и.НеобхоАииостьстрогагообосно- 
ван1я здан1я новой иатеяатики была однако скоро сознана, н 
во второй половин'Ь нашего пер1ода стали уже появляться на- 
иравленння къ этому попытки ^). Вм'Ьст'Ь съ т'Ьмъ математики 
стали мало по малу возвращаться къ области наглядныхъ гео- 
метрически хъ представлешй для реализац1и и бол'Ье ясваго 
понимангя отвлеченныхъ объектовъ Анализа^) Средина ХУШ-го 
в-Ька является, такимъ образомъ, въ этомъ отноигенги переход- 
нымъ временемъ неустановившихся, сбивчмвыхъ понят1Й. Я при- 
веду, для характеристики этого времени отрывокъ изъ пись- 
ма, написаннаго уже въ 1778 году итальянскммъ матема- 
тикомъ Мсй/аШ къ веронскому профессору Ьогдпа '^) и из- 



') о н'Ьвоторыхъ Н8Ъ этихъ попытовъ я буду говорить ниже. *Ьа 
1Ьёог1е с1е8 ^иап^иё8 пё^^аиуез»^ говорить Даламбертъ «п'с81; ра» 1а 8ои1с 
(1П1 аК Ье801п (1*б1ге аррго^опсИе дапз ]е8 ё]ётеп8 (Г ппе тап1ёгв Ыеи 
сЫге <& Ыеп 8аизШзап(;е. Мопз ауопз ^9^^ У01г (1ап8 ГЕпсуЫорссИе, апх 
то(8 Втмоя, Ециа1ит^ Саш 1ггЫисШе^ & (]ап8 р1а81еиг8 аа1ге8, сотЫеп 1е8 
1луге8 ё1ётеп1;а1ге8 зоп1 гетрИз <1е иоМопз ^апзнез он 1трагШ(е8 зпг сез 
Л11Гёгеп8 8ВзеЪ>». Ори*е, МыН. (. УШ, Р. 1780, р. 279. Превосходная книга 
Р, Со9жаИ, Ог1^пе^ 1газрог(о 1п КаИа, рпш! рго^^гезз! 1п езза (1е1Г А1§;е- 
Ьга (Рагта, I. I, 1797. Ь. II, 1799-, ср. прим. 3) на стр. 86) представля- 
стъ изъ себя попытку историко-критическаго изучен1я началъ алгебры. 
Гива УШ перваго тома содержитъ въ себ-Ё разсуждешя объ отрицатель- 
>гыхъ воличествахъ и критику различныхъ теор1й этихъ колвчествъ у ма- 
теиатиковъ прошлаго в^Ька; глава У втораго тома- -тоже о мвимыхъ колн- 
чествахъ. 

*) Ср. слова Д. Бернулли цит. въ ирим. 1) на стр. 532. 

') См. въ IX 10ж% ВиИеЫпо Вотдопрадт (Кота 1876): ЬеЦеге 1пе(11(в 
(11 ОаапГгаосевсо МаКаШ (ивданн СУ. Я. 1иа41едо); I. Ьеиеге а(1 Ап(оп— 
Мапа Ьогдпа (рр. 393—470): 67 писенъ» трактую1ц. обезк. рядахъ, опред. 
ивтегралахъ, мини, выраж., иеоривод. случ. ур. 3-ьей ст., геои. зад., наонс. 

въ теч. 1769—1796 гг.; о аго9апм Ь\апсе$со вЫзерре МсЛ/аНг (1731—1807) И 
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влбчеп1я изъ «Алгебры» Эйлера изданной въ 1770 году ^). 
«Ваши разиышленхя о расходящихся рядахъ», иииштъ 
Мальфатти, «превосходны. Вы пользуетесь разсмотрФнЕонъ 
остаточныхъ членовъ въ разложен1яхъ дробей въ ряды: подоб- 
ннии же аргуиентани удалось ин^Ь. полгода тоиу назадъ, уб'Ь- 
дить одного пропов'Ьдника въ тоиъ, что н'Ьтъ ничего непонятнаго 

въ ряд* 1 — 1-1-1 — 1+.. ., порождаеиомъ дробью *). 

Онъ воспользовался этимъ Алгебрическимъ аргуиентонъ въ 
проповеди произнесенной съ одной каеедры въ ПадуЬ, чтобы 



его научи. д'Ьят. си таиъ же. 1п1;огпо а)1а пЬл ей а^И вспи] (11 01ап&ап- 
сезсо -Ма1Гаи1 Ма1ета1;1со (1е1 8вс('1о ХУШ (ст 6. В. А«г^в^о), рр. 361 — 
392; ер. ВиЦ. Бапс 1;. VI (Кота 1873): 1п1огпо а а1ес1 ЬеИете хпейНе й\ 
в1а9ерре 1*Х1}Ц1 Ьангап^е, по^а <1е1Г 111в-ге. ОатЬаЫыа ВЫедо (рр. 101 — 
130)^0 переписБ'Ь Ьог^па съ Лагранжеиъ и Мальфатти касат. неорив. 
с^7Ч. и безкон. рядовъ,— нзв1ечен1я пяъ н1}кот. иисеиъ Мальфатти; о Л. М, 
Ьогдпа СИ» прим. 3) къ стр. 456 (стр. 458). 

*) УЫШИпсИде АпкИипд лиг А1деЪга^ 81 -РекегвЬиГб 1770, ВЪ Двухъ ТО- 

махъ; н'Ьиецкоиу подлиннику предшествовало нздан1е лервато тоиа въ 

РУССКОИЪ перевод 'Ё: Аривмйтика Универсальная или Алгебра^ соьинени Ака- 
демика Леонхарда Ьйлера\ иер. СЪ \\%ж Сдб. 1768., 2-ая часть Опб. 1773 

{Сопиковь. Опытъ росс. библ. ч- II, А.— Д., Спб. 1814, 2025). Мн* удалось 
внд'Ьть только второе издан1е этого перевода подъ заглав.: Универсальпая 
Аривметика 1\ Леонхарда Кйлера. иереведенная съ н1^иецкаго подлянника 

Студемтали Нетромь Иноходцевымъ и Иваномв Юдипымь. — ВтормИЪ ТНСНе- 

н1еиъ. Въ Сдб., при Имиераторсвой Акадеиш Наукъ: т. 1^ 1787, въ8д. л. 
Ср. пнсьио Эйлер* къ Лагр. 8. Рё!;. "/„ ^»ПV. 1770; Ор. Рол1 , 1. 1, р. 572, 
ОеиV^е$ <1е Ьадгапде^ (. XI^^ р. 216. О различныхъ нздашяхъ И переводахъ 
Эйлеровой книги си. въ стать'1} О, УаипИп. БеИг. ъ. В1Ы. (1. Би1. 8сЬг. 
(цнт. въ прии. Г на стр 397), 7^1^^. 31а(А., N. Г. В(1. 12, рр. 42—43. Къ 
французскому переводу Эйлеровой Алгебры Лагранжъ написалъ свои зна- 
иенитыя прибавлетя, относяи1!яся къ Неопред'Ьденному Анализу; ср. пнсь- 
ио Эйлера къ Лагр. 8. Рё*. 24 аерЬ. (5 осГ.) 1773, Ор. /Ы., I; I, р. 533, 
О. <1е Ьадг. ь. XIV. р 235. Прибавл. эти перепечатаны съ Петерб. издан1я 
французской А.1гебры, 1798 г. въ У^Итом^ Собр. соп. .Тагранжа я лользов., 
крои'Ь русск. перевода, новым ъ изд. Алгебры, Ьр2^% Кес1ат (1883). 

') Заи^чанхе Мальфатти откосится къ теор1и безконечн. рядовъ, 
сход, и расходящ., изложенной въ сочинен! и А. ДГ, Ьогдпа: Ое Сазп 1гге- 
ёасИЫИ ТегН! (тга(1и8 ееЗепеЬпв ТпНшИз Ёхвгсиа110 Апа1уМга. Уегопае 
1776, рр. 47 здд.; объ этой теор1и см. въ статье Ст. В. В1ас1е^о цит. въ 
прим 3) къ пред. стр., ВиИ. Вопс, ^ VI, рр. 107—109; в, В. В1а(1е(^о гово- 
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доказать нев'крующииъ^ что непонятность какого ннбудь предмета 
не «ожетъ уменьшить уверенности иъ ого существован]и дока- 
:^анномъ иннхъ путеиъ. Его параллельный рядъ произвелъ н'к- 
которое впечатл'Ьн1е на образованную публику и воабудилъ спо- 
рн к возражен1я .... Цосл'Ь разговора со мной, онъ признал- 
ся въ то1ъ, что въ сказаиномъ ряд'Ь не заключается ничего 
таинственнаго. — Заговорнвъ о тайнахъ^ я упомяну о томъ, 
что графъ (}1ог<1апо Вгссаи ^) хотЪлъ уб'Ьдить меня въ 
справедливости того, что лолагалъ въ посл'Ьднге годы 
своей жизни брать его графъ Утсеп^^о^ а ииенно^ что 
0\/ — 1 не есть нуль, но скор'Ье мнимое количество. Въ конц'Ь 
концовъ, посл'Ь н'Ьсколькихъ писемъ, которыми мы обменялись 
по этому поводу, онъ^ въ ПОСЛ'Ь днемъ письме, согласился со 
мной, такъ что воображаемая тайна исчезла^ и выражеше 
оу — 1^ вернулось по принадлежности къ классу нулей »^). 

Не менее странны, чЪмъ сомнен1я Риккати^ некоторые 
выводы Эйлера въ его с Алгебре». Эти странности объясняют- 



ритъ о книгЬ ]40т^п&: « ..сЬе рог1а <^ап^ое 1а (1а(а с1е1 1776, та сЬе 1П 
геаН^,...., (1еуе ауег у181о 1а 1псе р1й 1аг(11» (I с. р. 104^ ср. письмо 
Лагр. 10 ^п^11. 1778, ШН. р. 137); ср. равсужд. Як. Берну^^и лрпв. на стр. 
241-242. 

*) 1рафъ (ИоЫапо 1Исеа1г (1709— 1790) — М1аАШ1Д СЫНЪ Якова Риккпти 
браТЪ ВинкештЫ Риккати (ср. ПрИМ. 2) на СТр. 538). 

*) 1лИеге 1п€Л, ^ О. Ма1Гат аН А. М, Ыгдяа, XVIII, Реггага 11 1в 
У1ли^10 1778, Вии, Вопс. I. IX, рр. 416-417; ср. •Ш. *. VI, р. 121. — О. 
и1сса1;1 выступи1ъ со своей теор1ей для оировержен1я дй1ерова учонгл о 
книмыхъ логаряемахъ и протявъ итадьянскато пос1'Ьдовате1я его О. Роп- 
(апа (ср. ирим. 6) КЪ стр. 537). Риккати счнта^ъ возиожнмиъ утверждать, 
такяиъ образоиъ^ что въ силу Эйлеровой теорн югариемы велх» нис^ля 
воо^^ даже я положит, являются мниныии; си. статью его въ Метогк 

а Ма^етаНеа е Ршеа НеДа 8оае1а ЬаИапа^ Т. IV, Теогеша: И ХиИо *тод*паг$о 

поп рио соп/опЛ^таг со1 тЫе^ рр. 116 вяя- — Опровержен{е теор1и Риккати 
и защиту Эйлерова учетя см. въстат. КёПех1оп8 зиг 1е8 1овап1Ьте8 1гаа- 
Й1па1ге8 Раг. Р, Т. 8еЬиЫп. (Ргёз а ГАс. 1е 38 ^апV. 1790), ^(па А<ла Ас 
8с. 1тр. Ге1г. \. VШ, 1790, Р. 1794, рр. 171—181-, Реп81еп зиПа Гашоза ^ие- 
8(1 о пе с1е' 1одап(т1 (1е' пптег! пе^аНу! Ое1 818" ог СНафапсеясо Ма1/аи$; 

МетпЫе е1е11п геа/е АссЫепца {Ц 8с1епел ВеНе ЬеИеге е<1 АгЫ <И Мап((п>а, 1795. 
рр. 3 8^<|.; ср. (потЫе г/л' Ь^ШгаН АШепеяе^ Т. XVI, 1795 {К1иде1, 1. С 

ВЪ орин. 6) къ стр. 537. 
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ся, варочемъ, тймъ, что ^^йлеръ стремился, повидимому, сде- 
лать € Алгебру» по преимуществу простой и соверишнно попу- 
лярной книгой и считалъ возможнымъ пользоваться въ ней, съ 
этой ц'Ьлъю, соображен1яии и даже выводами^ которыхъ онъ 
санъ не допуска лъ въ другихъ своихъ научннхъ трудахъ. Эти 
соображбН1я не представляютъ, конечно ложннхъ мн'Ьн1й или 
ошибокъ со стороны Великаго Геометра прошлаго в'Ька^ а сви- 
д'Ьтельствуетъ только объ отсутств1и сознан1я въ необходимости, 
хотя бы и для ц'Ьлей длементарнаго обучешя^ строго формаль- 
наго обоснован1я началъ Математическаго Анализа ^). 

Зд*сь встр*чаемъ мы ту же формулу - — - = 1 — 1+ 

1 — 1 ^с, о которой Эйлеръ говоритъ: «это иожетъ показать- 
ся противорФчащимъ здравому смыслу; ибо останавливаясь гд'Ь 
нибудь въ этомъ ряду на — 1, мы получаемъ 0^ оставливаясь 
же на -|>1^ получаемъ въ сумм'Ь 1. Однако именно это сооб- 
ражеше позволяетъ попять нашу формулу, ибо прибавляя безъ 
конца члены ряда^ не останавливаясь нигдф ни на — 1 ни на 
4-1) мы не можемъ получить пи О ни 1, но н'Ьчто среднее^ 

именно -1>^). Едва ли такое объяснен1е могло показаться кому 

либо вполн'Ь удовлетворительныиъ: — падуанск1Й пропов'Ьдникъ 
могь бы съ полнымъ правомъ сослаться на авторитетъ петер- 
бургскаго академика. 

Разсуждешя Эйлера о мнимыхъ величинахъ страдаюп. 
такой же сбивчивостью. Онъ утверждаетъ, что ]/ — 1.|/ — 1 = 



*) Ср. ^V. Рим, ЬоЪткде ап! Неггп ЬеопЬагс! Ёа1ег, Ваве!, 1786, рр. 
84—85 о происхождети и назначен1и Эйлеровой Алгебры. 

*) АнШыпд ъ. А1деЬга^ ТЬ. I, аг!;. 299, п. Аизй- р. П6; ср. гЫ(1, аг1. 
304, рр. 118—119, аП. 293. р. 114. Русск. перев., 2-оензд., стр. 192, 19в, 
188. Ср еще ЛеАбпцевы разсужд. прив. на стр. 242.—Съ другой стороны 
— то, что Эйдеръ говоритъ о расход, рядахъ въ «Дифф. Исчисл.» (см. 
стр. 380—382). 
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И ^ 



—1, |/ — 3. ]/ — 3= — 3, дал-Ье, что |/ — а*=а|/ — 1, и сей- 
часъ же ввЛ'Ьдъ за этимъ, н»ъ общихъ законовъ ]/а.]/Ь^}/аЬ 

__ =: 1/- , выводитъ, безъ дальн4йшихъ объясненШ, ра- 
уЪ \ Ь 

венства ]/ — 2. }/ — 3=|/6, 1^ — 1. ]/ — 4=|/4вв2, а зат^мъ 

^ 4 1 

!_ = 2, ==^ ]/ — 1 *). — Правда, Эйлеръ тотчасъ же 

говорнтъ о товъ, что въ квадратяомъ кориЪ изъ — а нужно 
различать два знака^ но не выводитъ изъ зтого заи!Ьчан1я ни- 
каки&ъ заключен1Й относительно сд^Ьланныхъ раньше выводовъ '). 

Среди разсужден1й объ элеиентахъ анализа^ написанныхъ 
въ разснатриваеное вреия почти н'Ьтъ такихъ^ которые пред- 
ставляли бы серьезный йнтересъ и оказывались оригинальными 
по сравнен1ю съ разсужден1Я1и геометровъ предъидущихъ 
эпохъ ^). Исключеше представляютъ лишь Даламбертова тео- 
р1я отрицательныхъ количествъ^ и различный ■зсл'Ьдовангя о 
инииыхъ величинахъ^ цринадлежащхя, впроченъ^ скор*Ье уже къ 
внсшену анализу. ')тн лосл'Ьдн1я я изложу потомъ отдельно, 
а теперь переданъ, вкратц1}, идеи Даланберта ^). 

Нужно прежде всего зам'Ьтить, что эти идеи нигд'Ь, у 
Даламберта, не выражены въ видЪ посл'Ьдовательно и система- 
тически изложенной теор1и; кратк1я указан1я для построен1я 
такой теор1и даны имъ въ н'Ькоторыхъ статьяхъ ^ ::)нциклопе- 
дш» % въ прим'Ьчашяхъ къ Мемуару о логариемахъ отрица- 



») Ап1. л. А1деЬга^ ТЬ. I. агк. 14Н— 149, п. Лиз^. рр. 61—62. русск. 
пер., 2-ое изд. стр. 90—92. 

^) Ап1, 3. А1длЬга, ТЬ. 1^ аг!;. 150. п. Лов^. р. 62, руосБ. иерев., 2-ое 
изд. стр. 92. — Ср. съ друг, стороны е. д. пром. на стр. 551. СалаИ 
(8(опа (<еи' А1веЬга. I. П, Саро V, р. 287) критшвуетъ эти разсужденхя 
Эйлера^ не иридаетъ имъ сдншкомъ бодьшое значен1е. 

^) Ср. прим. на стр. 610. 

*) Эти идеи преврасно изложены у Мяги, Ш$1. (1. ас т. е^ рЬ., 1. 
У1И, рр. 175—184 Ссъ извлеченгями изъ Орик, Даламберта); ср. •ЬШ,^ рр. 

78— •'^б: Ои Са1си1 Нез циап1Ш8 п^да1»ге$ еЛ шадтаггсз» 
. ') Аг1;. СоигЬе^ [и^иШгоп, ШдаЫ/", 
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тельннхъ кояичествъ, пон'Ьи^енноиу въ первомъ том^ «Ораяси- 
168» ^), н въ отд'Ь^[ьной^ спецгальной статьФ^ — въ посд'Ьднвмъ 
том11 того же сборника ^). Я приведу н'Ьс1Болысо наибод'Ье ха- 
рактерныхъ замЪчанхВ Даланберта. 

Прежде всего, онъ р'Ьп1ите1ьно отвергаетъ отрицательны)! 
количества, какъ существующхя сами по себ'Ь, лишь по противо- 
положен1ю съ положительнмии или абсолютными количествами ^). 
Отрицательныя количества должны быть ра;{сиатриваены един- 
ственно какъ количества вычитаеиыл; «знакъ — », говорить онъ, 
сесть лишь наименован1е, и указываетъ только на ложное по- 
ложенге или особое состоянхе количества, при которомъ онъ 
стоитъ, не лишая этого количества д'Ьйствительнаго существо- 
ван1Я....»^) сОднимъ словомъ, всякое количество им1^етъ 
само по себ^ знакъ -|- ; оно можетъ быть снабжено знакомъ — 
только по отношен1ю къ другому количеству, д'ЬВствительно 
выраженному, или подразум'Ькасмому»^). Наприн'Ьръ, уравнен1е 
XX -\- ах — Ьх — лЬ = О удовлетворяется значенхями не- 
изв4стной х=^Ь X •= — а\ зпакъ — при количеств* а по- 
казываетъ, что оно должно быть отнято отъ тЪхъ количествъ^ 
къ которымъ Ь можетъ быть, или въ действительности будетъ, 
прибавлено. Справедливость этого замЪчан1Я обнаруживается,, 
если за неизв'Ъстную задачи, приводящей къ данному уравне- 
Н1Ю выбрать новую величину 2=;г-|-2а; для этой новой пе- 



') Ср. прим 1) къ стр. 518. 

») Оризсииж та1НЫ. Т. VIII, Р. 1780, ЬУШ-гов Мёш.. /гвгАегсАв! «г 
<ИЛ1'4геп8 8и]ега; § ХК Зпг 168 ^аап(^^ё8 пё^аиусз, рр. 270—279. 

») Епе. Мё^Н, Райоие 1789, Т. II, рр. 446Л— 447а; Оришс. МыЬ. е. I, 
рр. 201—203. «II Ган! а\011ег ^п* И п*С8^ раз 1асие (1е ^хег Г1с1ёе (]е$ ^пап• 
Шёз пё^аНуез. & чне диеЦиез ЬаЬ)1р$ ^епз оп( тёте сопЫЬаё и Гет- 
ЪгопШег раг 1е8 по^10П8 реп ехас^ез диЧ18 еп оп1 <1оппё»» Епе. Мёгк, Ра- 
йопе 1789, Т. П. р. 446Л (аг*. Кёра1{/). - Ср. Еи1ег. Ап1. гаг А18еЬга. аг(. 
16—20. п. Апз^{. рр. 19—21, русск. пер., 2-ов изд., стр. 9—13. 

*) «Се 811;пе п^61е апсопе гёаШё й 1а ^пап^^1:ё ^^* 11 ав^вс1е». 

5) Ориис. Ма1Н,, и I. р. 203', ср. разсуждеи1я ЬеопагНо ЗаИтЬепг (Мет. 
иеНа 8ос. ЬаНапа, Ь, VII) Привед. у СомваИ. 81ог. с1. А!^,'. 1. I, Саро УШ, 
рр. 350—352. 
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ИЗВЕСТНОЙ ЯН нашли бы значешя 2а -рб и 2а — а, оба вещест- 
венння к иоюжительння ^). Даланбертъ настаиваетъ иатЪнъ 
на то1ъ^ что опрбД'клен1е отрнцательннхъ количествъ, какъ 
1еньшя1ъ нуля, не им'Ьбтъ само по еебЪ никакого стела; ато 
лишь свойство алгебрическаго символа — а^ выведенное какъ 
формальное слЬдств1в неравенства а<2а. 

«Простота и удобство Алгебрическихъ внражен1й состо* 
итъ въ возможности 11редставлен1я одновременно и какъ бн 
вкратце бодьшато числа идей; но этотъ Яаконизмъ выражен1Я, 
если можно такъ выразиться, вводитъ въ заблуждеше н'Ькото- 
рые умы и внушаетъ имъ ложный поняпя»'). 

Всякое н.юлированное отрицательное количество, согласно 
Даламберту, нужно разсматриватц какъ возникающее изъ рЪ- 
Ш6Н1Я вопроса^ уравнепе котораго неправильно составлено; 
эту неправильность легко устрлнить^ 8ам«Ьнивъ выбранное не- 
язв-Ьстное другимъ, превосходящимъ его на соответствующую 
величину: тогда уравнен1е, определяющее новую неизвестную 
будетъ иметь лишь положите 1ьные корни '). Отрицательное ко- 
личество — 6 следуетъ^ такимъ образомъ^ разсматривать, какъ 
разность с — Ьу где с есть неопределенная величина^ исчеза- 
ющая въ данномъ алгебрическомъ исчислеп1И^ вследств1и слу- 
чайной, но неизбежной ошибки въ алгебрической постановке 
данной задачи, которая ошибка всегда можетъ быть исправле- 
на^ увеличивая с соответствующимъ образомъ: этимъ опреде- 
ляются все действ1я, производимый надъ отрицательными ко- 
личествами ^). 

Тоже определен1е лежнтъ, по Даламберту, и въ основанш 



») Оргие. Ма1к. I. I, рр. 203-204. 

*) 1Ш. р. 204. МаНе Н. й. Зс. М. I УШ, рр. 175-176. 

*) ЕперЫ. мак. АП. Шда!^^, 1. II, р. 447а, АП. ЁдиаИоп^ 1. I, рр. 
638^-639^. 

•) Орыйс, МыН., %. I, рр. 204—205, я(в), Магк Н. (1. 8с. М* 1. УШ, 
рр. 176—178; ср. ^с ЛГе^А., АП. Nёд<и^/^ и II, р. 447. 

Зи. Мм. йщ, «. XIX. 10 
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геоиетричесвой интерпрвтац1и отрицательны хъ р'ЬшенШ. «С!*!»' 
дуетъ имФть въ виду», товорнтъ Далаибертъ, с что кривая 
1ИЯ1Я есть ничто иноо^ какъ нксто безчисленнаго иножества 
точекъ, служап(ихъ для рЪшен1я неопред'Ьленной задачи^ т. е. 
задачи, имеющей безчисленное множество р1шен1й. Расположе- 
Н1в этихъ точекъ север пшнно не зависитъ отъ положенхя осей^ 
къ которымъ онЪ отнесены^ и оси эти иогутъ быть располо- 
жены гдЪ угодно на на данной плоскости. Изъ этого начала 
иожно вывести сл'Ьдств1я касаюнияся положен1Я ординатъ! ^). 
Если ордината найденная изъ уравнен1я кривой им'Ьетъ два 
значен1я^ одно изъ которыхъ РМ положительно^ а другое Гт 
отрицательно, то нужно откладывать ихъ въ разныя стороны^ 
ибо, если, наприм'Ьръ, РМ=-]/х^ а ]Рт= — |/гг, то, перенося ось 
X — въ АР въ соотв'Ётствую)цее параллельное прежнему поло- 
жен1е ар такъ, чтобы рР=:а, и обозначая ординату отнесен- 
ную къ новой оси черезъ ;г, гд'Ь ;г=а-[-^, мы найдемъ два 
соотв'Ьтствуюшихъ зиачен1я новой ординаты: г=^а'\-]/х и ^г= 
а — ]/х^ которыл всегда иогутъ быть оба сд'Ьланы положитель- 
ными посредствомъ соотв'Ьтствующаго выбора произвольной ве- 
личины а. Геометрически эти р1швн1я представляются прямы- 
ми рР + РМ ж рР — Рт^ откуда легко видйть, что длина 
Рт, равная РМ, должна быть, кавъ вычитаемая, отложена 
въ направлен1И обратномъ этой посл'Ьдней. 

сПоложительпыя ординаты принадлежатъ всФ, равнниъ 
образомъ, данной кривой, что очевидно, ибо н4тъ причины 
предпочитать одн'Ь изъ нихъ другимъ. Той же кривой принад- 
лежатъ и отрицательный значен1я ординатъ; чтобы уб'Ьдиться 
въ этомъ, стоить лишь отодвинуть ось тавъ, чтобы всЬ орди- 
наты стали положительными. При этомъ посл'Ьднемъ положе- 
Н1И оси всЬ ординаты равно принадлежатъ кривой. Тоже, сле- 
довательно будетъ им!Ьть м!Ьсто и при прежвемъ иоложен1и 



О Вяе^. МИк. АП. СаигЫ^ %. I, р. 468Ь* 
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ос1>. Подобны1Ъ же образонъ южно показать^ что для поду- 
Ч6Н1Я всЬхъ в'Ьтвей кривой нужно въ ея уравненш придавать 
^, какъ положитедьння, такъ и отрицательный 8начен1л ^). 

Установивъ такяиъ образоиъ, для воординатъ, правило 
взаимной обратности направленхя положительннхъ и отрица- 
тельныхъ значен1й^ Дадаибертъ показалъ, внЪсгЬ съ т^мъ, на 
дривЪрахь.) что правило это не всегда распространяется на 
друпя ЛЯН1И, внражетя воторнхъ представляютъ алгебриче- 
СБН обратныя количества. «Это происходитъ отъ того», гово- 
ворятъ онъ, «что отрицательный знакъ указываетъ, что коли- 
чество должно быть взято^ въ р'Ьшен1и задачи, не въ направ- 
1вн1и обратноиъ направлен1ю положительны хъ количествъ вооб- 
ще, а только въ направлен1и обратноиъ предположенноиу > '). 

_ Я 



Такъ, въ фокально-полярноиъ уравнеши гиперболы р=-р^ ^ , 

полагая '^=91+^ (^^Д* ?1< л) "^ получимъ отрицатель- 

• 
ное значеше для р; легко видЪть что, при этоиъ, соответству- 
ющая точка гиперболы должна быть взята не на прямой про- 
ходящей черезъ оконечность дуги ср1-^1?, а на продолжен1и 
этой ЛИН1И въ обратную сторону ^). 

Отрицательный количества по своей природ'Ь р'Ьзво отли- 
чаются отъ мнимыхъ; «первый даютъ р'Ьшенхе предложенной 
задачи, разсматриваеиой только съ несколько иной точки зр'Ь- 
Н1Я, и которая даже^ въ сущности, нисколько не отличается 
огь предложеннаго вопроса; мнимыя же выражен1я не даютъ 
ннвавого дМствительнаго р'Ьшен1я задачи, какъ бы ее ни 



») Епсуси мин., рр. 4536 — 4546; ср. гЬЫ. аП. ИёдаНГ^ I. II, рр. 
447Ь-.448а; Оршс. Ма1к. Ь. УШ, рр. 270—271; Магге. Н. (1. М. I;. УШ, рр. 

182-183. 

») Ориме. МагК, I. УШ, 1. С. аП. 2, 3 8и1у , рр. 271—272 вшу. 

«) 1Ш. аг1. 2, р. 271; ср. Епеус1. МИН., аг1. ШдаЦГ^ ^. II, р. 4476-, 
Шти. Н. (1. 8с. т. и УШ, рр. 183-184. 
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разсиатривать. Причина этого та, что отрицательные корни^ 
при небольшонъ и'ам'Ьнен1И вопроса, могутъ перейти въ поло- 
жительные, тогда какъ для инииыхъ корней такой переходъ 
никогда не возиоженъ» ^). 

Таковы, въ общихъ чертахъ, идеи Далаиберта о природ'Ь 
отрицательны хъ количествъ. Зачатки ихъ можно найти еще въ 
Декартовой «Геометр1и> *). Он*, къ тому же,- представлиютъ 
только первые шаги къ рацшнальному учен1ю объ алгебриче- 
скихъ количествахъ; полное развитхе эти идеи получили лишь 
много л'Ьтъ спустя въ замечательной теорхи Карт, представ- 
ляющей основан1е его «Геометр1и 11оложен1я>^ изданной въ 
1803 году ^). Карно резюмируетъ эту теор1ю во введенш въ 
свою книгу и излагаетъ вм^сгЬ съ т*мъ основанзя^ побу- 
ДИВЩ1Я его отказаться отъ общепринятыхъ воззр^нИ и^ сле- 
дуя Даламберту^ искать новыхъ началъ для правильиаго уче- 
Н1я о положительныхъ и отрицательныхъ количествахъ ^). 

<Геом$тр1я положен1я*, говоритъ Барно, сесть, собствен- 
но говоря, учен1е о положительныхъ и отрицательныхъ коли- 
чествахъ, или скорее средство для замены этой теорхи^ такъ 
какъ въ геомбтр1и подожешя она совершенно отвергается. Уже 
давно замечено было, что н^которыл алгебрическ1я формулы, 
члены которыхъ отличаются другъ отъ друга лишь знаками-)- 



<) Елсуе1. Ш1к.^ лН. ШдаЦ^^ %. II, рр. 4476— 448а. 
*) Ср. отр. 126—128. 

') Сгёотё1г1е <1в РозШоп; раг X. N. М. Саты^ .... А Рапе, — Ап 
XI— 1803. Первоначальвый очеркъ своей системы Карно издогихъ въ со- 
чинеши: Бе 1а Соггё1а110п (1е8 Р1цагеа (1е ОёошёЬпе. Рапе, Ап 1Х=1801. 
РонееШ подвергь теор1ю Карно подробному разбору и критик'^: см. Арр!!- 
саиопз <1*Апа1у8е еЬ йе (тёошё^пе чп1 оп1; зет с1е рппС1ра1 Гоп<1етеп( 
аа ТгаИё дез Ргорпёеёз Рго^ееМуев (1е8 Ргртгез. Т. II, Р. 1864. СаЬ. Ш 
е1; IV (1815—1819). 

*) Оёот. Не ро$, ^)\ввет^2^йоп ргёИшпахге, рр. (I)— ХХХУШ; Карно 
говоритъ въ прим. *, р. (I): Сеие с[188ег1аио11 (1о]Ь е(;ге геваг(1ёе сотше 
{а1зааЬ рагИе еззепЦеЦе с1е Гопугаве теше. 
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и — , внражаютъ часто аниогичння свойства различннхъ фи- 
гуръ, построен1е которыхъ^ въ существ'Ь дФла, одна и тоже^ 
I которня различаются между собою только перестановкой со- 
ответственны хъ частей. Это остроумное заж'Ьчаше принадле- 
жятъ Декарту; но желая слишкомъ обобщить его сд'Ьдств1я^ 
впадаютъ^ какъ нн'Ь кажется, въ заблуждевхе и влоупотребля- 
ютъ этнмъ ЗАМ'кчангемъ. Я обнаружу, восходя къ началамъ 
теор1и, возможность такихъ заблужделй » ^). 

Карно совершенно отвергаетъ всЪ теор1И отрицательныхъ 
веяичйнъ^ построенныя на предположен1н ихъ самостоятельной 
реальности, безъ отношен! я къ ихъ алгебрическому смыслу и 
происхожден]ю. Онъ останавливается очень подробно на тЪхъ 
паралогизмахъ^ къ которнмъ могутъ привести неправильныя 
опред^летя отрицательныхъ чиселъ^ какъ количествъ иеньшихъ 
нуля, или количествъ той же природы, какъ и положятель- 
ныя^ но взятыхъ въ обратномъ направлен1и '). 

Исходя изъ соображен1й, подобннхъ гЬмъ, которыми поль- 
аовался Далаибертъ ^), Барно приходитъ, прежде всего, къ 
С21(дующимъ заключен1ямъ. 

с1^. Всякое отдельно стоящее отрицательное количество 
есть воображаемый предмегь^ и отряцательныя количества 
встр'Ьчающ1яся въ вычислен1И суть лкшь алгебрическ]я формы, 
неспособный представлять никакихъ вещественныхъ и дЬйст- 
вительно существующихъ количествъ. 

2^. Каждая изъ зтнхъ алгебрическихъ формъ^ взятая по 
абсолютной своей величине, безъ вниманхя къ ея знаку^ есть 
ничто иное^ какъ разность двухъ другихъ абсолютныхъ количествъ, 
изъ коихъ то, которое было наибольшимъ изъ двухъ, въ томъ 
С1уча%, въ которомъ было установлено данное ра8Сужден1е^ 



') Оё(т. Ле ро9, 0188. ргё1.^ р. II. 
') 1Ш. рр. VI— ХУП. 

») 1ш., рр. хта-хуш. 
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стало наиненьшииъ въ тоиъ случвА, къ которому хотятъ при- 
ложить результаты вычислен1я». 

«Этотъ принцЕпъ>, прибавляетъ Еарно, € отв'Ьчаетъ всЪнъ 
потребностяиъ и избавляетъ насъ отъ яеобходиностя вводить 
отвлеченныя ионятхя^ о смнсл'Ь Еоторыхъ Геоиетрн никакъ не ио- 
тутъ сговориться. Въ саномъ }^Ъл% возвращаясь къ простыиъ 
и пояятнниъ идеянъ, уиъ нашъ естественнннъ образоиъ оста- 
новится на тоиъ заключбН1И^ что въ дМствительности не но- 
жетъ существовать другяхъ количествъ^ крок'Ь тФхъ, которыхъ 
называютъ абсолютный^ и что знаки^ которые иогутъ ииъ 
предшествовать^ указываютъ вовсе не на количество^ а яа 
д'Ьйствге. Такииъ образомъ эти знаки^ разсиатриваеине сово- 
купно съ количестваии, образуютъ не новый количества, а 
сложный алгебричесшя формы »^). 

Барно заи'Ьняетъ ученхе объ отвлеченныхъ положитель- 
ны хъ и отрицательныхъ количествахъ теоргей количествъ^ ко- 
торыя онъ называетъ прямыми и обратными. Это суть, по 
его опред'Ьлен1ю, обыквовенныя или абсолю№ыя количества^ 
но каждое изъ нихъ разсматривается какъ разность двухъ 
другихъ^ изъ коихъ одно д^Ьлается посл^Ьдовательно, то боль- 
ше то меньше другаго. Когда то количество, которое было 
больше въ систем'Ь служившей для установлетя данныхъ вы- 
водоБЪ^ остается постоянно больше другаго^ разность между аб- 
солютными значен1ями этихъ количествъ носитъ назван1е пря- 
маю количества^ когда же сказанное количество д'Ьлаетсл 
меньше другаго, то разность эта называется количествомъ об- 
ратнымг ^). 



») 1ЬЫ., рр. XV Ш - XIX; ср. дал4е, рр. XIX -- ХХП. О различхи 
между диапШё —коАячестиоыъ въ т^сиомъ смысл'Ь слова, н 9аииг — алгебри. 
ческнмъ выряжеш'омъ, или функщей^ см, О^от, Ле Рол. 8еск. ргет-^ Рппс. 
|^ёп. аг!:. 9, рр. 7—8-, ср. 1к1асогг. </. /. с1е д, лгЬ. 4, рр. 2- 3. 

») Оеотёше ие РозШоп^ ЬЫ^П. ргёИш., рр. ХХП- -XXIII; ср. ^е 1а 

соггИ. и, Дд. (к Оёот., аП. 8, р. 4, аг^ 9, рр. 4—5: «Ьез йепх С1иапШё8 
йоп! 1а (Нйёгепсе ее!; еп $еп8 <Игеа^ 80п(; йИев еИе-тётёз ея оЫгв Лгвс/; 
еЬ сеПез (1оп<; 1а (111]Рёгепсе ез(; еа вепз 1пуегзе, аопЬ (Шее еНеа-тбтез ея 



151 ОСНОВАШЯ ТЕОРШ АНАЛИТИЧЕСКИХ'Ь ФУНКЩЙ. 623 

Такя1ъ образоиъ^ количество можетъ быть прямым?) иди 
обратннмъ не само ио себ'Ь^ или по отношен1Ю къ количествамъ 
входящимъ вя'Ьст'Ь съ нимъ въ данную систему^ а лишь ио отно- 
шен1ю къ количеству, соответствующему ему въ въ некоторой 
первоначальной, или нс^умальной сис7пем1ь^ которой данная 
является изм'Ьнен1емъ или коррелшпомъ ^): въ этой нормальной 
систем'Ь всЬ указаяныя д'Ьйств1я должны быть выполнимы и 
всЬ ВХ0ДЯЩ1Я въ нее количества должны быть абсолютными ^). 
Соответственно ра.^личнымъ обстоятельствамъ^ въ которыхъ на- 
ходятся количества^ знаки ихъ, въ формудахъ, въ который они 
входятъ, для расиространешя этихъ формулъ на соотноситель- 
ныя системы должны быть удержаны или изменены. Теор1я 
этихъ иаменен1Й въ геометр1и, гдЪ они зависятъ отъ относи- 
тельнаго иоложьн1я частей фигуръ, и составляетъ иредметъ 
наукИ; названной Карно <Геометр1вй доложен1я» ^). 

Знаки -Ь ^ — играютъ такимъ обравомъ въ анализе 
двоякую роль: съ одной стороны они выражаютъ д'Ьйств]я сло- 
жен1я и вычитатя, служатъ знаками действ1я; съ другой — 
они являются знаками корреляцги^ выражая «последователь- 
выя изменен1я^ происходянЦя въ переменной системе^ и раз- 
личный степени сообразности или несообразности различныхъ 
преобразованныхъ состояшй системы съ первоначальны мъ ея 
состоятемъ» *). 

•) в4от. 4е роз.^ 1)ш. рг., рр. XXVI — ХХУШ; 1)е Ы соггИ. ^, /гд, йе 

бе'от., аг1. 1—16, рр. 1 — 8; аг1. 13, р. 6: сД'аррсПега! еп ^ёпёга! зуз^бтев 
соггёит/8 1ои8 сепх цп'оп реп! гаррог1ег й ип тбте 8уз16те рптп!!;!!'.; — ». 

*) Оеот, с1е роз. 1)188. рг. рр. XXVI— XXVII: « — ; И пе реи! (1о1\с 
в'у гепсо1Лгег> (въ иервон. сист.) «йе ^иап^^(;ё8 пёваЫуен 18о1ёе8, ршзчи' 
ипе рагехИе ^иа^^1:^(;ё езЬ пп 6(ге ее га1зип^ п1 а р1п8 (отЬе га1воп <1е ({цап- 
Шёа 1та§1па1ге8; — > (р. ХХУП). 

■) О^^от, (1е роз. 1)ш. рг., р. XXIII: < ; е<; с'вз^ 1а 1Ьёопе (1е сез 

птииопа ^ие ^е поште дёот^гНе 4е розШоп, рагсе да^оп еСГе! с'ез^ ра1 еИез 
(]а*оп ехрпше 1а €Цуег511ё '(1е розхиоп (1ез рагМеа согге8роп(1ап1вз «^апв 
1е8 вртгез ^е тбте ^енге». 

•) Оёат. ае розШоп^ аП. 25, 26, р. 26. 
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Подобная же тбор]я положителъннхъ и отрицаюдьннхъ 
количествъ была придумана и кзложена несколько раньше 
Еарно, хотя бол'Ье отвлеченно и съ меньше ю.иодробностью и 
обстоятельностью^ н'Ьмецкииъ математикомъ Клюгелемь ^); онъ 
изложилъ ее потомъ во второмъ том'Ь своего аам^чательнаго 
« Математическаго Словаря», изданномъ въ 1805 году ^). 

По мысли Карно и Клюгеля основанге истинной филосо- 
фш отрицательныхъ велкчинъ должно искать въ принципе 
объединенгя ^Д заставляющемъ прилагать одно и тоже разсуж- 
ден1е къ радличнымъ, но сроднымъ между собою математиче- 
скимъ объектамъ. По справедливому замЪчанхю Клюгеля^ этотъ 
принщшъ, отсутств1е котораго составляло главный недостсятокъ 
анализа древнихъ геометровъ ^), лежалъ въ основ'Ь теор1и от- 
рицательныхъ величинъ у всЬхъ великихъ матемнтиковъ новаго 
времени ^). Въ этой теорхи объектами объедипешя служатъ 
системы количествъ^ соедининныхъ между собою соотношевхямя 
выраженными аналитическими уравнешями. 



*) (когд 81топ К1иде1^ 1739—1812; О вГО яаучн. Д-Ьят. см. Роддея<1ог1Г. 

В10(;г. 1ли. Нап(1\Vдг(;е^ЪасЬ 2. О^езсЬ. (1. Бхас1. 1^188. Т. I, Ьрг^. 1863^ со]. 
1277 - 1278. - См. АЬЬап(11пп^ иЪ. (116 ЬеЬге уоп (1еп сп1^е§еп§е5е121еп 

вгбзвеп V. 6. 8. К1йде1^ АгсЫг с1, гЫпеп и. апдеи>, Ма(кет. ЬГ8^§Ьп. V. Шп- 
(1епЬигд^ 1795, НрЛ Ш, 1\\ О прямглхз и обрати . кодич. ВЪ 1п1годпс110П й 
ГА18ёЬге раг Уе1ад, 1799, см. О^от. Ле ро». В188. рг. рр. ХХШ-ХХП*. 

*) Ср. прим. 1) на стр. 260. См. МаЛ. УГдн. I ЛЫЬ. Т. II, Ьрг^. 
1806, Еп1§е§епде$е1;г1;е Огоззеп» 88. 104—114; Клюгедь называетъ Nй^та^- 
/а11^ то что Карно разум'Ёетъ иодъ иазван1вмъ $у$1ёте рггтШ/" {МсиН. Ж / 
АЫН,^ ТЬ. П. р. 109). Раэборъ и критику теор1И Карно и Кдюгедя см. въ 
стать'Ь: Уег^ЫсЬип}^ г^?18сЬеп Сагпо(8 гик! те1пег Апз'сЫ о[ег А1деЪга 
пп(1 ппвегег Ъеу<1ег8еШ^ уогве8сЫавепе11 АЪкеИпп^ 1кгег 1Тп»оЫ1ёке1^ 
Уоп 1^. Оои1. Виме, РгеуЬег^, 1804; тамъ же — указашя на друпя совремеян. 
статьи, относящ. къ тому же вопросу. 

О Ср. стр. 224, 464—455. 

.*) М<иН, ТГвг/. АЪШ. ТЬ. II, р. 106: Клюгедь указ. на труды Апол- 
Л0Н1Я: Бе 8есиопе гаНоптз, с[е зесИопе с1е1егт1па1а, ()е 1ос18 р1ап18. 

*) АГвМ, }7бг1. АЫЬ. I, '1Ь. П, р. 114; ср. Ньютонъ К с. въ прим. 
13 на стр. 256. 
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Барно не довольствуется гкчи разсужден1яии, о которнхъ 
1Н уже говорили; онъ формулируеть бол1(б иодробяо свой 
прннципъ корреляцш системъ и фигуръ и раавиваетъ его въ 
направлепи обнарухивающеиъ ясно связь его съ Лейбнице- 
вниъ яачалоиъ непрерывности ^). 

« Представииъ себ'Ь»^ говоритъ Барно, € какую нибудь си- 
стеиу количествъ, связанныхъ между собою какими либо соот- 
ношешяии. Очевидно^ достаточно будетъ знать известное число 
этихъ колнчествъ^ чтобы опред'Ьлить^ съ помощью втихъ соот- 
ношен1й остальныя. 11рбдположииъ, что^ въ действительности^ 
внбравъ известное число этихъ количествъ, какъ термины 
сравнен1я, мы нашли формулы, дающ1я величины прочихъ ко- 
личествъ посредствомъ первыхъ^ и составили общую таблицу 
этихъ формулъ. Эта таблица будетъ аналитическимъ выраже- 
Н1е1ъ соотношен1Й, существующихъ^ по иредположентю, между 
всЬии количествами предложенной системы. 

Пусть теперь система эта преобразуется путемъ непре- 
рывнато изм'кнен1я составляющихъ ее количествъ (раг Ле^гёв 
1П8е1181Ые8Х по какому нибудь закону, такъ однако, что при 
этоиъ н'Ькоторыя изъ количествъ системы остаются постоян- 
ными^ друт1я же изменяются. Очевидно^ что по м^рЪ постепен- 
наго прообразован1я системы, формулы нашей таблицы должны 
испытывать соотвЬтственныя изменен]я, и что эти изм'Ьнен1я 
будутъ делаться все болФе и болФ значительными по мФре 
удален1я системы отъ своего первоначал ьнаго состоянхя. 

Это изм'Ьнен]е будетъ сначала тЪмъ, что называютъ без- 
конечно или безгранично малымъ, пока вычислитель не при- 
дастъ изм'Ьнен1ю или лриращен1ю перем'Ьнныхъ опред^леннаго 
значен1я; т. е. пока онъ не подставитъ, вместо количествъ 



») 6ёоте*г%г (1е ро9.^ предв. зам'^ч. аП. 1—8, рр. 1—6, 8€С^ I, Рпп- 
С1рв8 ^ёпёгапх, аг1. 9—77, рр. 7—77; Ве 1а согЫ1, иеш ]%д, Лв дёот,, агО. 1— 
97, рр. 1—67; ср. СКа$иш. бёот. апр., 018С011Г8 (1'1паан* е1с., рр. 580—2^81. 



62в И. ТИМЧЕНКО. 154 

первоначальной системы, разснатряваемнхъ вавъ пред'Ьлы или 
первоначальння значешя^ другихъ значенхй, опред<Ьленны1ъ со* 
образно съ язм'Ьнбн1вмъ^ происшедшииъ^ по предположен!», 
въ систем'Ь. Въ саиои7> д'Ьл'Ь^ такъ какъ до т^хъ поръ 
ничто не опредЪляетъ рази'Ьра из11'Ьнен1й, претерпЪваеинхъ 
количествами системы^ то вычислитель сохраняетъ за собой 
право предполагать ихъ какъ угодно малыми. Эта не* 
опред'Ьленность состоян1я системы представляетъ случай, 
дающ1й м'Ьсто очень важному упрощен1ю: она порож- 
даетъ 1ерарх1Ю того^ что яазываютъ безконечно-малнми раз- 
личныхъ порядковъ-, 1ерарх1ю, развит1е которой состав ляетъ 
плодотворную в'Ьтвь анализа^ изв'Ьстную подъ именемъ анализа 
безконечно-малыхъ, которая есть^ въ дФйствительности^ только 
обширное и счастливое приложен1е метода неопред'Ьленннхъ 
количествъ» ^). 

Когда изм'Ьнен1е системы сделается опред4леннымъ, то 
можегь представиться два случая: въ первомъ^ изм'Ьнен1е это 
настолько невелико, что таблица формулъ опред'Ьляющихъ си- 
стему не претерп'Ьваетъ никакихъ изм'Ьненхй въ знакахъ, свя- 
зывающихъ ВХ0ДЯЩ1Я въ формулы количества. Барно гово- 
ритъ^ что преобразованная система находится тогда въ пря- 
момъ соотногаенги (соггё1а1]Оп д1гес1;е) съ первоначальной '). 
Въ иротивномъ ел уча*]) таблица формулъ не можетъ быть при- 
ложена къ новому С0СТ0ЯН1Ю системы путемъ простнхъ изиФ- 
нен1й абсолютныхъ величинъ входящихъ въ нее количествъ. 
Некоторый нзъ этихъ количествъ приходится^ или Р. умно- 
жать на — 1 т. е. м'Ьнять ихъ знаки; — мы им'Ьемъ тогда 
д'Ьло съ соотношетемъ не прямымъ (соггё1а1;10п 1пс11гес1е) ^); 
2^. умножать эти количества на другхе корни единицы — тогда 



") 67от. (1е роз,. аг1. 2, 3, рр. 2—3, ср. стр 364— 36(| и прим. 2) на 
стр. 366. 

*) Оёат, с1е рош,^ лг1, 4, р. 3. 

*) 1М, аг1. 5, р. 3; ср. Вл 1а согг. с/, /пд. еп дёот^ аг1. 15, р. 7. 



155 0СН0ВАН1Я ТЕОРШ АНАЛИТИЧЕСКИХЪ ФУНКЦ1Й. 627 

соопмотенге д'Ьдается мнимимъ ^). — 3^. изи'Ьнять знаки у 
какихъ нибудь функц1Й отъ кодичествъ, составдяющихъ си- 
стену, которая тогда становится въ сложное сотпношенге 
(соггё1а1;1оп сотр1ехе) съ первоначальной ^). 

Какъ нрин'Ьръ ининаго соотношенхя^ Карно ариводитъ кор- 
реляц1ю систонъ а, ог^ у е а^ х\ у* оиред'Ьляеныхъ уравнен1я- 
ИИ аа — XX — уу'=0 И аа—х*х*-^у'у[=^Оу изъ коихъ первое 
принадлежитъ кругу ^ второе — равносторонней гиперболе. Т'Ьхе 
уравиешя устанавливаютъ сложную коррелящю систеиъ а^ {х-{-у\ 
{х-у) и а, {^+у^) {х^—у^) «). 

ВслФдствхе непрерывности изи'Ьнен1я каждаго количества^ 
составляющато систему^, оно все вреия сохраняетъ д'Ьйстви- 
тельность своего существоБан1я и не теряетъ соотв'Ьтств1я съ 
первоначальны хъ своииъ состоянхеиъ. Аналопя двулъ корреля- 
тивны&ъ систеиъ сохраняется непрерывно ^). Такъ, въ предъ- 
идущенъ прии'Ьр'Ь) координаты точекъ гиперболы переходяхъ 
непрерывно въ соотв^Ьтственныя координаты точекъ круга: 06*6 
фигуры находятся, поэтоиу^ въ ннииоиъ соотношен1и. Карно 
обобщаетъ такииъ образоиъ иетодъ Лагранжа, послужившгй, 



') Сёст. (1е ро»,, птЬ. 6, рр. 4 — 5. 

') /6#и, аг1. 7, р. 5; ср. Ве 1а согг, (I, /гд. с1б дёот,^ аг1. 29, р. 15, 
аг1. 239—256, рр. 177 -'188: Ве$ еоггИагит» еотр1ехея е$ (и» %тад^пшгбш\ ср. 
дад'Ье О^ош. ^и роя.^ аг(. 69, рр. 70—72. 

») Ве 1а еогЫ1. Л, /. ^е д. аП. 239, 244, рр. 177 — 178, 180; ср. 
в^'от. (/в />(»., аг4. 67, рр. 67 — 69. 

•) ОАопк </в ро*., аг1. 8, р. 5, ср. Ве 1а согг. и. /(д. (/е дёот, аг1. 13, 
р. 6; Оёот. <и рош.. 1)188. ргё!., рр XXVII— XXVIII. На такое значвп1с 
Лейбницева закона непрерывности, какъ основаюя, на которомъ зиждется 
возниБновен1е и уиотреблеихе отрицатедьн. б01ИЧ. въ адгебр'Ъ. уназывадъ 
еще Рг, Мазеге»: Ср. ВТ. СО*!, его цит. ВЪ прик. на стр* 610, СЬар!;. П1., 
рр. 15—19. — РоисеШ расп1яри1Ъ значвн1е этого закона иъ своем ъ прин' 

1^ипл непрврыоно'.'ти^ %ргЫЫрё (1е регшанепсе 011 сопа'яш/г Ыйё/Ыге Лез Шз 
та^кётаЫдиез Лез дгапЛеигз гапаЫез раг зиссезз^оп тэеям6/в». Объ ОТНОШОШИ 

ЭТОГО начала къ принципу корреляц1и Карно, см. у Ропсе1е(;, 1. с. въ прим. 
3) на стр. 620, въ особ, письмо его кг О. Тв^^иет^ МеЬг, 23 поу. 1818, 1. 
с. рр. (630)— 639. 
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въ вопросЬ о логяриеиахъ отрицательннхъ количествъ, Т)е 
Ропсепех и его послФдователяшъ для непрернвнаго перехода 
отъ одной вЪтви гиперболы къ другой. Ве Ропсепех, обладалъ^ 
впрочемъ^ повидимоиу^ идеей подобнаго обобщешя; онъ гово- 
рить объ этомъ въ концЪ своего меиуара о инимыхъ вели- 
чинахъ ^). 

Начало соотношен1я систенъ количествъ, или геоиетриче- 
скихъ фигуръ есть лип1Ь одинъ изъ наибол'Ье интересныхъ въ 
ц'Ьломъ ряду заи'Ьчательныхъ синтетическихъ принциповъ, со- 
зданннхъ великой геометрической школой Монжа^ Карно и 
Понеелэ; изъ атихъ принциповъ возникла такъ называемая 
Новая Гео1етр1я ^). Но тогда какъ одни изъ нихъ^ какъ 
прияципъ случайныхъ соотнотен1й Монжа^ начала двойствен- 
ности и гомограф1И, носятъ, съ одной стороны, отвлеченный 
логическхй характеръ, съ другой — приложииы лишь къ опред'Ь. 
леннымъ геоиетрическииъ вопросамъ^ друпе принципы, какъ 
начало Карно и^ въ посл'Ьдств1и^ законъ неарерывности 
Понселз^ имАотъ непосредственную связь съ началами алгеб- 
рическаго анализа и теор1и функц1й. 

Карно^ приступая къ изложен1ю своей «Геоиетрхи Поло- 
жен1я>^ начинаетъ съ общихъ разсужден1й^ которыя иогли бы 
послужить, вм'Ьст'Ь съ т'Ьиъ^ введен1емъ въ своего рода фило- 
соф1ю натематическаго анализа. Разсужден1я эти ии'Ьютъ пред- 
метохъ теор1ю алгебрическихъ уравнетй и опред'Ьляеиыхъ имя 
аналитическихъ фориъ въ приложенк къ рЪшенхю реальныхъ 



*) Ср. прим» 1) на стр. 531. Не/1. ». I. ^. Ы.^ агЬ. 17 (апЬ йп), 18, 
рр. 142-144. 

3) Объ мстор1Я возникновешя Новой Геометрхи н о вначенхи Д1Я 
этой иетор1и трудовъ математиковъ разсматрнваемато нами времени см. 
7 Ша1я: Лрлг^и АиюНдм, СН. 7, С1пда1ёте ёро^аеу рр. 189 8В1у., Оёот, 
ширит, Б18Соаг8 с1']па11В' в^<^'1 ^-^ РР* ^76 8п1у. О 8начен1и уоомянугахъ 
мною принциповъ, въ особенности «принципа непрерывности» Понселэ, 
для фн1ософ1и науки я буду говорить подробно въ истор1и девятато не- 
р1ода. 
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вопросовъ; они очень пространны^ и подробное И8ложен1е шхъ 
завело бы насъ слвшкомъ далеко ^). Къ счастью^ Карно санъ 
резюнируегь свои выводы въ рлд'Ь собранныхъ вм'Ьст'Ь поло- 
жен1Й. 

Я приведу ад'Ьсь эти положок) я, который не только хо- 
рошо характеризуютъ теор1ю саиого Карно, но представляютъ 
вн'кст'Ь съ т1^иъ^ вообще, воззр'Ьн1я геоиетровъ прошлаго вФка, 
въ лучтеиъ ихъ выражен1И ^). 

<1^. Для того чтобы р'Ьтен1е задачи, данное какииъ ни- 
будь корнеиъ уравнен1я было действительно (е&ес(1Уе), нужно 
чтобы цредложенныя услов1я, предиоложенхя на которыхъ осно- 
вано разсуждеше и построен1я, или как1я нибудь операц1и, 
указываення корнеиъ этого уравнешя, бнш всЬ въ соглаС1и 
иежду собой. 

2®. Бели существуетъ какая нибудь. несовиЪстииость меж- 
ду т'Ьии и другими^ то должно уже разсиатривать этотъ ко- 
рень только какъ простое указатпе на другой вопросъ подоб- 
ный первому; чтобы найти истинное значен1е этого корня, нуж- 
но возобновить вычислен1е при другихъ изм'Ьнеиныхъ услов1яхъ 
я другихъ предположен1Яхъ, такъ чтобы они были въ полномъ 
соглас1и какъ между собою, такъ и съ операщяии указывае- 
иыми корнеиъ уравнен1я преобразованнаго согласно съ этими 
нзи'Ьнещями. 

3*. Отрицательные и мнимые корни, не бываютъ, сл'Ьдо- 
вательно никогда д'Ьйствительными рЪшенхями предложеннаго 
вопроса, но лишь простыми указанхями, на вопросы боя^е млн 
иен'Ье отлжчные отъ перваго; часто даже они суть только со- 
вершенно невначущ1я алгебричесв1я формы, вошедш1я въ соче- 



') См. Оёот. ^ рам, 8ее(. I, Рг1пс1ре8 в^пёгаах, уоои. въ прим» 
на стр. 626* 

О Т&к1я В088р%н1я южатъ, яапрямЬръ. въ освоватн равсужденхй 
Лапласа прявед. на етр. 576. 
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тав1е съ д'Ьйствительныки корнями всд'Ьдств1е алгебрическихъ 
преобразован1Й. 

4^. Но и вещественные и положительные корни, какъ м 
отрицательные и мнимые^ не служатъ д'ЬВствительныии рФшен!- 
яии и тоже суть только простыл укааанхя на подобные вопро- 
сы, когда построен1я^ или как1я нибудь операц1и, къ которыиъ 
они приводитъ, не находятся въ полноиъ соглас1и съ предло- 
женными УСЛ0В1ЯМН и предположепями^ при которыхъ установ- 
лены выводы. 

5^ Никакое уравнеше, или никакой корень уравненхя не 
можетъ дать д'Ьйствительнаго р'Ьшензя^ если они содержатъ коли- 
чества нел'Ьпыя (^аап^;^^ё8 аЪзигдез)^ или невыполнимыя дМ- 
СТВ1Я; развЪ только эти выражешя взаимно уничтожаются^ 
какъ это бываетъ въ вещественныхъ корняхъ уравнен1й 
третьей степени. 

6^ Не сл'Ьдуетъ^ всетаки, пренебрегать этими непонят- 
ными формами (Гогтев 1пт1е111^1Ъ1е8); ими можно пользоваться 
какъ вещественными формами^ потому что возможно заставить 
ихъ исчезнуть съ помощью простыхъ алгебрическмхъ преобра- 
зован1йу и тогда останутся только формулы явныя и непосред- 
ственно приложимыя къ предложенному предмету; при этомъ, 
однако^ какъ было зам'Ьчено, должны находиться между собою 
въ полномъ соглас1и какъ эти формулы, такъ и предложен- 
ныл УСЛ0В1Я и предположешя^ лежащхя въ основанхя внводовъ»^). 

Карно видитъ, далЪе, въ полвлен1и такихъ непрмводимыхъ 
къ реальнымъ количествамъ формъ необходимое сл'Ьдств1е законовъ 
анализа^ его преимущество^ обевпечивающее его свободу и силу^ 
и характерное его свойство отличающее его отъ синтеза^). Новый 
анализъ является не постепенной зам1^ной однихъ предполагаемыхъ 
вещественныхъ соотношен1Й другими вещественными же, изъ 



О вёлт. 4е роШит, 8ес^ I. ЛП. 62, рр. 61—^2. 
>) 1Ш. аг(;. вЗ— 73, рр. 62-76. 
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которыхъ первыя должны происходить какъ сл'Ьдбтв1я, какъ 
то было у древнихъ ^); новнй анализъ является равложвн1бнъ 
предполагаемы хъ соотяошешй на рядъ посл^Ьдоватальныхъ от- 
в^бченныхъ д'Ьйств1Ё, управляеиыхъ чисто формальными логи- 
ческими законами. <Въ изучен1И природы этихъ дМствШ и 
обозначенш ихъ условными знаками и состоитъ алгебра^ 
или скор'Ье анализъ^ для котораго алгебра^ собственно говоря, 
служитъ лишь орудхемъ или особымъ языкомъ> ^). 

«Геометр1я 11оложеН1я»^ заключающая и резюмирующая 
пройденный нами пер1одъ въ отношенхи воззр'Ьихй на природу 
хатеиатическаго анализа, открываетъ новую эру въ истор1и 
чистой геометр] и. Появленхе ея связано съ начавшимся 
въ прошломъ стол'Ьпи новымъ подъемомъ интереса къ геомет- 
Р1И древнихъ и съ внииательнымъ изучен1емъ ихъ творен1Й. 
Зд'Ьсь не мФсто говорить подробно о причинахъ этого историче- 
скаго явлен1я, о различныхъ перипепяхъ его и о всемъ вл1яти 
его на развипе математическихъ наукъ; я укажу только на од- 
ну сторону этого вл1ЯН1Я^ НО ТО, что е«у, именно, обязана со- 
временная математика иостепеннымъ возращенхемъ къ той стро- 
го формальной постановке своихъ осповъ и доказательствъ, 
которою единственно обезпечивается точность и неоспоримость 
6Я внводовъ ^). 



*) Ср. стр. 48 и 67. 

*) ОботИти (/в ропЫоп^ аг1. 73^ рр. 74 — 75. — «Топ(е 1апрте е8( ппе 
тб11ю(1е апа1у(1цие, еЬ ЬоиЬе теЬ\\о(\е апаХуНдпе 681 ипе 1ап|$ие>. «Ь'а1|^ё- 
Ьге ез1 ппе 1ап^ие Ыеп ЫЬе, еЬ ь'еъ1 1а зеи1е: Неп п^у рагои агЬИгаххе. 
Ь'апа1о^е чш п'ёсЬарре ^ата^8, соп(1ш<; 8еп81Ыетеп( (1*ехргез91оп еп ех- 
ргв881оп». Соп^ае. Ьа Ьапртб 1е8 Са1сп18. Рап8, Ап. VI.— 1798, рр. (1)^6. 

') Ск. объ этомъ движен1и у Шаля^ Арёг^и Ш, СЬ. 1У, ^аа^^. ёро- 
^пе. Анпичане ВЫ>еп 8*шоп (1687-1768) и МаиНею 8геи>аг1 (1717—1786), 
достойные преемннБИ Ваггою л Галлел^ быяи главныии его Д'кятелями. Не 
малое значете им^ю и В8учен1е нстор1и математики, павными предста- 
вителями которой являются Моп1иЫа (1725^1799Х Ка$^пл^ (1714—1800) и 
Вмм1 (1730—1814). Сл^дуетъ упомянуть также о превооходныхъ историко- 
вритичесияхъ схол1яхъ Пфмйдлрера къ №Ькоторымъ творея1ямъ древнихъ 
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Бакъ одна изъ первыхъ и для своего врененк наиболее 
совершенныхъ попытокъ такого обоснован1я иатеиатики въ 
прошломъ еще стол'Ьтш^ заслуживаетъ вниианк упомянутая уже 
мною раньше книга португальскаго математика Да Кунья ^). 
Она была опубликована па португальскоиъ язык'Ь въ 1787 г., 
но сд'Ьлалаеь общеизв'Ьстной лишь благодаря французскому пе- 
реводу ПАЬгеи въ 1811 году. Не смотря на различныя по- 
грешности и неточности ясяыя для современнаго математика, 
сочиненхе это достаточно интересно, какъ по своей иде^ и 
плану, такъ и по многимъ подробностямъ изложенхя; чтобы дать о 
немъ н'Ькоторое понят1е, я приведу вкратц*!) его содержая1е. — 
«Начала Математики» Да Буньи разд'Ьлены на двадцать одну 
книгу; каждая книга начинается съ формальныхъ опред'Ьлен1й 
входящихъ въ изложеше понятШ, какъ у древнихъ матеиати- 
ковъ; затЪмъ сд'Ьдуютъ предложен1я й ихъ доказательства, то- 
же прим'Ьнительно къ методе древнихъ. Такая система дЪлаетъ 
изложеюе въ высшей степени сжатымъ и позволяетъ автору 
поместить на трехъ-стахъ страницахъ небольшаго формата глав- 
н'ЬЙШ1Я изв'Ьстныя въ его время учен1я элементарной и высшей 
математики. 

Первыя деть книги трактуютъ о началахъ геометрхи, треу- 
гольникахъ и кругахъ *). — Третья книга содержитъ твор1ю 
пропорц1й въ дух'Ь древнихъ геометровъ ^). Опред'Ьлен1я отно- 
шен1я и пропорщи эквивалентны опредЪлен1ямъ Евклида; въ 
оенован1Ж опредФлетя Да Буньи лежитъ возможность разд^ле- 



теоиетровъ, мавн. обр. въ яачаламъ Евклида, появившихся въ вид'Ь дне- 
сергац1й, предложеяныхъ для защиты ученнканъ его, въ вонц'Ь прошлато ж 
начал*!» наотоящаго столФт1й. Ср. прин. 3) въ стр. 345. 

О Си. стр. 352—353 и прим. 1) на стр. 353. 

*) Мпе&рв» Ма^к^тФ^^^ие^ ее /ей ^о^ерК—Апа»^а^е На Оипка^ 1га(1. ИШ- 

гя1етеп^ <1а рог111{$а1з раг ^. М. П'АЬгеи. А Вогдеавх 1811, Ыуге I. 

рр. 1—14, Ь. II, рр, 15—22. 

*) РНпсьри МсиН. Ь. Ш, рр. 23^32. 
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И1Я величпн яа сколь угодно большое число равянхъ чае- 
те!^ нежду тЬяг кавг Евклидово опред'Ьлепе основано па 
В0310ЖНОСТИ увеличетя величинъ во сколько угодно равъ ^). — 
Четвертая книга излагаетъ основан1Я ариеметики ^). Поияпе 

числ'Ь приводится къ общему поияпю объ отиооеопи, в об- 
пшаетъ^ такинъ образоиъ^ несоивя^ряиня числа '). Унножеле 

1 д1лен1е чнселг определяются, какъ въ «Гео11етр1И» Декар- 
та, носредствомъ иро1горц1Й *). — Пятая книга — о оодоб1и 
плоскихъ фигуръ ^), гиестая — о пряинхъ к пдоскостяхъ въ 
пространстве, образуемы хъ инв фигурахъ и ихъ иэм^репи ^). — 
Седьмая — о вписанныхъ и описанныхъ нногоугольникахъ ^). — 



') Рппс$ре$ Ма(к., Ь. Ш, В|^Ппи1оп$ 1—111, р. 23; Опред'Ьленгя II я Ш 
заслужив, быть лрявед. ш ех(епзо: П. ^ог8^а*оп сошраге (]епх (^гап(1еаг8 
([оекопдаеа еп ехат1пап1 сотпЫеп (1е Го18 1а ргет1ёге сотргеис! пп зоаз-- 
тои1р1е ^пе^со^^пе с1е 1а 8есопс1е, оп потте се11е— с! сотёдиеж^ еЬ Га111ге. 
аШсИепл, — Ш* 81 р1и81еиг8 ап(ёоё<1е11и е! Ьпга ео1)8ёч11еп18 8оп1 1в18 ^и' 
аосоп (1е8 ап1ёоёдо111в по рп158е еоп1е1иг пи 8оа$-*таШр1е ^ие1сои^де ее 
яоп соп8ё^пе^!;^ р1|18 ее Ы§ ^пе сЬасап (1ев аи1ге8 ап1ёсё(1еп18 пе соп11еп(; 
апёдш— 8008— таШр1е (1е 5оп соп8ё^^еп^, оп ]е8 потте ргорогиопие1&, б(; 
оп (111 ^^е Гап Ле8 ап(ёсё(1епи еа!; а 80п сопаёдаеп!, сотте сЬасап с[е8 
ап(ге8 ап1ёсёДеаи еа!; й аоп сопаёдпепЬ.— Ср. стр. 53—54 и прим. 4) на 
стр. 245. 

») Рг%пЫрё9 АГа/Ает., Ь. IV, рр. 33— 68* 

^) /М. Ы1 I— Ш, р. 33: I. Се сЬ№е I, оп 1е то! «я, оп 1е пот 
й'итЫ (1е81^пе 1а ртапс1епг 4оп1 оп ае аег!; роиг еп с1ё1»бгт111ег пае аи(гс 
(1и шдше ^епге, еп ехат1пап!; сотЫеп деСохз 1'апе (Геп1ге еИез сопНеп! 
^иеI^ие аопз— тои1р1е с1е Гаи^ге. — II. Ь'опНё е! 1е8 вгапйеига дп'оп 
согораге атес е11е, ап1уап1 1а ёёПпШоп ргёсё(1еп1е, 8*арре11еп( потЬге»; 

УтИё е! аеа тпШр1еа аоп1 (1еа потЬгез епИегш; Ш. Топ(; потЪге 

ЯШ 681 ^ ГппНё сотше пп апЬёсёс1еп1: ^пе^соп^пе ез! а аоп сопзё^пеп(;ч 
8^арре11е 1е гарроН 4е св< аписЫ*п1 а $<т соп$ё^иел^^ о» гтяон ди*и у а вцЛтй 
Ш апИеё(1еп1 е( ми ео»вёдийп1>. Ср. ОПреД'Ьдетя СеДЬМОЙ КНИГИ Евклид. На- 

чадъ и Ньютоново опред. числа привод, на стр. 248. 

•) РНпе$р€з АГагА., Ь. IV, ПёГ. IV— VI, рр. 33-34; ср. стр. 121-122 
ВёГ. VII содерж. опред. сложи, отношешй; ср. стр. 70 и прия. на стр. 160. 

■) Рпяс. МмЫтаЫциев^ Ь. V, рр. 69—81. 
•) 1Ш, Ь. VI, рр. 82-96. 
') ШЛ. Ь. VП, рр. 97 - 110. 

3«в. Мм. Отд. Т. XIX. 11 
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Восьмая — о началахъ алгебры и алгебрическаго исчисдетя^ 
умнохбЯ!!! И д'ЬлбН1и одночленовъ и многочленовъ. Теор1я по- 
ложительннхъ и отрицательныхъ велвчинъ излагается въ рд- 
д'Ь формальныхъ опред'ЬлбнШ и предположен] й ^). — Девя- 
тая книга содержитъ учев1е о сходящихся рядахъ ^). Оире- 
д^клеше сходящагося ряда^ въ сущности^ вполне вЪрно, но по 
форм'Ь совершенно недостаточно ^). Сходимость рядовъ устанав- 
ливается сравнен1еиъ съ убывающей прогресс1ей ^). — Сходящ1йся 

рядъ 1 + /ш \ ~ принимается за опред'Ьлете символа а^, 

Л=:1 

или степени^ причемъ с должно удовлетворять уравнен1ю 
1 + x^~7 = <» ^)- Доказываются свойства этого символа, 

11=1 

безъ достаточной^ впрочемъ, строгости; поняпе о степени съ 
ц'Ьлнмъ положитедьннмъ покавателемъ подчиняется общему 
опред'Ьлен1ю ^). Опред^^лен^е я свойства логариемовъ ^).- Книга 



М Р^$пе^ре^ Ма^к., Ь. УШ, рр. 111-116. 

Ъ 1Ш. Ь. IX, рр. 117 . 128. 

*) 1Ш, РёГ I, р. 117: <Тоа(;е вёпе • . . , з'арреИе •^ги еопюегдепи, 
роогта ча*оп ее Ъогпап^ & пп потЬге ёоппё ^е ргет1ег8 ^егтез, оп ршазе 

пё^дег 1е8 апогее вапз еггеаг сопвЫёгаЫе >. Ср. Ргор. I, р. 117— 

119— сходимость безвон. убыв. геом. прогрссс1и. 



«^ а 



*) 1Ы<1. Ргор. 1, СогоЬ 1, 2,- сходим, рядовъ 1+ V -ту-, при вся- 



а 



ЖОИЪ в, И 2 2НТ' "Р' ^^^' 

*) /Ш. Бё^. П, р. 120; ср. Аусгиааетеп! дп (гаскисееаг, р. У!.— 
Гауссъ впо1Н'1 одобрялъ такое обоснован1е теорхиповааатедей; см. письмо 
его въ Сесседю, СгбШп^еп, 21 Коу. 1811; Вп€/и}€еН$е1 ««. ваивя »ш/ Ве<«е/* 
Ьрг^. 1880, Кг. 59, р. 153. 

•) Рг(пЫре$ МагЫт., Ь. IX, Ргор. II— IX, рр. 120—127. 

') 1ЬЫ. Ы1 Ш, IV, Аувгивветеп!;, Ргор. X, Сого1. 1-3, р. 128. 
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десятая — корни полиноювъ нлн уравненЛ и мхъ нахожденхе — 
р%шбше уравненШ, поняттв о няиныхъ внражен1яхъ — въ духЪ 
■атеяапковъ ХУШ-го вЪка ^). — Книга (м^ммаеНк^тол— задачи 
на составлепе и рЪшепе уравнен1Й ^). — ^Баига двпнадцатая — 
неонред'Ьлбнння уравнепя первой степени ')• — Книга тринад- 
цатая — ^приложепе алгебры къ геоие1ф1н; построенхе фор- 
|ул1к^). — Книга четырнадцатая — основашя иетода коорди- 
нвтъ на плоскости и теор1н коничеокнхъ сЬченИ, конхоида 
Някоиеда и киссоида Дшкла ^). Авторъ ааканчнваетъ книгу схо- 
Л16К^ въ которой^ указивая на вреииуществаалгебрнческаго авали* 
за, предостерегаегЬ) ви'ЬсгЬ съ гЪиъ^ отъ ошибовъ, къ которниъ 
югутъ привести общ1я р'Ьшетя доставляеиыя этииъ аналивоиъ 
я напоиинаетъ о необходииости синтетической ихъ проверки ^). 
Л уже говорилъ раньше объ опред'Ьлен1яхъ пятнадгщтой 
книги^ содержащей изложен1е иетода безконечно-иалыхъ н диффе- 
рбнц1альнаго исчислен1я ^). — Шестнадцатая книга нзлагаетъ 
аналитическую тригоноиетр1ю^ Эйлерову аналитическую теор1ю 
яогариеиовъ и друпе связанные съ ней иетоды высшаго анализа^)^ 



') Рггше$р€$ М(иК., Ь. X, рр. 129—149. 

») Л»</. Ь. XI, рр. 150-158. 

») 1Ш. Ь. ХП, рр. 159-161. 

•) 1Ш. Ь. ХШ, рр. 1в?-171. 

») 1Ш. Ь. XIV, рр. 172-195. 

') 1Ш., рр. 194—196: <....1е Ьп^а^е тё^арЬо^^^ае. . .. Лапа 1бдпе1 
ео1|а1в(еп1 & 1а Н^еаг 1*а1($ёЬге е(; 1'апа178е тодегпев, е8& 8ц]еЬ & с[ез ег- 
ге11Г8| раг се1а тбте чв'И иел^ II о1е8 Ьуро1Ъё8е8 чш пе в*ассо1ч1еп( раз 
и>^^ооп иуес 1б8 сопсИиопа Лее ргоЫётев, е! чи! вопуеп! тбте 1б8 соп- 
(гаНеп1.» (р. 195). Эти трудности, о котор. говор. Оа СапЬа, связаны съ 
теор1е1 ажгебрич. знажовъ въ орнюж. анализа къ теометр1ж. Так1я жо 
огравичен1я въ этомъ ириложе1Пи счнтааъ необходамыми н Карно: см. 
Шотё(ги ее ро$и9оп 8есе. I, 1. С. на стр. 629- 630 »• и Г\ ср. •Ш. аг1. 77, 
рр. 7в— 77. Протявъ этихъ ограничешй, требуемыхъ теор1ей Карно, на- 
правлева гяавнынъ образомъ критика Ропсе1е1 I с, въ прин. 3) на стр. 
620. 

') См. стр. 352— 3 3. 

•) Ргте$ры Ма1Н. Ь, XVI, ^ё{. I— V, АувП188етвп1 I, ОёГ. VI, VП, 
АувП1в8егаеп1в II, 1П, Ргор. I— XXXVII, рр. 209-223. 
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зат^мг, приложетя его къ вычислен!» разх^Ьровъ просгЬйптнхъ 
круглыхъ т'Ьлъ н^ няконедъ, оснойап]я прямолинейной м сфе- 
рической тригононетрги ^). — Книга семнадцатая — приложен1я 
дифференц1альяаго исчислвн1я къ Г€011етр1и на плоскости ^), — 
восемнадцатая — интегрирован 10 простФйшихъ алгебричоскихъ 
функц,1й *), — девятнадцатая — осиован1я алгоряема чп^пыхъ 
производныхъ^ его прЕЛожен1Я къ интегральному ясчислен1ю 
яятегряроваше лянейныхъ урапнен1Й ^)^ — двадцатая — основа* 
Н1Я разностнаго исчяслен1я и теорхя возвратны хъ рядовъ ^)^ — 
двадцать первая — дополнепя къ предъядущииъ кннгаяъ ^). 
Начала теор1и наиболыпихъ я пяииепыпихъ значешй функщй 
и вар1ац10ннаго ясчяслешя ^). 



Разсуждон1л матеиатйковъ прошлаго вЪка о природе от- 
ряцательныхъ колячествъ привели ихъ къ широкииъ принця- 
памъ, съигравшимъ такую важную роль въ развитш новой геоме- 
фр1Иу но слишконъ общянъ и неопред'Ьленнниъ, чтобы оказать ио- 
лезное вл1ян1б на развит1е началъ анализа и теор1и фупкц1Й. 
Съ другой стороны, изсл'Ьдован1я ихъ о инимыхъ величинахъ 
направили иатеиатическ1Й анализъ по бол'Ье узкому^ по за то 
болФе опред'Ьленному пути, приведшему, въ нашемъ стол4т1и^ 
къ современной теорхи аналитическихъ функцхй. Среди этихъ 



*) МпЫре* МаЛ. Ъ. ХУ1, Ргор. XXX УШ, Ах1оте, Ргор. XXXIX- 
ХЬ— ра8м*ры кругл. гЬлъ, рр. 223— 227; ОёГ. УП, Ргор. ХЫ— ХЫУ, рр. 
287— 230- основ, прям, триг., 1)ёГ. УШ— X, Ргор. ХЬУ— 1ЛТ, рр. 23(1- 
238— основ сферич. трятонометр1И 

*) РппЫре$ МшНёт. Ь. XV П, рр. 230—250. 

») 1ЬШ. Ь. ХУШ, рр. 261-263. 

*) 1Ш. Ь. XIX, рр. 264-270; Па СппЬа упортрепл, обозваче1ия 

^"^ч ^^у /^^ 1^' (АувП. р 264). 

») РНпсАре$ МыУт. Ь. XX, рр. 271— 283— обозиач. 1> и Г ддя раз- 
ностей и суммъ. 

«) иы. Ь. XXI, РгоЫбтез I— XI, рр. 284—293. 

') 1ЬШ. РгоЫетев Х11^Х1У, рр. 293-299. 
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18бд1кАОван11 нервод мЪсто занкнаютъ^ опять такя, какъ 
I въ твор1м отрнцательныхъ коднчествъ, труды Дадая- 
берта. ирежде ч'Ьнъ приступить къ разбору этихъ трудовъ^ 
необходимо предпосдать иадожон1е той точки 8р'Ьн1я, на кото- 
рой стояли гемотры дрошдаго в1(ща по отношенхю къ теор1И 
яннвыхъ кодичествъ. 

11ерв0в анадисты стодкнулись съ идвиыни внражен1яин 
при ивея^ованш опред'Ьдениыхъ частныхъ ]вопросовъ анализа^ 
п формуяахъ р^ен1й которнхъ зти выражен1и приводились 
всегда къ виду а+V — ^ ^)> Бомбелли первый задался ц'Ьлью 
дривеети иг такому же виду фориулн р:Ьшен1я ц^Ьлаго класса 
однородныхъ задачъ и положилъ, такииъ образоиъ, начало соб- 
ствеиво теорш инииыхъ кодичествъ, установивъ правила д'Ьйств1й 
надъ ниии ^). Общее поняпе о инииыхъ количествахъ, то ко- 
торое лежнтъ въ основан1и всЬхъ разсуждепй о иихъ гооиет- 



») Ср. стр. 98—100. 

о Ср. стр. 102 - 103. Сош»шИ (Зипа дб1Г А1с^еЬга. Уо1. II, Саро V. 
СаиЫо ми гшиы штадвшаги рге»90 СаЫапо^ е ВатЬМ^ рр. 286 — ^286) приво* 

д«тъ табицу одред'Ь1ен1й н прави1ъ Бомбемя, отноеящ. къ мвян. венч.^ 
сопоставляя ихъ съ современными ялгебр. формулами: «Ёссо 1е вое (1епо- 
т111аг1оп1, е 1ов4агова1аИ ге^оЬ сои 1 1га(1|1С1тепи 1й а1^еЬга!сЪе врсае 

вбяот1яах1«я1. 

Оешот. V. Р1й <11 тепо 3 +8 У—!. 

Оепега1те111;е р1й Д! тепо а .... + а V — 1* 

Веиот, 2? Мепо 4! тепо а -^ а У~1. 

Автик. У? Кй (11 тепо К. д, а .... + Уа У'— 1, о ма + У— а. 
Ветт, 4" Мепо ё! тепо Е, д. а .... — Уа У — 1, о ц1а — У— а» 

Ль§о\% М яютрИеа. 

Ешд. 1". Р1й у1а рш ё! тепо !а р1й ё! тепо 

+ Ь X + аУ^1 = + аЬУ^\ ,.., +УЬ X + аУ^1 = 
+ а У-1 УЬ. 

Ялд. а*. Мепо у1а р1(1 ё! тепо ^а тепо сИ тепо 

- 6 X + а ^-1 =г - аЬУ—1 ,, —УЬ X +.в У-1 » 
_ аУ-1 Уь, 
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ровъ ХУШ-го в'Ька, введено впервые творцомъ Аналитшеско! 
Геоиетр!! *). Декартъ представляегь оебЬ полиномъ /х^ п — о1 
степени, составленннмъ изъ проазведенхя п жинеВянхъ мнохн- 
телей вида х — а; а есть корень уравнетя /а^=0. Въ наибо- 
л'Ье благопр1ятнонъ случа1к, когда существуютъ п аолохитель- 
ныхъ 8начен1Й х^ удовлетворяющихъ уравнетю /7=0, во вс^хъ 
иножителяхъ а положительно и разлохепе полинома ии1мтъ 
вполне определенное вещественное значеихе. Вещественное зна- 
чепе сохраняетъ разлохете и въ тонъ случае, когда во веЪхъ, 
или въ нФкоторнхъ инохителяхъ а отрицательно. Въ зтоиъ 
случа'Ь говорятъ, что уравнеле /х=^0 ииЪетъ отрицательные 
корни, которые соотв-Ьтствують полохительнымъ корняиъ урав- 



Вл§, 3*! Р!й т1а шепо (И шепо Га шепо (И тепо: 

+ 6Х-а1^— 1 = -.«6 1^—1....+ 1^6 X — «1^-1 = 

— а У-1 УЬ. 

Яед, 4"? Мепо У1а шепо (11 тепо Са р1й сИ шепо: 

— 6 X — а V— 1 =. + аЬ У—г ,... ^УЬ X - а У-1 = 
+ а У-.1 УЬ. 

Не^* ^'- Р1й <11 шепо У1а р1й (И теоо {а шепо: 

+ а У—1 X + Ь У"— 1 = - оА . . . . +.У-^ш X + У^Ь = 
+ »^а У^^г Х + УЬ У^г = — УаЬ. 

Нлд. 6? Р1й (11 тепо уха теп йг шепо Га р1й: 

+ в У—1 X — 6 У—1 = + аЬ .... + У^а х — У-Ь = 
+ У а У-^1 X 1/Ь ]/ - 1 = +1/а6. 

Ялд. V. Мепо Л1 тепо У1а р1й сИ шепо Га рШ: 

— аУ^1 X + 6^—1 » 4-в*.--У~вХ+ У-'Ь = 
-1/а |/-1 X + УЪ 1/— 1 = + У<^Ь. 

Вед, 8^ Мепо с11 тепо уха теп Л! тепо Га тепо: 

— а V— 1 X — * У — 1 = — а6 — ]/-а X ~ V-* = 

= _ ув У— 1 X — ^Ь У^1 ^ — УаЬь. 

Эта таб1ица показнваетъ съ какой точностью и обстояте1ьпостью то* 
жпмъ Бомбелв свою теор1ю. 

*) См. стр. 127. 
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Нбн1я ареобравованнаго посредствомъ аамЪиы х на х*=.х-^а^ 
гд1 а принчпо внбранная подожжтельная вежичина. Рааложе- 
Н16 однажо не всегда сохраняетъ вещественный сннслъ, н мо- 
жетъ случиться, что невоаиожно найти никакжхъ подожжтедь- 
ннхъ жи отржцательннхъ жоличествъ, жоторня будучи поотав- 
ленн вж'Ьсто а въ н-Ьвоторые жзъ жножителей упожянутаго раз- 
ложен1я, д1»лалн бы его тожественныжъ съ дажжыжъ полжножожъ: 
изъ полжножа этого жожно тогда выделить несколько веществен- 
ншъ лижейнн^съ д'Ьлжтелей^ соотвАтствующжхъ всЬжг его по* 
южжтельжнжъ ж отржцательныжъ воржяжъ; оставшаяся часть 
окажется не жж%ющей вещественныхъ лвнейннхъ жножнтелей, 
и Декартово разложен1е ея будетъ лишь чжсто сжпволжческижъ. 
Соотв11тственные сжжволы а будутъ въ атожъ случа'Ь жжжжыжж 
корвяжи уравнен1я /х=^0. Это суть только знаки^ или символы 
несоотвФтств1я даннаго вида функцгж /г ждеальножу вжду, прж 
которожъ ожа жж'Ьетъ п вещественныхъ корней. Эти сжжволы 
не жж1^ютъ никакого опред'Ьленнато аналитическаго состава, 
который иожетъ быть установленъ лишь тогда, когда найдено 
общее р'Ьшен1е уравнен1Я предложенной п — ой степени, т. е. 
дана посл'кдовательжость простнхъ аналитжческвхъ операц1й 
служащжхъ для получен1я всЬхъ корней уравнен1я по его 
коеффицхежтажъ пезавжсжжо отъ частныхъ жхъ значен1Й. Съ 
такой точки зр11Н1я не иожетъ быть ж р'Ьчи о доказательств'Ь 
сущеетвоваж1я корней алгебрическихъ уравнен1й, каковое до- 
казательство кладется обыкновеноо въ основан1е вскхъ совре- 
женннхъ систеиъ высшей алгебры; корни существуютъ въ силу 
сажаго своего опредЪленхя, хотя и но представляютъ изъ себя 
всегда аналжтичвскихъ объектовъ ясно и точно опред'Ьленныхъ 
по отношен1ю къ вещественннжъ велжчжнажъ и простЪйшижъ 
аналжтжческииъ оиеращяжъ. Несжотря на это, старые жатежа- 
тики считали себя въ пранЪ совершать надъ жнижыии корняии 
веевозжожжыя аналитичесв1а дМствхя наравн'Ь съ прочини ал- 
гебржческжжи сииволаии. 
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Такого же взгляда на мниныя количества держамсь^ въ 
оби^нхъ разеуждени»^ веЪ, бевъ иск1ючен1я, натематяки XVII 
и XVIII стол-Ьпй ^). Вцосл'Ьдотвхн геометры старалжеь свя- 
зать возникновбН1е нниныхъ корней съ аакоионъ непрерввноств. 
Ньютонъ объяснвбтъ такннъ образовъ, ночвну шинне корни 
встр'Ьчаются всегда въ четнонъ числ'Ь^ — наранн: с . . . ло 
отпхЬиз а6^аа1;^ОII^Ьи8>, говордтъ онъ^ «аи^епАо уе1 шпиепдо 
1епп1пов еагиш^ ех ^^ав^иа1^Ьц8, <]иае рг1то ае^аа1ев (1е1вДб 
1тров81Ь11ев еуаёеге 8о1еп1. Ш тйе йЬ ^иосI га^1оат 1тро8- 
вхЫИиш питегив ветрег вК раг» ^). Чтобы ясн^е дредставкть 
это непрерывное возннкяовенье мнвмыхъ корней нзъ вещеотвен- 
ныхъ и отношете тФхъ н другихъ между собою, матежатики 
приб11'гали къ посредству геометрнческихъ образовъ '). 

Представимъ себ^Ь^ что всЬ, или некоторые нзъ коеффи- 
ц1ентовъ предложеннаго уравнен1я суть ц'Ьлня алгебричешя 
функщи новой перем'Ьнной у^ предположинъ, напримЪръ, Д1я 
простоты, что эти коеффигиенты — линейный функщи отъ у. 
Тогда уравнете Дд;,у)=(> представляетъ некоторую алгебрм- 
ческую кривую. Вэявъ на этой кривой некоторую точку^ лежа- 
щую яадъ осью абсциссъ у, точку, координаты которой суть 
у ш х^ заставимъ абсциссу у мзи'Ьняться, увеличиваясь непре- 
рывно^ и будемъ следить за соотв'Ьтствующимъ непрерывннвъ 



^) Мах Маги еа«ъ вполн'Ь ра8Дф1ЛЮ1ц1й 91Ш В8МЯДЫ, прекрасжо нз- 
яагдетъ ихъ въ своей Истории Мат. и Физ. Еаукшх Ооаг1ёте Рёпо^е, 1>» 
СакиХ Ае» циапШе* педШпем е1 4тад91шгей^ 1. УШ^ рр. 78—85. Въ таХОМЪ же 

дух'Ь наанеана книга Мапе: Ьедопя Л*а1§^ёЪгб ё1ётеп1;а]ге, РаНя 1863.— 
Ср* еше прим. 3) на отр. 261. 

') А^^^кте^^еа {7т«ег««||« МФе €1е СотроШ4апе в| КешЫииоте АгккпШлеа Ы- 

Ьег^ СаШаЪг, МОССГП, рр. 239-240. Ср. нрим. 2) на стр. 251 ж орнв. 
2) на стр. 380. 

') Къ такому иосредству прнб'Ьгъ впервые Даламоерт» въ мемуары 
объ янтегрирован» рац. дробей^ предст. Беря. Акод. въ 1746 году^-охо- 
торомъ мы еейчасъ будемъ говорить подро(к1'Ьв; ср. М, Сашог. Уог1м» Ш- 
Ш, рр. 565-566. 
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двкжен1енъ нашей точки. Пока точка остается надъ осью 
у — ^въ ррдсната ея представдяетъ положительный корень дан- 
наго уравнен1я. При дальн'Ьйшеиъ движен1и^ точка иожетъ пе- 
рейти въ часть плоскости, расположенную подъ осью у — въ, ор- 
динаты точекъ которой югутъ быть сделаны положительныни 
носредствоиъ деренесеши оси у — въ внизъ параллельно саиой 
се(И& на достаточно далекое разстоян1в отъ ея первоначальнаго 
ш>ложен1я. Эти ординаты — отрицательные корни, при давиоиъ 
иаиожев1и оси абсцнссъ^ являются такииъ образонъ алгебри- 
чесви иеньшиии всЬхъ положительныхъ ординатъ — иеньтиии 
нуля: при новоиъ положенхи оси у — ^въ он'Ь должны вычи- 
таться изъ значен1я новой ординаты, еоотв'ктствующаго нуле- 
вону аиаченш прежней ^). Можетъ, однако^ наступить иоиептъ 
непосредственно посл'Ь котораго^ т. е. для зпаченШ у безконеч- 
но иало превосходящихъ соответствующую этону иоиенту кри- 
тическую абсциссу, уравнен1е /(х,у)=0 перестанетъ давать 
вещественныя зпачетл х прииыкающхя непрерывно къ преж- 
нииъ, т. е. принадлежащ1л точкаиъ той же в^тви кривой, такъ 
что никакииъ преобразован1еиъ коордияатъ нельзя будетъ из- 
иЪнить этого явлешя. Тогда говорятъ, что данное уравненхе, 
для значен1й у больтихъ чЪиъ критическое^ опрод'Ьляетъ лишь 
иннныя точки соответствующей в'Ьтви кривой. Дреобразован1е 
уравнен1я посредствоиъ линейной заи'Ьны сереи'Ьиной х не 
поножетъ дЪлу \ 

сВъ уравненк х^ — 6а;*+13х -10=0»^ говоритъ Де- 
каргь, «только одинъ корень 2 вещественный^ что же касается 
двухъ другихъ, то будеиъ ли ны ихъ увеличивать или уиень- 



Ср. свазанное на стр. 618 о Даламб теор1и отрнц. ведич. 

') См* В'ЛитЬеп, ВесЬегсЬев виг 1е са1сн1 1п(ёвга1, НЫогге Ле ГЛса- 
4Мши ёш ВегИн^ Аппёе 1746, рр. 182 8111у.', тажже Воид<ипт11е. ТгаИё (1п 
Са1св1 1п1ёнгв1, Т. I, рр. 48 вшу. Ср. въ особ. Ь€9пкапИ Еиин Ор115Са1а 
Апа^уИса, Т. II: ТЬеогеюаи чваеаащ апа]уиса чпогвш с1ето81;г»(1о аДЬис 
ае81с[ега1аг, § 3, рр. 77-78. 
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шать илк же умножать по объясненныиъ выше способамъ^ они 
никогда не перестану тъ быть инимния» О* ^'ь 9Т01ъ север- 
тенно отрицательномъ свойств'Ь заключается, и по мнФшю 
Далаиберта, существенное отличге мнимыхъ корней огь веще- 
ственныхъ ^). Тогда вакъ до перехода черезъ критическое 
значен1е у^ соотв'Ьтствующая точка могла быть помещена съ 
той или другой стороны оси абсциссъ^ или на самой оси, и 
ордината х могла быть разсматриваема как'ь большая нуля^ 
меньшая нуля, или равная нулю, посл'Ь этого перехода, х уже 
перестаетъ принадлежать къ одному изъ этихъ классовъ вели- 
чинъ. Мы приходимъ такимъ образомъ къ Эйлерову опредФле- 
Н1Ю мнимыхъ количествъ: 

€ Мнвмымъ называется такое количество^ которое не боль- 
ше, ни меньше нуля и не равно нулю; это есть, сл'Ьдователь* 
но, нФчто невозможное, какъ наприм'Ьръ }/ — 1, или, вообще, 
а^\-Ь}/—\, ибо такое количество ни положительно, ни от- 
рицательно м не равно нулю» '). 

Не смотря на всю туманность такого рода общаго пред- 
ставлен1я о мнимыхъ колмчествахъ, математики очень скоро 
убедились въ томъ, что всЬ эти количества, по крайней м'Ь- 
рф насколько отЛ представляютъ корни алгебрическихъ урав- 
нен1Й, — им'Ьютъ чисто алгебряческое промсхожден1е — , прмво- 



*) Ср стр. 127. 

') Ср. стр. 619—620. 

*) ВесЪегсЬез виг 1е8 гас1пв8 1та^па1ге8 ^еа ёчаа11опз. Ям/о#ге (^в 
ГЛс. НеВегИп^ Апп. 1749, ИегЬ 1751 (цят. заимств. у 0*мЬог%а. 11 Теогеша 
!'оп(1ате[|1а1е (1е11а Теопа с1е11е едааяоп! а1веЪпс)1е.— Со111г1Ъ111о а11а 81ог1а 
сп(1са (1е11'А1)^еЪга, Ё8(;га1о ёаПа ШVЫа <И МаитаЫса —Аппо 1891, [ра^. 
185—248], р. 6, п (1)): «Оп потте ^иап^^(;ё 1та§(1па]ге, се11е дш п*ез1 
р1п8 ^ап(1е ^ие гёго, п1 р1а8 рб1](е дие гёго, п1 ёва1е а гёго, се зега ёопс 
д11е1д1]е сЪозе (1*1троз81Ые, сотте раг ехетр1е ^/З!, он еп ^ёпёга! а -1-61/11; 
рп^з^ие ппе (еПе ^^ап(^^ё п^е8(; роахМуе^ п1 пёдаНуе^ п1 гёго». Ср. Ори$с. 

Апа1. 1. с. въ прим. 2) на пред. стр., § 3, р. 78: « ехиз уа1огет 1пнеп(ап1 

пеяае еззеМ), педпе та10гет чиаш О, пе^ае т1погет даат О, дна сов- 
(1!11о'е (1еПп1(;1о 1р8а цаапи(а(;ит 1та^1паг1ап1т сопипе1иг». 
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Д1ТСЯ къ одному И тому же виду а-|-6{/ — 1, хотя до Далам- 
берта мы не встр'Ьчаемъ даже 'попытокъ доказать ату теоре- 
му ^). Въ смду этой теоремы, всякое мнимое количество^ какг 
шФтнлъ уже Валлисъ, является корнемъ квадратнаго уравпе- 
11я^ — возннкаетъ отъ ра8ложеи1Я квадратнаго трехчлена на 
ннейныхъ множителей ^). ВсФ мнимыя выражентя являются^ 
такимъ образомъ^ зависящими отъ двухъ вещественннхъ вели- 
чинъ, и всякое мнииое уравнепхе распадается на два вещест- 
вевинхъ. Этимъ иредложенгемъ геометрн XVIII вЪка широко 
дользовалнсь въ своихъ аналитическихъ изнскан1яхъ ^). Еще но- 
вне шаги впередъ въ изел'Ьдован1и фориы мнимыхъ ввраженай 
были сд^аны Де Муаврокъ *)^ а за нииъ Эйлероиъ^ которнй 



'} Ср. стр. 264 н прим. 3) на стр. 201. СаШог. УогЬ Ш. III, рр. 
564-666. 

*) Ср* прим. 2) на стр. 167. Всяиая Ц'Ьлая функции отъ одной пере- 
и^яной мохетъ бить такниъ образомъ раиожена на дннейвые иди квад- 
ратичные множитеди; Никодай Вернули I сомн'Ьваюя одно время въ снра- 
ведлвоети этого пред1ожея1яп но его еом№Ьви бшн легко раве^мны Эй- 
мромъ: ем. въ Сагг€$р^ та^к. е1 р4. I. I, рр. 170—171, письмо Эйлера къ 
Гольдбаху ВегИп а. 16 Вес. 1742-, 1. П, рр. 694-696, 702— 704 гезр., пись- 
ма Н. Бериуми I къ Эйлеру Вав. д. 24 Ос(Ьг. 1742 н Вав. <1.6 Арг. 1743; 
Ь. Еыиы Орега ровеЬмта, Т. I, рр. 526;, 529—630, 536-^637 гевр.. дяеьна 
Эйлера въ Н. Б. I Него!. с1. 1 8ер1 , 10 Хоу. 1742 и 14 Май 1743. «ТЬео- 
гегоа пешре {и ае ЬаЬе1», оишетъ Эйлеръ въ лисьм'Ь къ Н. Б. 1 8ер1. 
1742, «111 отп18 ехргеввЁо а1веЬга!са <г4-/%г+>х>+(Га;*-|-е(с. дпо1саидое Ьл- 
еп1 <11теп81опат, а! поп 1п ^ас^огев ашрИсея Р'\-ях отпев геа1е8 гево!?! 
^аеа(, еа ваКеш 1п Гас1отев Мпопиакв р-^-ях+гхх^ ^п^ отпев 81П( геа1е8, 
вешрег гево1пЫИв ех1ви1>. ««...^ уге1сЬег8аи»» нрибавляетъ онъ въпнеь- 
мф къ Гольдбаху, (<1еп 1сЬ пп^вНЬг >лг1е е]П1ве (Ьеогетаи Регта(1апа, 
аЪег шеЬ1 вптто п^^ге ёетопв^пгеа капп) 1п с1ег апа1уз1 уоп веЬг ^гов- 
вет Ка(2еп 181;,....» См. доказ. этого предложен1я Эйлера, В1 томъ пред- 
полок., что мнимые корни им'Ьютъ видъ т4*я1/--1, въ немуар^: Ое ^оп- 
сМопот а)^Ьга1сап1т 1п1ертап1т /ас1опЬи8 1ппот1а11Ьп8 геа11Ьпв сот- 
тепШю. Лпс(. Р. V. Р. Аер%по^ НоЫ Сотт. Ае, 8е. I. Р., (. УШ, 1760, 
1761, Р. 1733, рр. 181--188. Ср. СаШот. Уог1о8 В<]. Ш, рр. 664—666. 

') Ср. напр. иэложенння мною раньше работы ихъ по прим'Ьненш 
инимыхъ величинъ къ вычислен1ю пнтеграловъ. Ср. въ особ, дли харак- 
теристики ввгллдовъ ихъ на это предложен1е стр. 666 (664) и 1. с. въ 
прим. 2) на стр. 680. Ср. еще ВоадатМе, Тг. (1а с. 1пе. (;. I, СЬ. У, аг(. 
ЬХУШ, Ьетте, рр. 40—41 и аП. ЬХ1Х, СогоНаие, р. 41. 

*) Ср. стр. 204—207 и прим. 1) на стр. 276. 
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привв1Ъ ихъ къ виду ^{^^^-{-1/ -^1.8г71Ь)^). Огоюл,д,9 погош\ 
въ пачалЪ ноиаго пер1ода, геометры легко и естествепно при- 
шли къ принятой теперь геохетрической интерпретатци пниныхъ 
колияествъ. Какъ ни простыиъ кажется нанъ однако 9тогь 
посл'Ьднт шагъ<^ геометры XVIII в'Ька были отъ него еще 
очень далеки. Имъ недоставало не самой идеи геометрмческа- 
го изображен1я мнимыхъ: можно указать на попытки такого 
изображен1я, хотя, правда^ и неудачный ^). Для того чтобы 
ир1Йти къ реаливац1и мнимыхъ количествъ точками на плоско- 
сти^ нужно было глубже вникнуть въ поняпе о мнимой перемен- 
ной и разсмотр'Ьть ее какъ совокупность вс^Ьхъ ея значен11^ 
или вс'Ьхъ значен1Й паръ вещественныхъ ея составляющихъ, 
какъ своего рода пространство двухъ мзм'Ьрен1й; — тогда непо- 
средственно возникаетъ идея о полномъ взаимномъ соотв^тств!» 
дтого пространства съ совокупностью точекъ на дюскости^ по- 
добно тому какъ^ у Эйлера^ совокупность значеи1Й веществен- 



») Ср. отр. 301. 

*) Какъ на первую попытку такого рода указываютъ иногда нане- 
иуаръ Г€лриха Кюна: Ме^11аиопеб ее чааписаНЬов 1та^пагИ8 сопвктеп- 
^18 еЬ га(11С1Ьн8 1та2{1пап18 ехЬ1Ьеп()1в. Аис^оге Неппсо КиеШо^ Кот Оомш. 
Ас. 8е. 1тр. Рв<г., Т. Ш, 1/50 -1751, Р. 1763, рр. 170-223 (ор. (ЬЫ. 8от- 
таг1ит, р. 18). «Ма18 се тёто1ге чш п*а раз и1о1пБ <1е 7д ра^ев ш— 4* 
с1*ё(еп(1пе>, совершенно справедавво ван'Ьч. МоЫие1а (Н. (1. М. (. Ш, р. 30}, 
<пе уаа1 раз 1аре1ае д*б(;ге вп1?1>. Ср Оашог. Уш*]. В<1. Ш, рр. 702— 704.— 
Въ упомянутомъ уже мною немуарФ: ТИоагета1;а яааеёаш апаАуЫоа ^иог. 
ёего. адЬ. (1ев1€1., Оришс. Апа1., г. Н, § 6, р. 80, Эйдеръ етроитъ круп: 
(ж— а)'-|-у*=с* н эан'Ьчаетъ, что ордината его : у=а4-У(«с— ^с»), веще- 
ственна при хх4^ее^ и мнима нри ххв=сс-\^ЬЬ; въ этокъ иоеж, случа'Ь ордв- 
ната эта = а+ь^/—! и С1'Ьдовате1ьно иожетъ изображать всякую мни- 
мую величину; хотя и»ображен1о это чисто идеальное, тавъ какъ соотв. 
ордината «ехЫЬеп педи11;>, Эйлеръ, однако, чертитъ ее въ вид-Ь в^Ьвото- 
раго опред. отр'Ьзка., и зам'Ьчаетъ: «310400 т1гаЬШ диосКат тоёо ошпев 
ас1ео 1огта1а8 1шав;1паг1ав яааа! ввоте(;псе соп81гиеге ПсеЫи. Ср., съ 
другой стор., /)в Гйпсеплх. Кёв. 8ПГ 1ев д. 1та|^. 1. с. въ прим. 1) на стр. 
631, аг4. 6, рр. 122—123. — О другихъ работахъ, содержащихъ д-Ыстви- 
тельное р'Ьшен1е задачи о построенш мним, вел.^ появившихся въ ковд'Ь 
прошлаго и въ начад% настоящаго стол'Ьт1Я> но иринадлежащихъ уже къ 
новой эпох)], Я буду говорить въ истор1и сл'Ьдуюи^аго. девятаго пер1ода. 
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но1 перех'Ьнной сравнивается съ совокупностью точекъ пря- 
мой 111Н1И ^). ЗагЬнъ является и мысль о гоонетричесвой ин- 
тв]шрбтац1И д'Ьйств1Й надъ мнимыхи величинами. — Такимъ 
иенно путемъ пришелъ къ этому вблик1И Гауссъ *). Предте- 
ствовавт1е ему математики, аъ прим'Ьнен1и мнвмыхъ количествъ 
къ геометр1и, опирались лишь па тотъ факгь^ что так1я коли- 
чества опред'Ьляются квадр<птными урав1гея1ями, и не шлм даль- 
ше т1хъ аналогШ между различными видами опред^дяемых'ь 
этими уравнен1ями кривыхъ, которыя были нам'Ьчены уже Вал- 
лясоиъ, и философ1я которвхъ была изложена впосл'Ьдств1и 
Карно ^). Мы уже вид'Ьли какую роль играли ояФ въ ипте- 
гральномъ исчмслеи1и и теор1и мннмнхъ логариемовъ *). 

Наибольш1я усп'Ьхи въ теор1и мнимыхъ количествъ свя- 
заны несомн'Ьяно съ открыт1емъ теоремы Де Муавра: р'Ьптеш'е 
двучленныхъ уравнен1й^ всЬ проистекающ1я отсюда успехи 
высшей алгебры, и въ особенности Эйлерова аналитическая 
теор1я элементарных'ь трансцендентпнхъ суть простыл сл'Ьдств1я 
предложеп1я Де Муавра; оно, ихеино, позволило Эйлеру съ 
такой легкостью показать какъ приводятся къ виду ^4 -1-^1/ — ^ 
прост'Ъй01я, встр^аю1Ц1Яся въ анал1з1, мнимня выражел]я, ло*- 
казательныя и логаривмическ1я. Но еще прежде ч1|мъ Эйлеръ 



') См. стр. 28В. 

*) О ра8ввт1и идей Гаусса я буду говорить подробно въ исторхи 
С1'Ьдующаго пер10да. Эти идеи содержатся уже. въ зачатке, въ первой 
работ^Ь Гаусса, отнооящ. къ 1797 году н палечатаниой въ его «Хпаа^ига!- 
0]88ег1а(10п»: ^етоп8^га^^о поуа 111еогетаи8 отпет ^ипсИопет аК^Ъга!- 
сат га1;1ипа1ет 1п(е(;гат ап1аз уапаЫИз 1п Гас1огез геа1е8 рпт! уе1 зе- 
сип(11 кга(]аз ге.го1у1 роззе. ис1т81а(1и 1799, (см Одни, ^егке Игз^^Ьп. у- 
с1. ВД. аез. (1. ^188. 20 авП1П8еп. ВЛ. Ш, 0(5М. 136в, рр. 1—30; 
п'Ьиецк. перев. въ Оа^г. Шая», №. 14, Б1е У1ег (уапзз'зсЬеп Бе^'е18е № 
йе 2ег1евппв в^^пгег а1[|^еЪг. Гипсиопеп ш гееНе Рас!. ег81. о(1ег г^. 0га- 
йез. Н|88|5Ьп. уоп К, N^0, ^Vг%. 1890, рр. 3—36). 

^) Ср. стр 168-170, 626—628. 

") Ср. стр. 527-547. Ср* еще Ки1ёг^ \ с. въ прим. 2) на стр. 641, 
§ 7, р. 81. . 
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оп убликовадъ всЪ результаты своихъ изсл'Ьдован1В ^\ Даланбертъ 
воспользовался Ентегральнанъ исчислен1е11ъ для приведе111я гь 

виду А'\-В\/ — 1 показательнаго внражонхя а'\'Ь^ — 1 

Вотъ въ 461 ъ состоя дъ анаизъ Даланберта ^). Установявъ 



предпомгаеное равенство а+6^^ — 1 —А-^В^ — 1, онъ 

дифференцируеть его логариеикчески и полученное дифферент 
ц1альное уравнете 

въ такое : 

да(1а'^дЬ(]Ь - аЫЬ+ЬМа ^(/1а(1а'\' 11Ь(16'\'да(1Ь — фЛа)}/ — 1 _ 

А ал + ШВ-\- (АёВ—ВаА) ^— 1 , 

АА'\-В8 

откуд», по сравяен1и вещеетвенинхъ н мяшнхъ частей н но 
яятегрнровапи, онъ находить уравнен1я 

В ,, Ь 

аг(Лд—г ■=■ п.1 }/аа + 66 -|- д.агЫд — , 



*) Ср. стр. 274—277, 300 — 302, прям, на стр. 276 и прим. 3) на 
стр. 642. 

') См. ВесЬегсЬев виг 1е са1с. ш^ё^г. 1. с. въ прим. 2) на стр. 641. 
Этого мемуара мнф не удаюсь видеть; содержан1е его воспроввведено въ 
Трактата об9 Инт. Исч. Бугенвилля^ 1п1го(1ас1!оп, СЬ. У> рр. 40—58 (ср. 
аг1. ЬХХХ1У> Л^епшетшт: В'ой ее! Ыгёе 1а 1Ьёопе ргёсё(1еп1е). — См. 
также В^литЬеы, КёПех1ои8 ваг 1а саиве {|;ёпёга1о (]е8 Уоп1в. Пёсе ^и^ а 
гетрог1ё 1е Рпх ргор. раг ГАс. Е- ё. 8с. ее ВегИп роаг Гаппёе 1746. 
Рапа 1747; Ргор. ХУ, РгоЫ., ЗсоНе II, рр. 141-143, И1и МеШие. ёе^е- 
пегаИ Уеп1оп1т Саива. 1п ^а^Ъ. 1е1|1а(пг 8о1аио РгоЫ. аЬ. 111. Ас. ВегоЬ 
ргор. (въ томъ же том*) Ргор. ХУ, РгоЫ., ЗсоИпш II, рр. 106—108. 
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— Ьагс1д — 



]1АА-\-ВВ = \'аа + ЬЬ' X е 

поаволяющ1я найти вещественныя значбН1я для А и Б ^). 
Изъ этого общаго результата южно зат'Ьиъ вывести формулы 
для приведея1я различныхъ видовъ явныхъ нниныхъ выраже- 
шй — степенныхъ, покдзательныхъ и логариемическихъ ^). 

Даламбертъ^ виЪст'Ь съ ткжъ, первый высказадъ то пред- 
ложен1е^ что всЬ вообще ининыя выражен1я, встр'Ьчающ1яся въ 
&11али81( югугь быть приведены къ виду А^В^ — 1^ гд1^ А 
и В вещественныя количества, и далъ первый опытъ доказа- 
тельства этой теоремы ^). Докааательстно »то лриложимо*, кронЪ 
явныхъ внражешй, который потомъ гораздо совершенн'ке из- 
сл'Ьдованы были Эйлеромъ, лишь къ корнямъ алгебрическихъ 
уравнен1Й или, покрайней м'Ьр'Ь, къ неявнымъ трансцендентннмъ 
функц1ямъ вн^Ь области ихъ существенно трансцендентнаго ха- 
рактера *). ВслФдъ за Даламбертомъ и друг1в знаменитые гео- 



<) Воидатьии. Тг. (1а О. 1п1. и I, Ьег. ОЬ. V, аП. ЬХХ, ^% рр. 
42-^44, 1т. »«г 1а сайт дёп. Л, г., Ргор. XV, РгоЫ., 8сс1. П, 2% рр. 141-142. 

О Ср. ВоидаЫ^аи. Тг. с1а с. 1п1. 1. с, ат(;. ЬХХ, ТЬёогётеХ, рр. 41 
8017., аг1. ЬХХ1, рр. 44—45, К^^. $иг 1й с д. <^. Уепи 1. с. въ прим. 2) на 
цред. стр.^ р. 143^ 4®, -о лрнводииости всякато алгебрнч. выраж. къ виду 
Л4-Б|/— 1. О транец, мним. выр. у Далаиб. ср. его ЕесЬегсЪев зог 1аргё- 
севпоп с[еа Ё^о^поxе8 е(; заг 1а па(;аиоп (1е 1'ахе (1е 1а 1егге, ёапз 1е ву- 
$1ёте Ке?г1ошеп, Рапе 1749, СЬ. I, Х^етше II, рр. 4-5; у Бухенвиллл^ Тг. 
Дп с. 1. (. I, 1п(г., Ск. IV, рр. 22 8шу. основ, формулы анадит. тритоном, 
выведены носредствоиъ интегра1ьиаго ястасютя. 

') Ср. прим. 1) на стр. 613 и 11. с. въ прим. 2) на пред. стр. Эй- 
леръ, ка&ъ видно изъ екав, въ прим. 2) на стр. 643 и прим. на стр. 276, 
еще въ 1742 году пришедъ къ ув'Ьренности въ справедл. этой теоремы и 
нашелъ уже н^Ьхоторыя, хотя и недостаточныя, основашя для ея доказа- 
тельства. 

*) Ср. вам'^тку Даламберта въ О^ишс. МсаНёт. (. IV, XXVШ-те Мёго., 

1, 8иг 1а /огте ёеш гаЫпея *тадЫа»ге*^ рр. 342 — 343; Еииг. Оризс. апаЬ 1- Л, 

нем. цвт. въ прим. 2) на стр. 641, § 2, р. 77, § 5, рр. 79-80; Оаиа. Бет. 
поуа е(с, аг1 6, 2, Оаиш» }Уегкв Ъй. 1П, р. 9, Ов/м\ А7., N^. 14, рр. 
10-11. 
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кетры ХУШ в'Ька старались дать доказатедьства приводи- 
мости миймыхъ корней уравнен!! къ виду А -|- ^5|/ — 2. 
Эйлеръ ^) и Лагранжъ ^\ Ое Ропсопех *) и Ла- 



*) НесЪегсЬез зпг 1е8 гасхпсз 1та8;1па1ге8 (1е8 ёцоаНопз. НШЫге </е 
ГЛеа4. <1. Зсипсев е1 ВеНе» Ыьгел йе ВегНп, апп* 1749, БегИп 1751, рр. 222 
801?. Ср. ва11«. 1. с. аП. 7, Т^егАе, Вс1. Ш. рр. 11—13, 0*1г. К1. Хг. 14, 
рр. 13—15 и критика Эйлерова доказательства *ьи. аг(. 8, П. с, рр. 13— 
17, 15—19 гевр.; аг1. 9, И. с, рр. 17—18, 19 -21 гезр. — о второмъ д<ь 
казат. Эйлера (Ям/. (1е РАс. Ле Вег1 , 1. с. р. 263 8и1у.) — М. Сап1ог, Уог- 
168. Бс1. Ш, рр. 580—583. Эйлеръ, ловндиноиу, самъ чувствовалъ слабость 
своихъ довазятельствъ и недостаточность нхъ для зам1}на Даламбертова: 
въ стать'Ь по^. въ Ор. Ап. I. Я, цит. въ прим. 2) иа стр. 641, онъ гово- 
рить о доваз. Даламб. (§ 5, рр 79-80): «ЗаИет 1ис а^позсеге с1еЪетп8, 
181ис1 1;11еогета аНа (1етопз<;га110пе 1п(11^ете, ^с[ео^и6 тах1те ор(апс1пт еазе 
Н Шгв о1етоп81гаио 1тте<11а1е ех 1р8а па1ига 1та§1паг]огит ёепте^ог». 
Ср. *Ш, § 8, рр. 81- 82. Швоторня, конечно, не совсЬмъ удачныя сообра- 
жен1Я о такого рода доказ. «ех !р8а па1ага 1ша^папоп]т> сн. въ стать'Ь 
Н. Фусса: ТеШатеп Пето]181;гв11отз дпос! ошпез ^^апи^а8 1та<;1а«г1а а(1 
Рогтат Л+Бу/— I ге(1ос1 роз^К, Ааа Ас. 8е. 1тр. Раг., 1781, Р. II, Ре1г. 
178'>, р. 118 гцд. Статья Фусса интересна, однако, въ томъ отяош., что 
представляетъ изъ себя одну изъ первыхъ оонытовъ вывода свойствъ аиа- 
литнч. символовъ изъ н'Ьвотор. простой тихъ фориальныхъ услов1й, кото- 
рымъ они должны удовлетворять- зачатки идеи, развит1е которой орпвсло 
В10сл1^дств1я въ общей теор1и операций и комолевсиыхъ количествъ. 

*) 8иг 1а (огте <1е8 гас1х1ез хгаа^пакез (1е8 ё^1Iаиоп8, NоыV, Мёт. 

Не ГАсаЛ, г. й, 8с, е1 ВеНеи - ЬеНгеш ее ВегИп^ апп. 1772, рр. 222 8а1у., Оемг- 

ге9 (/в Ьадгапде^ I, III, рр. (^79) - 516; таваке въ ТгаКё (1е 1а гёзоЬихоп йез 
ё^иа^^оп8 питёг^^ие8 (1е 1ои8 1е8 (^е^гёз (1-ге ёс1. 179В) ХоЬез IX еЬ X, 
0еиV^ез <1е Ьадганде, Ь. VIII (2-е ё(1. 1808) рр. 209—233, 234—257; ср. Оаи^^, 
1 с. агЬ. 12, рр. 20,23—24 гезр. Доказ. .Таграижа въ ТгаШ </< 1а Ыз, Л, ё^, 
Ш^е IX, — сродно съ Даламбортовыиъ, довазат въ нем. 5«г 1а ^огте е1с, 
и въ ТгагЫ^ N0(0 X - СЪ иервымъ Эйлеровымъ. 

^) Кё(1ех1опз зиг ]еа даапШёз 1та<>1па1ге8, МисеИ. Таигт, I I (цит. 
въ прим. 1) на стр. 531), рр. 113—122 (аг1. 1—5). Ср. О'АитЬгп, Оризс. 
Ма1Ь. I. I, VI Мёш. ^иг Ш Ьод, Ле» диап(. %тад.^ 8ирр1ётеп1, III, рр. 224— 
230-, Оаии., I. с, агЬ. 10, рр. 18—19, 21-23, гезр — Ье Коисепех и Ьа- 
^гап^е имЬли ц'Ьлью исаравить и дополнить первое доказательство Эйле- 
ра; т'Ьиъ же методоиъ воспользовался виослкдств1и Гауссъ для виолнЬ 
строгаго доказательства той же теоремы-, си. 1)отоп81г. поуа аНега ЬЬео- 
гетаИб ошпет ^ипс!;. а]^. га(. 1п1;. и п. таг. 1п Саскогев геакз рг. уе1 эес. 
КГа<!118 ге801У1 роззе. Соттета1»опе9 гесеп1, 8ос, 8с, вог^, <;. Ш, Оои. 1816, 
ваим тгке, В(1. Ш, рр. 31-56, Очгс. Ш. Кг 14, рр 37-60; Р. Оог^п, въ 
новейшее время, значительно изм'Ьнилъ и упростилъ доказательство Гаусса; 
см. Ма1Н, АпЫеп^ I. Х,рр. 572-575; ПеЬег с1еп Рип<1атепи18а12 (1ег А1^еЬга. 
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плаеъ ^) придумали доказательства болЪе или иен'Ьб отличный 
отъ Даламбертова и одно отъ другаго, болЪе или менЪе удовле- 
творительныя '). ВсЬ эти доказательства им'Ьютъ въ виду ис- 
ключительно уравнен1я алгебрическ1я съ вещественными коеф- 
ф1Ц1бнтами '); авторы ихъ всЬ смотрятъ на инииые корни съ 
той общей всЬиъ старынъ натеиатикамъ точки зр1кн]я, о ко- 
торой иы только что говорили. Ни одинъ изъ этихъ выводовъ 
не иожетъ быть, поэтону^ разсматриваеиъ съ современной точ- 
ки зрЪн1я, какъ доказательство существован1я корня алгебри- 
ческаго уравнен1я; эта посл*Ьдняя теореиа^ отмечающая новую 
щ въ ра8вит1и теор1и мнимыхъ величинъ была впервые вы- 
сказана и доказана Гауссомъ ^). 

Изъ всЬхъ упомянутыхъ доказательствъ наиболее пря- 
яымъ является Даламбертово, заключающее въ себ'Ь^ вмФстЪ 
съ т'Ьмъ, глубокую идею '); среди всЬхъ прочихъ оно является 



О Ьедопв (1е Ма^ЬёшаИдаев о[оппёе8 й 1'Ёсо1е Хогта1е, еп 17дд, 
Раг М. Ьар1аее^ Зоит. Ле гАс. ро1р(,^ УП-шб е% УШ ше СаЫегв, I. П^ Ра- 
пе, 1812, С^п^п^ёте Зёапсе, рр. 56 — ^58; см. также примеч. (») ЬаЬеу къ 
франц. перев. ТшгЫ. а РЛп, /«/т. Эйлера Т. I, (нанеч. впервые въ 1797 т.), 
рр. 324—325; въ прим. (и), р. 321, ЬаЬеу говоритъ, что это довааатель- 
ство извлечено изъ уроковъ Лапласа^ напеч. въ Зоита1 <и$ Зёапсе» Лшш Есо» 
1е$ псгта1вм, Объ этомъ доказ. СМ. Шяо Ьогга, II 1еог. Гоп(1. есс. (ср. 
ирим. 3) на стр. 642), аг1. 7, рр. 11—12. 

*) Полную нстор1ю раз1ичныхъ доказательствъ Основной Теоремы 
Высшей Алгебры читатель найдетъ въ стать*! (Ипо Ьопа цят. въ прим. 3 ) 
на стр. 642. 

') Ср. П. с. въ прнм. 2) на стр. 643 Гауссъ, въ первой своей ра- 
богЬ, разсматриваетъ также исключительно уравнен1я съ веществ, коеф- 
фшцентамн. 

*) Ср. О. ЬоЫа, I. с , развит, Оачч. Бетоп8(;г. поуа (Ьеог. е(с. 1. с. 
въ прим. 2) на стр. 645, аП. 8, 12, рр. 14—15, 20, 16—17, 24 гевр. 

*) Гауссъ вполне оцЬнялъ иден» Даламберта и счнталъ возможнымъ 
не только облечь ее въ форму совершенно строгаго вывода, но и прнмЬ- 

ВНТЬ къ теор1и ТрянсцеНДентнЫХЪ у равней! й; ср. ОетопяСг. по9а гЬеотетаНш 

в<с., аг1. 6, знЪ Яп., ЖвгАв, Ы. Ш, р. И , 0»ив. К1, Кг. 14, р. 12; указан1Я 

3«11. Мят. Отд. Т. XIX. 12 
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ед^ткственно интересянмъ для пасъ съ точки зр-Ьи!! занижа- 
ющей насъ истор1и; па немъ исключительно и остановииъ мм 
свое впииаше. 

Какъ мы ухе заметили, съ точки зр'Ьнгя старыхъ мате- 
иатиковъ былъ только одинъ правильный пряной путь къ р'Ь- 
шен1Ю вопроса о форм'Ь корней алгебрнческаго уравнен1я: надо 
было найти формулу общаго р'Ьшен1я такого уравнен 1Я и об- 
ратиться къ ея изсл'Ьдован]Ю. 

,}1^алаибертъ разсиатриваетъ уравненте 

гд'Ь и вспомогательная, иереи'Ьнная величина^ отъ которой 
коеффицхенты даннаго уравнен1я зависятъ линейно; онъ совер- 
шенно правильно утверждаетъ^ что общее р'Ьшен1е этого урав- 
нен1Я дается формулой 

(1) . . . г=Ви^ + Си*+я+ . , . , ^'с.;— *) 

здЪсь к можно предполагать н'Ькоторой несократимой ращо- 
нальной дробью съ четнымъ знаменателемъ, а р^ . . . . : [[."Ьлуии 
положительными числами ^). 

Предполагая и отрицательнымъ == — х\ и подставляя это 



для такой переработки Дадаиб. доказательства онъ даетъ »Ш, аг1. 23, 
24, »^егАе, В(1. Ш, рр, 29—30, 0«<!г. К1. Кг. 14, рр. 35—36-, я буду говорить 
объ этомъ подробно при разбор'Ь трудовъ Гаусса въ нстор1и девдтаго ие. 
р1ода. См. также Ьадгапде, Тг. (1е 1а гёз. (1. ё(1. п., N. IX, аг!. 7—9, 0. Ле 
Ьадгапде^ I, VIII, рр 216—222 (ср. прнм. 2) настр, 648). 

«) Ср. ВоидмпрИи, Тг. (111 Са1с. 1п1. 1.1, Тп1го(1, СЬ. V, аП.1.ХХУ1, 
Ьегате I, р. 48: »Саг ауап<; сИарозё сеИе ёдиаМрп зиг 1е Рагаиё1о^атте 
с1е М» Ке\у1оп, сп зиг 1в Тпап81е апа1уМ11ие (1е М. ГАЬЪё (1в биа, с1е 1а 
тап1ёге еп8С19пёе раг М. Сгатег (Апа1у8е (1ез И^пез сопгЪез, СЬар. Ш. 
р. 54) оп 1гоиуега сЬацае Ьегте (1е ГёдпаМоп (1е « еп » Гоп аргё8Гап1ге: 
& оп апга. . . . >. 

*) ВоидатЫИе^ 1. с; ср. Сап1ог. Уо11. 1Ы. 1Л, р. 566,— ИЗД0Жви1е меМ. 

Дадамберта. Ср. И. с. въ прим. 4) на стр. 647 о неприложимости этой 
формулы къ трансцендентнымъ уравпешяыъ. 
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значбН1е его иъ формулу (1), мы легко ириведемъ каждый тъ 
ея шеновъ, а^ следовательно, и всю сумму къ виду Л+В.|/ — 1 ^). 
Даламбертъ заиечаетт», однако, что въ общемъ случа* вторая 
часть равенства (1) есть безконечяый рядъ; рядъ этотъ схо 
1итея и^ сд'Ьдоватедьяо, представляетъ истинное значен1е ^ 
лить для значен1й и, абсолютная величина которыхъ не ире- 
выптаетъ оаред^леннаго конечнаго значен 1я ^). Такимъ образомъ 
приходить онъ къ первому, необходимому для своего доказа- 
тбльства, заключен1ю: 

<Въ уравнеши 

южно всегда найти для и н'Ькоторое отрицательное конечное 
значейе, при которомъ ^г^^А-^В.у — 1> ^). 

Этой лемм'Ь можно придать сл'Ьдующ1й геоиетрическ1й 
смыслъ: представимъ себ* некоторую адгебрическую кривую, 
уравнеше которой есть 



») ВоидаЫгии. Тг. с1и са1с. ш<;., Ь. I, 1п1г. ОЬ. V, аП. ЬХХУ1, рр. 
49—50. СапЮг. 1. с. 

*) ВоидатгШе^ I. с, рр. 48—49, Сап(ог. 1. С. Употребл. бвзвонвчи. ря- 
да возбудило сои>гЬн1я у 1)е Гопсепех (КёП. з. 1. <1. 1., М$9с. Таиг. и I, р. 
115); Даламбертъ отвгЬтилъ ему въ Ори$с. Ма1к, (I. I, 8прр1. аи тёш. 8пг. 1. 
\о^- (1ез ч. 11X1^ рр. 226— 227), разъяскивъ законность польвоваш л сходящ. 
безкон. рядами Гауссъ также не одобрялъ пользов. безкон. рядами въ 
доказательстве Даламберта; ср. Бет. поуа Игеог. е(с.^ аг!. 6^ УУвгке^ Бй. 
Ш, р. 10, 0$1ю. К1. Кг. 14, р. 12. 

V) ВоидЫмШе^ ТгаИё ёи са1с. хп^ё^г. <;. 1, р. 50: 1п1г. СЬ. V. аг1. 
ЬХХТП. яСогоИшге, Попе оп реи(; 101130018 зпрровег к » рпзе п^^лЦуе- 
шеШ ^ае1^ае уа1виг йп1в. 1еЛ1е ^ае « воЛ = А+Ву^1*, Я излагаю Да- 
ла мб. доказат. но Бугенвиллю; самъ Д. въ своемъ меиуяр'Ь говорилъ, лови- 
дииому^ о бсзкопечно-малыхъ величинахъ^ что вызвало возражен]Я со сто- 
роны Эй дера и впоел'Ьдетв1и Гаус1*а; ср. Ь, Ки1ег$ Орпзс апа1. I II, рр» 
7Н-79. (Мем. цит. въ ирим. 2) на стр. 641, § 4); Оаип». Ветоп81;г. поуа 
1Ьоогет. е1с , аг1. 5, С, 3, \Уегке^ 1](1. III, рр. 8, 9—10, 05<|г. К1. Кг. 14, рр. 
8—9, 11—12; ср. ещо СаЫог, Уог1. В(1. ГИ, р. 566. 



652 И. ТИМЧЕНКО. 180 

Пусть ордината х этой кривой Д'Ьляется инихой въ точк! 
(у=^ау а;=р), т. е. ди значенхй у>а, Введемъ новыя ко- 
ординаты а -у=^щ '^ — х==&] тогда уравнеп1в наше преобра- 
нуется въ такое: 

^^-^Вг"^-^ + +Кг+ди+Р=0. 

Въ силу предъидущаго преддожешя оказывается, что мни- 
ныя значен1Я ординаты г^ а следовательно н х=^^^ — г, со- 
храняютъ видъ А-^В.у —\^ пока соотв'Ьтствуюнця икъ абс- 
циссы оканчиваются въ точкахъ, лежащихъ между точкой 
8(у=^а) и никоторой другой точкой X, отстояп^ей отъ нея 
вправо на опред-еленнонъ конечномъ разстояти ^). 

Даламбертъ приступаетъ затФмъ къ доказательству сл'Ь- 
дующей теоремы^ къ которой, очевидно приводится весь во- 
просъ : 

«Пусть данъ какой нибудь многочленъ 

не исчеза1)Щ1й ни при какихъ вещественныхъ значен1яхъ ц 
существуетъ всегда количество ш+п!/ — I, въ которокъ т я 
п вещественны, и которое^ будучи подставлено ви'Ьсто х въ 
данный полиномъ д'Ьлаетъ его=0» ^). 

По формуляровк'Ь своей »то предложен1е совершенно сов- 
падаетъ съ тЪмъ, которое въ настоящее время носитъ назва- 
Н1е предложен1я о существованхи корня алгебрическаго уравне- 
шя. Не нужно^ однако, думать^ что такой же смыслъ им1хо 
оно и у Даданберта. Въ доказательств'Ь существовапя мни- 
мыхъ корней въ томъ смысл'Ь, какъ понималъ ихъ Декартъ, 
а за нимъ и геометры ХУП1 в'Ька, не было никакой надоб- 
ности; подобно другииъ математнкамъ доказнвавшимъ туже 



') ВоидатрИи, Тг. (1и с. 1п1. Ь. I, Ыгос!., СЬ V, аг1. 1.ХХ1Х, Ьею- 
тс 2, рр. 51—52. 

») Ш(1. агк. ЬХХХ, р 52, ТЬёогбше 2. 
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теорему^ Даламбертъ, какъ мы сейчасъ увиднъ, предпола- 
гаетъ существоваи1е этжхъ корней и считаетъ себя въ прав1 
оперировать яадъ нинн^ какъ надъ вполне опред'Ьденными ко- 
личества». Ёну нужно лишь было доказать, что »ти неопре- 
д'Ьленно — мнимые корни должны найтись въ числ'Ь опред'Ь- 
ленныхъ количествъ вида ^4+Я)/ — 1. Доказательство это ве- 
дегь онъ рег ге<1цс1;1опит п<1 аЬ811Г(1ит и, подставляя въ дан- 
ныП полиномъ вместо X выражен1е вида р^дУ — 1. нщетъ 
услов1я опред'Ьляющ1я р я д^ при которыхъ полиномъ обра- 
щается въ нуль, а зат'Ьмъ старается показать, что ^ и ^ мо- 
гутъ имЪть только вещественння значен1я ^). Вотъ какой 
смыслъ ммЪетъ у Даламберта, да и у всЬхъ лосл'Ьдующихъ 
математмковъ до Гаусса высказанная выше формулировка за- 
нимающей насъ теоремы. Она дала, однако, поводъ Гауссу 
взглянуть на дЪло съ иной точки зр4н1я и дать действитель- 
ное, вполн^Ь строгое доказательство существован1я корня вида 
А+В.^ — 1 для всякаго алгебрическаго уравнен1я *). 

Вотъ какъ заканчнваетъ Даламбертъ свое доказатель- 
ство ^) : 

Онъ пр.'дполагаетъ что посл'Ьдн1Й членъ даннаго уравне- 
Н1Я переменный; обозначая его черезъ у^ мы можемъ предста- 
вить себе, что уравнен1е 

аг^ + Лж«-1 + +У—0 

прннадлежитъ кривой лин1и, отнесенной къ системе лрямоу- 
гольныхъ координатъ у п х. 



*3 ВоидатЫЦе. Тг. с1о. С. 1П<;. 1.Л, 1п1;г., аг1. ЬХХХ, ТЬ. 2, Оёшоп81г. 
рр. ^-54. 

') Въ Пет, по9а (Неог., е<с, Гауссъ., кавъ ВИДНО иэъ самаго эапавхя 
этой работы, держится Эйлеровой формулировки основной теоремы Алгебры 
(ср. прим. 2) на стр. 643); онъ д'Ьлаетъ это, чтобы избежать по возмож- 
ности уаотреблешя мнимыхъ величинъ. 

') ВоидтпгШе, 1. с. ВЪ прим. 1); ср. СапЛог, Уог1. Вй. Ш, рр. 566 — 
567-, Оаия$, Оеш. поуа 1Ьеог. е1с. аП 5, }'1^егке В(1. Ш, рр. 7—8, 08(ьр, К1, 
Кг. 14, рр. 9-10. 
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Постановка х=^р-^д. V — I ариводнтъ насъ къ новому 
ураинен1ю, содержащему три псоаред'Ьденныхъ иеличины р^ч^- 
Это ноиое уравненге можно будегь^ поэтому.^ разбить^ ировзвольныжъ 
обравоиъ^ на два другихъ. Для большаго удобства, мы ра- 
зобьемъ его на два такихъ, въ первой части оного изъ кото- 
торыхъ войдутъ ВС* члены не содержащ1е \/ — 1, другаго— 
вс'Ь члены содерхащ1е ]/ — 1. Такимъ образонъ, мы получнвъ 
иару уравненШ 

рт ^ гр^—2 ^2^ -|.у=0^ 

?^-"^ + +1—0, 

которыя можно будетъ заменить; путемъ рац10нальныхъ д'Ьй- 
СТВ1Й ^), другими двумя^ изъ которыхъ первое содержитъ лишь 
/? и 9> а второе — д и у. Они будутъ служить для опред4ле- 
тя р а д въ функц1яхъ отъ у. 

Въ силу доказанной раньте леммы, р ^ д являются оаре- 
д'Ьленными безконечнымъ рядомъ, доставляющимъ имъ вещест- 
венный значен1я между точками 8 к Ь. Дальн'Ьйш1й ходъ до- 
казательства Даламберта есть какъ бы вычисленье (конечно 
только предположительное) количествъ р к д для какого 
угодно вещественнаго значен1Я у путемъ цостепеннаго под- 
ступа (раг сЬетшетеп!) '); зто вычислеше является такимъ 
образомъ аналитическймъ иродолжен1емъ функц1Й р ъ д отъ 
у первоначально опредЪленныхъ для ограниченной области зна- 



») Ср. ВоидаЫгШе. Гг. йи С 1п1;. и I, 1п1г. С|1. VI, аг1. ХХХУШ, 
р. 60. 

. *) Этотъ термннъ введенъ Си. Мёгау въ Копуеаа ргёс18 с1'Апа1у8е 
1т1Йп11ё81гпа1г, Рапе 1872, аг1. 88. рр. 91— 92; д'Ьйствхе иычисл. функций по- 
средств. постелен н. подступа есть д'ЬЙствхе аналитическаго ихъ продо1же- 
тя;ср. Предисд. стр. 3—5; ср. разсужд. Гаусса объ услов1яхъ законности 
поль8ован]я этимъ д^йств1енъ въ доказательств^^ Даламберта: Пега, поуя 
1Ьеог. р(с. аге. 6. 4, И^вгЦ В<1. ГП, р. 10, 0.^иг, Ш, Мг. 14, р. 12, ср. 
еще *ЬШ, лН 24 цит. въ прим. 5) въ стр. 649. 
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чеп1й этой перек'Ьнной. Дахяибертово доказательство им'Ьвгь, 
однако, какъ я уже говорилъ^ форму гоЛисиоп18 а(1 аЪвигЛпш: 
Иредположииъ, что за точкой Ь, р ш д п& йм'Ьютъ ве- 
]Цбстненннхъ значевхй; тогда, въ силу уравнен1й опред'Ьляю- 
щнхг ихъ въ функц1яхъ отъ у и доказанной леииы, эти коли- 
ч(>ства^ на н'Ькоторомъ протяждН1и оси у — въ, отъ I до К^ 
наирин*ръ5 йм'Ьютъ форму р=А;+|у — 1, 9=^+Л >^— I; сл1до- 
вательно ж=р+9 V — 1=(А;+5^)+(«+Л) ^~1, откуда р—к-^д^ 
9=|+Л^ т. 6, р и д воществеяиы въ противность принятому 
П0Л0Ж6Н1Ю. Продолжая тоже разгужденте, мы докажемъ мало 
по налу вещественность ряд для всей оси у — въ^ подой- 
дсхъ постепенно къ данному значешю г/=^д^ и докажемъ^ та- 
кимъ образомъ, что если уравненхе 

ям4етъ мнимый корень, то корень этотъ им-Ьотъ видъ ш+л. V— 1. 
гд'Ъ тип вещественныя количества ^). 



О ВоадагптПи. Тг. йи са1с. 1п1., Т. I, Ыг. ОЬ. V, аП. ЬХХХ, р. 54; 
С<)го11а1гс гШ, р. 54 — доказат. д'кднмости первой части уравнвн1Я на 
х—т^п]/—\\ агЬ. ЬХХХ1, ЬХХХИ, рр, 55—56 — делимость первой части 
ур. на х-т-{-п\/~ 1 и существ, трехчлеиныхъ множителей. 



Важн4йш1я опечатки и ошибки. 



(Въ Ш I. Зая. Мат. Отд.). 
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Въ настоящей стать^Ь мы ии^Ьемъ въ виду предложить полное 
р'Ьшенхе въ ц'Ьлнхъ числахъ неопредЪленнаго уравненхя типа 

аг*-+«1л?~**""*+аал?'"''~^4- +«т„=Ьу'' (1( 

съ ц'Ьлыни коэффищентаии а, а^у . ,а^, 6, приченъ будеиъ 
предполагать, что числа а и & удовлетворяютъ соотношешю 

тд'Ь с рац10нальное положительное число, и что ш и 71 положи- 
тельяыя гсклыл числа. 

§ 1. Разснотринъ сначала частный случай: 

гд* а^ положительное ц4лое число. 

Обозначая для краткости л'Ьвую часть уравнен1я (1) зна- 
комъ Р^„, им4емъ для разсматриваемаго частнаго случая 

1/-=а>"" + «1^'"'*"Ч +б,.= /'« (2) 

—и задача приводится такимъ образомъ въ нашемъ случа* къ 
опред'Ьлен1ю всЬхъ т'Ьхъ цЪлыхъ значвн1й Ху который обращаютъ 
полнномъ Р^, въ точную ш-ую степень. 

Эаа. Мат. Отд. Нов О . Естесто. т XIX I 
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Есля поляяомъ Р„ тождествеяяо равенъ »л-ой степени 
другого ц'Ьлаго полннома Р^, то этогь посл^днгй будегь сто- 
пеяя п отяоснтельяо х съ цЪлыяж Боэффнц1ентамн (Это утвер- 
ждея1е о коэфнцхентахъ легко выводятся язъ устаяовленнаго 
Гауссомъ предложен1я, по которому проязведея1е двухъ пряхи- 
тявпыхъ поляяоновъ есть пряяитявяый поляяомъ *). Уравнен1е 
(2) зам'Ьяятся поэтому однямъ язъ сл-Ьдующяхъ двухъ уравнея1В : 

у= ± Р, (при четномъ ш), 
у^=Рп (при нечетномъ ш). 

Число X остается въэтомъ случа'Ь совершеяяо произволь- 
яымъ и уравнея1е (2) удовлетворяется безкояечявмъ числояъ 
цЪлыхъ значен1й х ц. у. 

§ 2. Чтобы исключить только что разсмотр^ЬяныВ частный 
случай язъ областя наптяхъ язсл1^дован1й, извлечемъ изъ полн- 
нома Р^ корень ш-ой степени. Такъ какъ предполагается, что 
полиномъ Р^„ не есть точная т-ая степень другого полинома, 
то, по получен1и вс4хъ т'Ьхъ членовъ корня, въ которые х вхо- 
дитъ въ степени не ниже нуля, получимъ не равный тожде- 
ственно нулю «остатокъ отъ извлечетя корня». Найденный при 
этомъ неполный корень будетъ представляться полиномомъ л-о8 
степени, висшгй членг котораю а^х"* имтьетъ положительный 
коэффицгеншг '*). Коэффид1епты сл'Ьдующихъ членовъ будутъ 
вообще дробными, ибо каждый изъ слФдующихъ членовъ корня 
получается по известному правилу изъ высптаго члена соотв*т- 
ствующаго остатка путемъ д'Ьлен1я этого высшаго члена на число 



•) (таивв. ^^8^и^в^МоI1е8 ап111тсНсас. Аг1. 12. ^VеЪег. ЬеЬгЪпсЬ йог 
А1кеЪга 8. 25. 

••) При четномъ т пьтсппй члепъ корня можно изять равнымъ (— «вХ"), 
но мы этого не сд'Ллаемъ. 
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Изъ ЭТОГО слАдуехъ также, что высшхй членъ остатка отъ 
нзвлечен1я корня содержитъ х въ степени ниже 

(т — 1)п. 

Если теперь при»еденъ къ общему положительному знаме- 
нателю Л всЬ члены полученнаго неполнаго корня^ то этотъ 
посл'ЬднтВ представится въ вид'Ь дроби 

Рп 

гдЪ Р^ есть цЪлый полиномъ степени п съ целыми кодффиц1ен- 
тани, причемъ ка&ффицгентъ высшаю члена есть число поло- 
жительное. Что же касается остатка отъ извлечешя корня, то 
онъ равенъ разности 



(1У. 



а потому онъ можетъ быть представленъ въ вид'Ь дроби 

тд'Ь Р, есть ц*лый полиномъ съ целыми коэффицхентами, коего 
степень 5 удовлетворяетъ, какъ мы вид*ли, неравенству 

5 <[1П — 1)п (3). 

Изъ посл^дняго равенства имйемъ тождественно 

Р-.=^^-^ (4), 

а потому ур. (2) приводится къ виду 

!/«=:?•" +А (5). 
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§ 3. Изъ посд'Ьдняго равенства усматривается, что р'Ьше- 
н1е уравнен1я (2) сводится къ нахождешю т'Ьхъ ц'Ьлнхъ зна- 
чен1Й х^ для которыхъ дробь 



1т 



обращается въ точную т-ую степень ц^лаго числа. Но изъ 
тождества (4) видимЪ; что разсматриваемая дробь ии'Ьетъ ц'Ь- 
лое значеше для всякаго ц^лаго значен1я х, а такъ какъ зна- 
менатель этой дроби есть точная т-ш степень ц*лаго чисда, 
то задача приводится къ опред'Ьленхю всЬхъ т'Ьхъ ц-Ьлыхъ зна- 
чен1й Ху который обращаютъ сумму 

въ точную 7п-ую степень, а потому, обозначая черезъ г ц'Ьлое 
число, приводимъ задачу къ рЪшенхю въ ц^Ьлыхъ числахъ уравнея1я 

^~=/^+Р, (6). 

§ 4. Въ дальн'Ьйшемъ изложеши мы будемъ предполагать, 
что полиномъ Р, не равенъ тождественно нулю, ибо въ проти- 
вномъ случа* полиномъ Р^„, какъ это видно изъ равенства (4^, 
представлялъ-бы точную т-ую степень ц'Ьлаго полинома, а этотъ 
случай мы исключили изъ разсмотр'Ьн1я. 

Условимся, дал'Ье, говорить для краткости, что х удовле- 
творяетъ уравнен1ю (6) или что х есть р'Ьшенхе уравнен1я (6), 
если X, будучи ц*лымъ числомъ, сообщаетъ ц'Ьлое значенхе не- 
известной г въ этомъ уравнеши. Введемъ теперь новую неиз- 
в^стную и, связанную съ х к 2 такъ, чтобы каоюдая изъ двухъ 
неизв'Ьстныхъ г м и принимала Ц'Ьлое значенхе для каждаго 
значен1я яг, для котораго одна изъ этихъ неизв'Ьстныхъ приня- 
маетъ Ц'Ьлое значенхе. Въ качеств* такой неизв-Ьстной можеп 
быть взята разность 2> — Р„. Положивъ 
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2 — Р^=и 
или 

прцведехъ р^шенхе уравнен1Я (7) къ р'ЬшбН1ю уравнбН1я 

(Рп+иг=р:^^р, (7). 

§ 7. Такъ какъ всякое цйлое значенхе х, удовлетворяю- 
щее уравнен1ю (7), обращаете сумму 

въ точную ш-ую степень, то. для такого значенхя х и для чет- 
ныхъ 'аначешй т^ сумма 

црининаемъ два вещественныхъ значен1я 

изъ коихъ одно положительно, а такъ какъ насъ занимаютъ 
гкачен1я одной только неизв'Ьстной х, то, при ш четномъ, мож- 
но ограничиться разсмотр*н1емъ т'Ьхъ только ц4лыхъ значешй 
«*, который, соответствуя целымъ значенхямъ х, сообщаютъ 
сумм* Рп'\-'^ положительный значенхя. Отрицательный значен1я 
этой сунны изъ разсмотр'Ьн1я исключаются. 

Итакъ, при т четношу будемъ считать 

Рп+и>0 (8). 

§ (). Прежде, чЪмъ найти вс4 цйлыл значвн1я а;, удовле- 
творяющ1я уравненхю (7), займемся оиред*лен1емъ т-Ьхъ значе- 
н1й X, который сообщаютъ неизвестной и одно изъ трехъ зна- 
ченШ О, 1,-1. 



6 с. о. ШАТУН0ВСК1Й. 6 

I. Ддя опред'Ьденхя тЪхъ значенхй Ху который д-Ьлаютъ и 
равнымъ нулю, полагаемъ ^=0 въ уравненк (7). Искомыя 
значбН1я X окажутся поэтому ц'Ьяыми корнями уравненгя 

Р.=0 (9). 

Наоборотъ, ВС* ц'Ьлыя значен1я х^ удовлетворяющ1я по- 
следнему уравнвн1ю (если только так1я значешя х существуюгь), 
удовлетворяютъ и уравнен1ю (7), ибо эти значен1я х виФсгЬ 
съ г<=0 обращаютъ уравнеше (7) въ тождество. 

Итакъ, значешя д:, удовдетворяющхя уравнеи1ю (7) и д*- 
лающ1я !*=0, определяются изъ алгебрическаго уравнепхя (9) 
степени 5 < [т — 1 )п. 

Мы исключаемъ въ дальнейшемъ изъ разсмотр^нья эти зна- 
чен1я X. 

II. Полагая въ уравненш (7) и=^1у получимъ уравнен1о 

для оиред'Ьлен1я т^хъ значен1й а?, который, удовлетворяя урав- 
нен1ю (7), д^лаютъ и=1. Обозначая л^вую часть этого урнв- 
нен1я черезъ ^, напитемъ уравнен1е въ вид* : 

а^шр: -' + ч^^ц^; р;-»+ч^-^;^^-^;7>»-. ...... . 

" ^ 7.2 ^ 1.2.3 " ^ 

..+1— Р.=0 (10). 

III. Подобнн1ъ же образокъ, полагая и= — 1 въ уравнели 
(7), подучииъ уравнен1в 

• " 2.2 " 1.2.3 

—С—1)"'+Р.=0 (И) 

для опред4лен1я гЬхъ значвн1й х, которыя, удовлетворяя урав- 
ненш (7), д4даютъ «= — 1. 
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Нетрудно видеть также, что ц'Ьлое значен1о Ху удовлетво- 
ряющее одному изъ уравнешй (10) и (11), необходимо удо- 
влетворяетъ уравненхю (7), ибо при этомъ значен1и х и при и, 
равнонъ соответственно :^ 1, уравненхе (7) обращается въ тож- 
дество • 

Итакъ, значешя Ху удовлетг>оряющ1я уравнетю (7) и д*- 
лаюцця м=+1 получаются путемъ розыскап1я целыхъ корней 
алгебраическихъ уравненхй (10) и (11) степеней (т — 1).п. 

Мы исБлючаемъ изъ дальн'Ьйшихъ изсл'Ьдовашй эти зна- 
чен1я X. 

Относительно уравнен1й (10) и (11) мы сдФлаемъ зд-Ьсь 
зам'Ьчан1е, которымъ вскорЬ воспользуемся: такъ какъ степень 
полинома Р„ равна п, то степень [т — 1)п полинома Г^"^ вы- 
ше не только степеней полиномовъ Р^ "*, Рп'~^ » но 

также и степени ^ полинома Р,, что видно изъ неравенства 
(3); поэтому уравнен1я (10) и (11) суть уравненхя степени 
[т — 1)п. Общ1й ВЫСПТ1Й членъ та^'^-^'" '^'*' этихъ уравнен1й 
им'Ьетъ коэффицхентомъ положительное число. 

§ 7. 0пред4лимъ теперь всЬ т* ц*лыя и положительный 
значетя аг, который, удовлетворяя уравнен1ю (7), даютъ поли- 
ному Р„ отрицательное значен1е. 

Для этого зам4тимъ, что существуетъ только ограниченное 
число ц'Ьлыхъ и положитольныхъ значеиШ ж, для которыхъ 
им4втъ м4сто неравенство 

Въ самомъ д'Ьл'Ь, принимая во вниманье, что коэффиц1ентъ 
выситто члена полинома Г,, положителенъ (§ 2), и, обозначая 
черезъ Ь^ высш1й пред'Ьлъ положительныхъ корней уравненхя 

Рп=0, (12) 

находимъ, что, для значенШ а?, превосходящихъ Х^, л-Ьвая часть 
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ЭТОГО уравнвН1Я есть величина положительная — сл'Ьдовательно, 
при д?>0 неравенбт^ю 

Рп<0 

иожетъ ии^ть м^сто только въ томъ случае, когда 

Отсюда сл'Ьдуетъ, что тЪ положительный значен1я х, которыя 
удовлотворяютъ уравнен1ю (7), д'Ьлая притоиъ Р^ отрицательныиъ, 
содержатся между О и Ь^. Если поэтому вставимъ посл'Ьдова- 
тельно въ уравнен1е (7) всЬ ц'Ьлыя числа^ заключающ1яся между 
О и ^ф, и отберемъ тФ изъ нихъ, которыя обращаютъ сумму 

р:+р. 

въ точную т-ую степень, то будемъ им'Ьть всЬ отыскивасмыя 
теперь значбН1я х. 

Такимъ. образомъ нахожден1е всЬхъ ц'Ьлыхъ и , положи- 
тельныхъ значвн1й х^ удовлетворяющихъ уравнен1ю (1) и д'Ьлаю- 
щихъ при томъ Р„ отрицательнымЪу приводится къ разыскан1ю 
высшаго предала Ь^ положительны хъ корней алгебраическаго 
уравнен1я (12) степени п и къ конечному числу испытанхй 

Мы могли-бы исключить изъ дальнЪйшихъ изсл'Ьдован1й 
разсмотр'Ьнныя только-что значен1я х, но мы это сд'Ьлаемъ только 
для четныхъ значен1й т. 

Итакъ, будемъ считать, что, при т четномъ^ им'Ьетъ м4- 
сто неравенство 

Рп>0 (13). 

§ 8. Займемся теперь опред'Ьленхемъ т'Ьхъ положитемг 
ныхъ значен1й х, которыя удовлотворяютъ уравнен1Ю (7) и ко- 
торыя еще не найдены въ предыдущихъ параграфахъ. При 
этомъ будемъ, следовательно, полагать, что соотв'Ьтствующ1я 
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значбН1я и отличны какъ отъ нуля, такъ я отъ +1 и что^ 
при четяоиъ т, ии'Ьюгь иЪсто неревенетва (8) и (13). 

Пусть и и х>0 будутъ пара ц4лыхъ чиселъ, удовлетво- 
ряющихъ уравнбН1ю (7), такъ что имЪеиъ тождественно 

(Р^+и)-Г:-^Р,=0 (14). 

Разсиотрииъ два случая: 

I. и>0 

Въ этомъ случа* будетъ также 11>7, а потому 

06*6 части этого неравенства можно возвышать въ т-ую 
степень, сохраняя смыслъ неравенства, если т число нечетное^ 
но это можно сделать и при т четномъ, такъ какъ въ этомъ 
случа-Ь им'Ьютъ м'Ьсто неравенства (8) и (13). Такимъ обра- 
зомъ неравенство 

ии'Ьеиъ М'Ьсто для нечетныхъ, а равно и для чстныхъ зяаченШ т. 
Складывая это неравенство съ равенствомъ (14), имФемъ 

или 

гд* С2 им'Ьетъ тб-же значен1е, что и въ уравнен1и (10). 

II. и<0. 

Въ этомъ случай будетъ также ?г< — I, а потому 

Р—1>Р^+и, 

Об* части этого неравенства можно возвысить не только 
въ нечетную, но и въ четную степень т, ибо, при т четномъ, 
вм-Ьст* съ неравенствомъ (8) будетъ а 1х)г1;10Г1 справедливо 
неравенство 

Р^—1>0. 
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Такниъ образонъ, для всЬхъ ц'Ьлыхъ и ыоложительннхъ 
7п, ии^еть м'Ьсто неравенство 

Складывая это неравенство съ равенствомъ (14) и помножая 
обЬ части найденнаго неравенства на — 1^ нолучинъ 

гд4 С| им*етъ тб-же значен1е, что и въ уравненш (11). 

Пусть теперь Ь будетъ общШ высиг1й пред'Ьлъ положи- 
тельныхъ корней уравнен1й (10) и (11). Такъ какъ коэффи- 
цхентъ высшаго члена въ полиномахъ ^ и в| положителенъ^ 
то для значен1й х^ превосходящихъ ^^ полиномы ^ и С^, бу- 
ду тъ положительны, а потому неравенства ^<0 и С, <0 те- 
кими значен1ями х удовлетворяться не могутъ; отсюда сл4дуетъ, 
что отыскиваемыя нами значен1я х, удовлетворяюиця уравненхю 
(7); если таковыя сун^ествуютъ^ должны содержаться между 
О к Ь^ то-есть: 

КромЪ значен1й х, удовлетворяющихъ одному изъ уравнен1й 

Р^=0; (3=0 ; (3,=0, 

уравнен1е (2) можетъ ин'Ьть еще только так1я положительныя 
р'Ьшен1я^ который содержатся между 

О и I 



■для т нечетнаго — и между 

О к I или О к Ь 



о 



— для т четнаго, ибо изъ разсужден1й настоящаго параграфа 
исключены были — для четнаго т — т4 значенхя х^ который со- 
держатся между О и Х.^ (см. § 7). 
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Но легко показать, что— при четномъ м — всякое число, 
содержащееся между О и Ьг^^ содержится также между О т Ь. 
Ддя этого, разумея подъ Ь п Ь^ цЪлыя числа^ необходимо и 
достаточно показать, что 

т. е., что общ1й ВЫСШ1Й иред'Ьлъ положительныхъ корней уравненШ 

не меньше высшаго пред'Ьла положительныхъ корней уравнен1я 

Это будетъ доказано, если покажемъ., чта всякое звачен1е 
X, для котораго существуютъ совместно два неравенства ^>0 
и ^^>0у д'Ьлаетъ Рп>0, или, другими словами, что неравенство 

Рп<0 

несовм'Ьстимо съ совокупностью двухъ неравенствъ 

^>0 и С,>0. 

Первое изъ этихъ двухъ неравенствъ напиитется въ вид'Ь 

п -г ^2 *• ^ 1/2.3 ' " 

При т четномъ, неравенство ^^^0 представится въ вид* 

а, =шРГ'- '^С*п-У р,-е ^т(ш-1)(т-^р^-, _ 

1.2 1.2.3 

..+мР„— Л-Р.>0, 
откуда 

а+о,=2(тР:-'+ '^(*^г11^^^^ рг' +шР„)>о, 
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Это неравенство очевидно несовм'Ьстиио съ неравенствомъ 
ибо изъ иосл'Ьдняго, ири т четноиъ, вывели-бы 

РГ'<0; РГ'<0; ; Р,<0, 

откуда получили-бы 

а+а1<о, 

что противор'Ьчитъ неравенству 

а+а,>о. 

Резюмируя все, до сихъ поръ сказанное, приходимъ къ 
сл'Ьдующеиу выводу: 

Цгьлыя поАОжительныя знауенгя х^ удовлетворяющгя урав- 
ненгю (2), либо удовлетеоряюшъ одному изъ уравненгй 

Р^=0; а=0; а,=0, 
либо содержатся между 

гдть Ь есть общгй высшгй предтьлъ положительныхъ корней 
уравненгй 

§ 10. Перейдемъ теперь къ опред'Ьлсйю вс4хъ отрица- 
тельныхъ ц'Ьлыхъ значенхй х, удовлотворяющихъ уравнешю (7), 
или, что тб-же, уравнешю (6). 

Для этой ц*ли зам'Ьнимъ въ уравненхи (6) л: чорезъ —.с 
и опредйлимъ положительныя значенхя х, удовлетворяющ1я полу- 
ченному уравнен1ю. Если обозначимъ соответственно черезъ рп 
и р^ результаты подстановки — х вм4сто х въ полиномы Рп и 
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Р^^ ТО задача приведется еъ разыскангю ц'Ьлыхъ и полохитель- 
ныхъ значен1Й х^ удовлетворяющихъ уравнен1ю 

^«=К+Л -(15) 

Будемъ различать три случая: 

I. п четное число. Въ этомъ случае ко9ффиц1енгь внсшаго 
члена въ полином'Ь р^ положителенъ, а потону разнскаше по- 
ложительннхъ значешй Ху удовлетворяющихъ уравнешю (15)^ 
нич'Ьнъ не будетъ отличаться отъ разнскатя положительныхъ 
р^шетй уравнешя (6). Уравнен1ю (15) будутъ, следовательно, 
удовлетворять только такхя ц'Ьлыя и положительныя значен1Я х^ 
который либо удовлетворяютъ одному изъ уравненШ 

«_/ т(т—1) „_• т(т—1)(т—2) ^_,, ,^ ^ 

Ч=^Рп + 12^ ^ 1 ^ ^^д ^РГ + -♦• 2-р.=0, 

либо заключаются между О и ^, гд* I есть высш1й пред'Ьлъ 
положительныхъ корней посл'Ьднихъ двухъ уравнен1й. 

Такъ какъ р„ 9 ^ ^| получаются соответственно изъ Р„ 
С и (Э| заменою X на— ж, то положительные корни уравненШ 

р.=0, 5=0, ({^=0 

суть отрицательные корни уравнен1й 

Д=о, 0=0, 0^=0, 

и С— -Оесть общ1й НИЖН1Й пред'Ьлъ отрицательныхъ корней уравнешй 

(2=0 и (2^=0. 
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II. п ЧИСЛО нечетное, а т — четное. Въ этомъ случа* 
уравнейе (15) можетъ быть представлено въ вид* 

причемъ коэффицхентъ высшаго члена полинома^— р,^положителен7». 
Разыскаще ц4лыхъ и положительныхъ значенхй ж, удовле- 
творяющихъ этому уравнен1Ю, приводится къ разыскашю ц*- 
лыхъ и положительныхъ рЪшенШ уравнешй 

— Л=0 

<-?«>? +-^^^^^(-РпТ + ^ ^23 — ^^"^"^ + ' • • • 

п^С-РпТ --^-С-РпТ +-^ ^.^1^ ч -РпТ ~- • . • 

и къ определен! ю общаго высптаго предала I положительныхъ 
корней посл-Ьднихъ двухъ уравненхй. Такъ какъ т число 
четное, то, помножая каждое изъ этихъ уравненхй на — 1^ по- 
лучимъ соответственно: 

Р.=0, 

шр:-^'^РГ'+'^^ -(-^1Г+Р.-о. 

Эти три уравнен1я получаются соответственно изъ уравнешй 

заменой X на — х^ а потому приходимъ къ выводу предыду- 
щаго случая. 
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III. п к т числа нечетныя. Уравнбн1е (15) можно те- 
перь представить въ вид'Ь: 

задача приводится поэтому къ разыскангю цЪлнхъ положителъ- 
ннхъ :шачен1й х, обращающихъ выражете ^ — РпУ^^С — рО 
въ точную ш'ую степень, причемъ[коэффиц1ентъ высшаго члена 
полинома [ — р^') положителенъ. Р-Ьшете задачи зависитъ отъ 
ц'Ьлыхъ положительны хъ значен1й Ху удовлетворяющихъ одному 
изъ уравнешй 

— я.=о 

Н-рО — Т2^^^'^"^ + ^ 2 3 ^^^"-^ 

и отъ высшаго предала / положительныхъ корней посл'Ьднихъ 
двухъ уравнешй. 

Помножая первое изъ этихъ уравнешй на — 1 и принимая 
въ соображен1в, что ш нечетно, напишемъ зти уравнен1я' соот- 
ветственно въ вид*: 

а потому этотъ случай нич'Ьмъ не отличается отъ предыдущаго. 



-3 _ 
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12. Все вышесказанное приводитъ на^съ къ сл'Ь дующему 
заключен1ю о рЪшен1и въ цЪлыхъ числахъ уравнешя 



тя 



при условш, что поишомъ Р^^ не есть тп'ая степень ц-Ьдаго 
полинома. 

Путемъ извлечен1я корня т'ой степени изъ полинома Р„п 
находимъ два полинома 

р. и р. 

съ цЪлнми коэффшцентами. Уравнен!ю 



тп 



будутъ удовлетворять всЬ ц4лыя значенхя а?, удовлетворяющ1я 
одному изъ уравнен1й 

Сверхъ этихъ значетй ж, уравнешю 

^ 

У тп 

могутъ удовлетворять только тайя ц4лыя значенхя х, которыя 
содержатся между —I и ^-^, гд4— / есть общхй низш1й, а 
+ /.— обицй выспай пред'Ьлъ корней уравнен1й 

а^О и 0^=0. 

Значен1я х последней категор1и отыщутся непосредственно под- 
ставкой чйселъ 
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«^.уремию» 

т. е. опред'Ьлить всЬ цЬлыя 9начен1я х, обращающ1я полинохъ 
Р^ въ точный квадратъ. 

Изв«ми иагь •?4 (^вадрм^ыв №ор1енЕ^ да чде?»». не еодер- 
жащато х^ находпъ часть 1и>р9Д^ раэн^к^ . I . < 

^, , л , 3 8х^'\-4^+3 
2^8 8 

• - .» 

I получаенъ состатокъ огь излечен1я корня», равный 

<■ • 

5х 55^40х-\'55 

Такинъ образомъ им'Ьешъ 
1п=2, п=2 Р,=?,=8лг»+4л+3, Р.= Р, = 4й|;+55. 
Уравнепя Р,=0, ^=^0, ^.=0 оОращаю^ся соответственно въ 



Уравнеюе Р,=0ц'Ьяыхър'ЬтбН1й не ии'Ьетъ; корни урав- 
иешя 0=0 суть дг,= — 7, ^^^=5; а потому полиномъ Р^ обра- 
щается въ точный квадратъ при х=^ — 1 и л:=3. 

Уравнен1е й^='0 ииЪетъ только «никые корни. ЕромЪ 
найденныхъ значенгй х, полиноиъ Р^ ножетъ обращаться въ 
полный мадратъ только при значен1яхъ х^ заключающихся* пежду 
првд*ла1г— ^=^ -^1 и 14=3, т, е. при х:^0^ я?=1 и х^2. 
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Подставляя эти значеехя х въ подиноиъ Р^у убеждаемся, что 
только одно изъ этяхъ значенШ х, именно х=^0^ обращаетъ 
Р4 въ полный Бвадратъ. Такимъ образомъ существуютъ толь- 
ко три ц4лыхъ значейя х, именно а; = — I, «2=0 и а:=3, для 
которыхъ полиномъ 

есть полный квадратъ. 

14. Разсмотримъ теперь другой частный случай уравне- 
Н1Я (1)) а именно тотъ случай, когда 

гд'Ь Од — полохнтельвое число. Уравяепе (1) принишаетъ видъ 

Разсмотримъ два случая: 

I. т нечетное число. Въ этомъ случа*, полагая у= — 7, 
напишемъ уравпен1е въ видЪ 



7'"=а?ж'"~4-«1а^"**"'+а2^"" *+. •+« 



ти9 



Т. е. задача сводится къ предыдущей. 

П. т четное число. Въ этомъ случа* — у*" есть число 
отрицательное или нуль; но полиномъ Р„« можетъ принимать 
отрицательныя значенхя и можетъ обращаться въ нуль только пря 
значен1яхъ х, заключающихся между -^/ и Ч'Ь, гд'Ь — / есть 
НИЗШ1Й, а +/- — ВЫСШ1Й пред4лъ всЬхъ корней уравненхя 

И, следовательно, решете задачи приводится къ конечному 
числу исиытан1й. 

. 15. Разсмотримъ теперь общШ случай, догда въ уравяенхи 
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а Е Ь суть два какк&ъ-дибо ц'Ьляхъ числа, удовлетворяющнхъ 

«00ТН0ШвН1Ю 

I 

_ _ « 

о ~ 

гд! с рац1ональное положительное число. 

Еоэффиц1ентъ а можно всегда сделать положительннмъ ; 
ноэффицгентъ Ь можетъ быть положительнниъ иди отрицательннмъ, 
ч^ообразно съ чЪмъ разснотрииъ отдельно каждое изъ уравненШ ; 

и 
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тдЬ Ь предполагается уже положительныиъ. 

Такъ какъ с число рац1ональное, то ии^Ьемъ тождественно : 

тд-Ь обЪ дроби ножеиъ считать несократим ими, а а, и 6, по- 
ложительными; поэтому изъ равенства 

в _ «о 



±Ь ±Ь^ 
находинъ 

•гд* / — положительное цйлое. 

Подставляя ви'Ьсто а и 6 эти значешя въ предндущхя 
.уравнен1я и помножая эти уравнен1я на /"""', получаемъ 



Полагая-же 



находимъ 

(6о/У^'"=^7я?'"На,/--':р— '+.. . .+а.^-'=Р^,, . . . (16) 
-(Ьо/у;"'=^"'а:"'«+а,/-^-'+... .+а.../~-'=Р^ (17)^ 

Если полиномъ Р^п есть точная пГм степень цФлаго шь 
лнноиа Рпу то уравнеше (1*6), а при т нечетшлгв г уравне- 
й1е СГТ), приводится соответственно ст сл*дрощену: 

т. е. уравнбн1я приводятся въ сравненхяиъ. 

При т четномъ и /^„=/^, уравяенхе ' (17) не удовле- 
творяется никшпши зв^ченгяшг х, крон1г гЬхъ, которня' обра- 
щаютъ Р„ въ нуль. 

Бели же полиномъ Р„„ не есггь ш'ая степень цЪлаго ло 
линоиа» то, полагая 

прнведемъ соотв'Ьтственно уравнен!* (16) и (17) въ виду 



Г"=Р. 
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Т. е. въ одному изъ выше р11зсмотр'Ьнныхъ частныхъ случаевъ. 
Такъ какъ въ обоихъ этихъ случаяхъ х, а сл'бдовательио, к 
Т имЪютъ конечное число ц'Ьлыхъ положительнвгхъ значенЮ, 
то, найдя ВС* значен1я У, ныберемъ, для опредйленхн у, т*. 
изъ нихъ^ воторыя дЪлятбя безъ остатка иа Ь^ ц т. д. 
16. Уравненхе вида 



6у""^=аа;'""+с1,ж""-'+ ...... +а„„«Р. 



т«1 
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гд* а п Ь удовдетворяютъ соотношен1ю ■т-=_"'"^'"> лрн с рац1о- 

нальноыъ^ иожетъ быть вполн'Ь разр'Ьшено, если Р^^ не есть пол- 
ная 7п'ая степень ц'Ьлаго полинома. Въ саионъ д'Ьл'Ь положивъ 

приведенъ этотъ случай къ предыдущему. Въ лротивнонъ слу- 
ча'Ь степень этого уравнен1я можно понизить въ ш разъ, извле- 
кая корень 7?1'ой степени. 



0^1 



€0^ 



Апосфере здщпм. 

I. 

Современное состоян1е элевтрометеоролог1и< 

М, Панченко. 



А^то8рЬаг18сЬв Е1ек1г1С11&1 

ЛГ. РапиеНелко» 



§ 1. Бод*е 150 л*тъ прошло съ того времени, кякъ до- 
казана бнд<ч полная тождественность 110лн]и съ электрическою 
искрою, а шежду гЬмъ до сихъ поръ мы не знаемъ, что такое 
атмосферное электричество: есть-ли это электричество земли или 
электричество воздуха, водяного пара или другихъ какихъ-либе 
частицъ, разсЬянныхъ въ атмосфер'Ь. 

Попытки естествоиспытателей къ разр'Ьшен1ю вопроса о 
происхожденш атмосфернаго электричества оставались совершен* 
но безплодными до т'Ьхъ поръ, пока наконецъ не была выясне- 
на Ц'ЬлЬу къ которой должна стремиться электромотеоролопя. 

§ 2. 18 мая 1860 года лордъ Кельвинъ (В. Томсонъ) въ 
доклад'Ь, чнтанномъ въ Лондонскомъ Королевскомъ институте, 
впервые ясно формулировалъ задачи, которыя должны лежать 
въ оснонЪ изсл'Ьдованхя атмосфернаго электричества. 

В. Томсономъ установлено было, что въ явлен1яхъ атмо- 
сфернаго электричества при помощи нашихъ приборовъ можетъ 
быть изм'Ьряема одна лишь разность потенц1аловъ двухъ точекъ, 
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взятыхъ въ атносфер-Ь, или хе точки въ атмосфере и на зем- 
ной поверхности. 

Указанный Тохсононъ методъ изсл'Ьдован1я послухилъ толя- 
конъ къ ц'Ьлоху ряду новыхъ наблюден1Й, которыя если и не 
привели къ окончательному разрЬшенхю вопроса о сущности 
электрическихъ явлен1Й въ атмосфере, то во всяконъ случа'Ь 
обогатили науку весьма важными выводами. 

Въ настоящей стать'Ь изложена сущность современнаго уче- 
Н1я объ атмосферномъ электричеств'Ь. 

Падете потенциала у земной поверхности. 

§ 3. Новыя наблюдешя привели къ основному выводу, что 
во всякой точкЪ атмосферы или земной поверхности есть опре- 
д'Ь ленный потеищалъ, хотя до настоящаго времени и иеизв'Ьст- 
нОу гд'Ь именно находятся электрическ1я массы, развивающ1я 
поле и д'Ьйствующ1я такимъ образомъ на наши приборы: на по. 
верхностн-ли почвы, въ атмосфер'Ь или внЬ ея пред'Ьловъ. 

§ 4. Наблюден1е показываетъ, что разность потенцгаловъ 
двухъ точекъ, взятыхъ на земной поверхности и въ свободно! 
атмосфере, обыкновенно превыптаетъ 100 вольтъ на 1 метръ, 
тогда какъ точки земной поверхности, для даннаго момента 
времени, на разстоян1и ц'Ьлой сотни киллометровъ им'Ьютъ по- 
тенщалы почти одинаковые. 

Такимъ образомъ можно допустить, что поверхность земно- 
го шара есть поверхность уровня. Бели поэтому V есть разность 
потенщаловъ точки^ взятой на земной поверхности и въ свобод- 

V 

ной атмосфер'Ь, на высогЬ т метровъ, то ~ представить нор- 

(IV 

мальную слагающую —г- напряжен1я электрическаго поля (па- 
ден1е потенщала) въ данной точк'Ь земной поверхности. 

(IV 

§ 5. Такъ какъ по теорс^м* Кулона ~т"= — 41С|1, гд* |1 
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есть поверхностная илотноеть электричества на проводник'Ь, то 
очевидно всякое наблюденхе на земной поверхности приводитъ 
къ опред'Ьлен1Ю знака и напряженгя электрическаго заряда поч- 
вы въ разсиатриваемой точк'Ь. 

При норнальиыхъ услов1яхъ атмосферы наблюденгя всегда 
даютъ для |А значен1я отрицательныя^ т. е. потенщалы при пере- 
ход'Ь въ атмосферу возрастаютъ. 

Такимъ образомъ, не зная раслред'Ьленхя дМствующихг 
электрическихъ массъ, мы приходимъ къ заключен1ю, что ^лектри- 
ческ1я явлен1я въ атмосфер-Ь обусловливаются: или отрицатель, 
нннъ зарядомъ 'самого земного шара, или положительнымъ за- 
рядомъ жассъ, находящихся вн'Ь земли, или наконецъ взаимо- 
д'Ьйствхемъ т'Ьхъ и другихъ. 

Годовой пергодь напряженгя электрическаго поля. 

§ 6. Годовой пер1одъ напряхен1я электрическаго поля 
имЪетъ максимумъ зимою и минимумъ л'Ьтомъ. 

Наблюдешя, произведенныя въ различныхъ широтахъ зем- 
ного шара, приводить въ этомъ отношен1и къ одинаковымъ ре- 

зультатамъ. 

Продолжительныя наблюден1я на Шпицберген'^ и въ Бата. 

В1И указываютъ на годовой перходъ такого же характера, какъ 

и въ нашихъ широтахъ. 

§ 7. Особый интересъ представляютъ четырех л-Ьтихл на- 
блюден1я, устроенныя Эльстеромъ и Гейтелемъ на верпгин'Ь Зонн- 
бликъ*). Наблюден1я эти показываютъ, что на высот* 1100 м. 
годовой лер10дъ папряжен1я поля едва зам'Ьтенъ. Наблюдаеиыя 
средн1я м'Ьсячныя на этой высот'Ь колебались между 112 в. 
въ октябр* — ноябрь и 139 в. съ апреля по май. 

Бели годовой пер1одъ обусловливается свободными электри- 
ческими массами, находящимися въ атмосфер'Ь, то необходимо 
придти къ заключен1ю, что эти свободиыя электрическтя массы 



^) Бииг ип(1 Ле11е1. ВКхпп^аЬ. Акад.. \У1еп 104 (1895). 
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распространены въ слсЬу лежащемъ ниже 3000 нетровъ надъ 
земною поверхностью. . 

Суточный ходд напряженгя электрическаю поля. 

§ 8. Наблюдвн1я, характеризуюнця суточный пер1одъ напря- 
ЖСН1Я электрическаго поля, представляютъ въ настоящее время 
обптрный матер1алъ, собранный въ разлячныхъ широтахъ зем- 
ного шара. 

Въ напряжети электрическаго поля наблюдаются суточ- 
ные пер1оды двухъ типовъ. 

1) Двойной суточный перщъ, съ двумя 'рйзко выражен- 
ными максимумами около 8 — 10 час. утра и вечера, и съ дву- 
мя минимумами около полудня и посл'Ь полуночи: 

2) Простой суточный першдъ., съ р'Ьзкимъ минимумомъ 
утромъ около 5 час. и съ дневнымъ максимумомъ. 

Двойной суточный пер10дъ наблюдается гораздо чаще^ не- 
жели простой. 

Бром'Ь того въ нФкоторыхъ м'Ьстахъ напряженхе электри- 
ческаго поля въ течен1е сутокъ изменяется такъ незначительно, 
что не представляется возможннмъ обнаружить суточный перадъ. 

Къ этому третьему типу принадлежатъ наблюденхя Эксне- 
ра*) на остров* Цейлон* и Бендорфа въ Сибири**). 

§ 9. Такимъ образомъ суточный ходъ паденхя потенщала 
у земной поверхности обнаруживаетъ удивительное согласхе съ 
суточнымъ ходомъ барометрическаго давлешя, хотя об* кривыя 
и не всегда параллельны. 

Зимою поворотный точки барометрической кривой прибли- 
жаются къ полудню., и кривая падеи1я потешцала обнаружива- 
етъ стремлейе къ одному только максимуму между 11 и 12 ча- 
сами дня. 



*) р. Ехпег. 8112апе8Ъ. Лкай. ДУ1еп 98 (1889), 99 (1890). 
**) ВеппЛогГ. ЗИгип^Ь. АкаЛ. \У1сп 108 (1899). 
***) Апдгб, Ке1аиоп Зе рЬепошёпе гае^еогоIо^^ие, Ьуоп 1892. 
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У поверхности земли амплитуда дневныхъ колебали баро- 
иотрическаго давлешя превышаетъ амплитуду ночныхъ колебавШ; 
точно также и колебаше напряженности электрическаго поля 
дномъ больше, нежели ночью. 

§ 10. Между географическимъ положен1емъ мЪста наблю- 
ден1я и характеромъ суточнаго пергода никакой связи не обна- 
ружено. Такъ напр. въ Батавш н на Цейлон:^ суточный кри- 
выя совершенно расходятся, а для Батавхи и Дюксора он'Ь 
почти тождественны. 

Въ посл'Ьднее время установлено, что и для одного и того 
же мФста наблюденхя суточные пер1оды въ различный времена 
года не одинаковы. По наблюден1ямъ Эльстера и Гевтеля въ 
Больфенбютел'Ь въ л'Ьтле месяцы зам'Ьчается двойной суточный 
пер1одъ, а въ зимше прообладаетъ простой. 

Андре нашелъ, что въ ЛонЪ характеръ суточнаго пер1ода 
зависитъ отъ направлешя преобладающаго в'Ьтра. 

§ 11. Въ одномъ и томъ же м'Ьст^ земной поверхности 
суточный пер10дъ совершенно изм'Ьняетъ свой характеръ съ вы- 
сотою надъ уровнемъ моря. Въ этомъ отношен1и въ особенности 
зан'Ьчательны наблюден1я Шово*) въ Париж'Ь на башн^ Эйффеля. 
ЗдЪсь на высот'Ь 300 м. даже л'Ьтомъ наблюдается простой 
суточный перЬдъ напряжешя электрическаго поля, между т'Ьмъ 
у поверхности почвы им'Ьетъ м'Ьсто двойной пер1одъ. 

Въ ЛюксорЪ, по наблюден1ямъ Маха**), на высоте 150 
метровъ^ еще преобладаетъ двойной суточный перходъ, но уже 
съ весьма уменьшенною амплитудою. Въ то время, какъ въ 
Люксор* въ течеше сутокъ значеше изменяется отъ 50 до 300 
вольтъ, на высогЬ 150 м. оно колеблется всего между 110 и 
160 в.;при этомъ утренн1й максимумъ сдвинутъ къ полудню. 

Такимъ образомъ зд'Ьсь суточное изм'Ьнен1е напряженгя 



'^) СЬаитеаи. ^оа^п. де рЬу81дпе. Кот. 1899. 
**) ИасЬе. ЗКгапртЪ. АкаЛ. Т^1вп. 109 (1900). 
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электрическаго ноля обусловливается вл1ян1е1Ъ слоя атмосфорн, 
лежащаго ниже 150 метровъ. 

Зависимость напряженгя электрическаго поля оть упру- 
гости водяныхд пароеъ и температуры воздуха. 

§ 12. По теорги Экснера земная атмосфера разсматривает- 
ся^ какъ изоляторъ; явлен1я атносфернаго электричества объ- 
ясняются индукц1ею отрицательнаго заряда земного шара; д^й- 
ств1е же этой индукщи парализуется въ болыпеВ или меньшеВ 
степени механическимъ переносомъ въ атмосферу отрицательна- 
то электричества поднимающимися съ поверхности земли водя- 
ными парами и пылью. 

На основаши этихъ соображенхВ Экснеръ выводить сле- 
дующую зависимость между напряжешемъ электрическаго поля 
и упругостью водяныхъ паровъ въ атмосфер'^: 

Ду _ А 
с1п ~ 1+к^' 

гд* А паден1е пртенщала въ совершенно сухомъ воздух!, к 
количество паровъ, въ граммахъ, содержащихся въ кубическомъ 
метр* воздуха, ^ — постоянное. 

§ 13. Въ 1888 году Аррешусомъ*) высказана была мысль, 
что подъ вл1ян1еиъ ультра - фшлетовыхъ лучеВ атмосферный 
воздухъ становится проводникомъ отрицательнаго заряда земного 

шара. 

Въ настоящее время установлено, что наибол'Ье преломля- 
емые лучи спектра способствуютъ разсЬяшю отрицательнаго 
электричества на изолированномъ металлическомъ проводник'Ь. 

Изс.1'Ьдован1емъ актино-электрическихъ лучеВ наука обя- 
зана Эльстеру и ГеВтелю**), по мн-Ьтю которыхъ изм4нея1я 
напряженности электрическаго поля въ атмосфер'Ь обусловли- 



*) Аггеп1а8. Ме1. ге1(;всЬг, 1888. 

*) Е181ег ипа Де11е) ЗИгип^вЪ. Акад. АУхеп. 50 (1892). 
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ваются д'Ьйств1бмъ удьтра-ф1одетовыхъ Д}чей на отрицательно 
заряженную поверхность венной коры. 

Эльстеръ и ГеЯтель, на основан1и лроизведенныхъ ими 
наблюдешВ въ Вольфенбютел'Ь^ нашли, что форнула Экснера 
удовлетворительно выражаетъ паден1в лотенц1ала только въ тонъ 
случа'Ьу когда содержанхе паровъ въ кубич. нетр'Ь воздуха ни- 
же 8 грашовъ. 

При этомъ найдено было^ что въ н'Ькоторнхъ группихъ 
наблюдешйу соотв'Ьтствуюищъ однинъ и т'Ькъ же улругостямъ 
водяного пара, отд'кльныя значен1я падешя лотенц1ала чрезвы- 
чайно различны^ такъ что откюнешя отъ средннхъ доходятъ 

до 3007о. 

Такое различ1е въ паденхи лотенщала Эльстеръ и Гей- 
тедь объясняютъ различнымъ налряжешемъ удьтра-фходетовыхъ 
лучей, лри одинаковой упругости водяного пара. 

Усматривая зависимость между напряженхемъ ультра-ф10ле- 
товыхъ лучей и упругостью водяного пара въ атиосфер'Ь, Эль- 
стеръ и Гейтель даютъ эмпирическую формулу, аналогичную 
форму л'Ь Экснера, съ тою лить разницею, что въ ней количе- 
ство водяныхъ паровъ ^ заменяется налряжешемъ ультра-ф1оле- 
товыхъ лучей ^. 

§ 14. Если и существуетъ связь электрическаго поля съ 
упругостью водяныхъ паровъ въ атмосфер'Ь или съ напряженхемъ 
ультра-фшетовыхъ лучей, то она несомн'Ьнно существуетъ и съ 
барометрическимъ давленгемъ, а также и со многими другими 
метеорологическими элементами. 

Какое же изъ метеорологическихъ явленШ сл'Ьдуетъ раз- 
сматривать^ какъ основную причину, стоящую въ непосредствен- 
ной связи съ изм'Ьнен1ями напряжен1я электрическаго поля1 

Не проще- ли искать причинной связи между паден1емъ ло- 
тенщала и температурою, отъ которой зависитъ и содержанхе 
водяныхъ паровъ въ атмосфер'Ь. 
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§ 15. Зависимость иехду падонхемъ потенщала и тейпе- 
ратурою указана была впервые Брауномъ*). 

Раслоложивъ всЬ свои наблюденхя, взятыя между одними 
и т^Ьми же пределами упругости водяного пара, по томператур'Ь, 
Браунъ зам'Ьтилъ пониженге паденхя потенщала съ возраста- 
н1емъ температуры. 

Налротивъ, наблюдешя, сделанный приблизительно при 
одинаковыхъ температурахъ, не обнаруживаютъ пикакой зависи- 
мости отъ упругости водяного пара. 

При этомъ конечно принимались во вниман1е не отдель- 
ный наблюден1я, но средн1Я изъ 5 и 6 наблюденШ. 

На основанхи полученныхъ такимъ образомъ результатовъ 
Браунъ лолагаетъ, что въроятно паден1е потенщала зависитъ 
прежде всего отъ температуры, а отъ упругости водяныхъ па- 
ровъ только въ томъ случа*^ когда последняя вообще съ нз- 
м'Ьнешемъ температуры повышается или падаетъ. 

§ 16. Трабортъ**) показалъ, что такая же зависимость 
между падетемъ потенщала и температурою получается и изъ 
наблюдешй Кирхера, произведенныхъ въ Мейнинген'Ь. 

Грудин. Чисю набд. Темаерат. Пад. пот. Упрут, пар. 

II. 3 — 7.<>8 277 2.2 шт. 

3 —6.^5 

III. 4 — З.М 

4 -2.^2 
3 —1.^0 

IV. 3 1 .«3 

3 4.^6 

4 6.«7 

V. 4 5.^0 

4 9.Ч 

3 11.^6 

VI. 3 6.^3 

3 9.^9 

*) Вгаап. ЯаЬгеаЪег. <1. Ма(Ь. Оев. га ВатЪе№ 1896- 
***} ТгаЪеП Ме1;еог. йсИвсНг. 106 (1897). 



1&и 


АЛ » 


154 


3.3 . 


137 


3.4 > 


114 


3.5 » 


126 


4.5 > 


90 


4.3 » 


69 


4.6 > 


104 


5.4 » 


66 


5.4 » 


73 


5.6 » 


94 


6.2 » 


89 


6.7 » 
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Группы. 


Чпио набд. 


Тенперат. 


Пад. пот. 


Упруг, пар. 


VIII. 


4 
3 


13.''0 


72 
66 


8.5 тш. 

8.6 » 


IX. 


4 

3 
3 


13. »4 
15.«9 
\1Л 


87 
78 
45 


9.3 » 
9 4 » 
9.6 » 


X. 


3 
3 
3 


15.»9 
17.П 

18.»5 


91 
60 
64 


10.6 » 
10.3 » 
10.6 > 


XI. 


3 
3 


16.»2 
21. »7 


91 
56 


11.5 » 
11.3 » 


XII. 


4 

4 


20.»0 
24."1 


65 
61 


12.9 . 
13.4 » 



Что кассоется группъ I и VII, то въ нихъ даже отд'Ьльныя 
наблюдсн1Я иоказываютъ понижен1с иадснгя потснщала съ воз- 
растанхемъ температуры. 

I ГРУППА. VII ГРУППА. 

Тенперат. Ладен, пот Упрут, пар. Темлерат. Ладен, пот. Упруг, пар. 

—13.6* 409 1.4 шт 9.6* 70 7.0 шш 

-10.6* 309 1.9 » 11.9* 64 7.0 » 

— 9.8* 161 1.9 » 12.7* 62 7.4 » 

13.1* 47 7.3 . 

Приведенная таблица показываетъ, что въ каждой группок 
сЪ возрастанхемъ температуры, даже въ олучаяхъ нЪкотораго 
понижен1я упругости пара^ паден1е потенц1ала убываетъ. 

Исключешя представляютъ только группы V и X, но 
здЪсь средн1я получены всего иаъ трехъ наблюден1й. 

17. Зам^кчательно, что не только въ среднихъ, но и въ 
каждыхъ двухъ другъ за другомъ сл*дующихъ отд*льныхъ на- 
блюден1яхъ большею частью зам'Ьчается уменьшеше ладен1я до' 
тенщала съ возрастащецъ температуры. 
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ГРУППЫ: I П Ш IV V VI VII VIII IX X XI ХП 

Число ( понкзБ. пад. пот. .2577733 45534 
случаевъ ( довыш. лад. пот. .0132320 24323 

Такимъ образохъ въ 55 сдучаяхъ каждые два другъ за 
другомъ сл'Ьдующ1я аначен1я локазываютъ пониженге паден1я 
и только въ 25 случаяхъ ловышешв падешя потевщача съ 
возрастающею температурою. 

Интересно еще прослЬдить, насколько годовой ходъ паде- 
Н1я потенщала находится въ соотв'Ьтств1и съ годовынъ ходомъ 
температуръ. 

Съ этою ц'Ьлью отд'Ьльныя значен1я ладен1я пот^н1^1ала 
были расположены по возрастающимъ температурамъ и для ка- 
ждыхъ десяти вычислены среднхя. Тогда при помощи построен- 
ной кривой найдены были «норнальныя» значен1я паден1я по- 
тенщала для каждой температуры. Сравнивая затЪмъ отд'Ьль- 
ныя наблюден1я съ нормальными значбн1яии^ Трабертъ наншлъ 
средшя м'Ьсячныя отклоненгя отъ нормальныхъ значенхй въ те- 
чен1в года. 

Получается такимъ образомъ следующая таблица годового 
хода отклоненШ паденхя потенщала отъ нормальнаго: 

Янв. Февр. Март. Апр. Май 1юнь 1ю1ь Авг. Сент» Овт. Ноябр. Дек. 

30-34-3-7-13-6 6 5 20 24 -6-20 

Такимъ образомъ въ Мейнинген'Ь, кромЪ вл1ян1я темпера- 
туры, зам'Ьчается еще и другое, в'Ьроятно м'Ьстнаго характера; 
благодаря этому посл'Ьднему, падвН1е потенщала весною пони- 
жается, а осенью повышается противъ нормальнаго хода. 

§ 18. Гоккель*), производившШ наблюден1я въ Ладенсбур- 
гФ, съ своей стороны приводитъ средняя изъ группъ наблюден!!, 
произведенныхъ приблизительно при одной и той же упругости 
водяного пара. 



^^) Ооеке!, Ие1;еого1. ^еКвсНг. 288 (1897). 
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Удовлетворительнаго сотлаЫя между наблюденными и вы- 
чяслеяныни по формул'Ь Экснера значвнхямн паден1я цотбнщала 
не наблюдается. 

Чтобы показать^ насколько при этомъ отд'Ьльнщя 30ачбн1я 
ладешя потенщала отличаются отъ среднихъ^ Гоккедь для каждой 
группы наблюден1В находить среднк отклонен1я отд'Ьльныхъ на* 
блюденШ, независимо отъ знака. 

Изъ таблицы Гоккеля зам'Ьчается уменыиен1е среднихъ 
отБЛонен1й съ возрастан1емъ упругости водяного пара. Такъ при 
упругости пара въ 2.6 тт. среднее отклоненхе составляло 33.57о' 
а при 10.4 тт. всего только 11.77о- 

Къ такимъ же выводамъ приходнтъ и Экснеръ, а также 
Эльстеръ и Гейтель. 

§ 19. При наиболее благопр1ятвыхъ услов1яхъ произведено 
было Гоккеленъ около 70 наблюден1й съ 14 по 26 апр'Ьля 1893 
года, когда погода удерживала одинъ и тотъ же характеръ. Въ 
этотъдень упругость паровъ колебалась отъ 3.0 до 8.7 тт.^ при 
чемъ суточный колебашя рЪдко превышали 1.5 тт. Не смотря 
на эти благопр1ятпыя услов1я, зависимости даден1я потенщала 
отъ упругости паровъ не наблюдается. 

Нижеследующая таблица даетъ среднхя суточный значешя 
для этихъ дней упругости водяного пара и падевгя потенщала. 

Упругость пара въ шт. Паден. потенц-въ вольт. 

3.8 70 
4.6 56 

4.9 83 
5.3 41 

5.5 70 
65 61 
6.9 46 

7.6 73 
7.9 73 
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Въ март* того же года въ течете пяти другъ за дру- 
гомъ сл'Ьдующнхъ ясныхъ дней падете потенц1ала оставалось 
почти постояннымъ, между т'Ьмъ упругость ларовъ колебалась 
отъ 3 до 9 тт. 

§ 20. Подобно Брауну и Траберту, Гоккель также находить 
болЪе тесную связь паденхя потенщала съ температурою, нежели 
съ упругостью водяныхъ паровъ. 

Въ сл'Ьдующей таблиц'Ь средн1я значен1я паден1я потснщаг 
ла расположены по температурамъ; каждая же группа под- 
разд'Ьляется на дв'Ь части, по упругости водяного пара. 

Группы по гра- Средняя упругость Лу ^ „ . „ Чисю 

дусамъ. темпер, вътт. -^Г ^редн. иаио. иаим ^^^^^^ 

ло со ^ 2.4 3.5 132 

" ^ В 4.3 4.6 114 

г:о 1поА 8.3 4.0 78 
^"^^" В 7.2 5.6 96 

1П0 1Р;о -А 12.2 5.3 68 

1и— 1^) 3 ^3.1 7.7 87 

1^0 9П0 А 16.6 3.2 66 

10— ли 2 18.1 9.1 63 
^и— ^5) 3 22.1 13.1 68 

Средн1я значешя паден1я потенщала съ повышен1е91Ъ тем- 
пературы убываютъ^ зависимости же падон1я потенщала отъ 
упругости водяныхъ паровъ не наблюдается. 

Влгянге относительной влажности. 

§ 21. Если падете потенщала съ возрасташемъ темпера- 
туры понижается, то очевидно, должна быть связь между на- 
пряжбн1емъ электрическаго поля и относительною влажностью. 

Наблюденхя Брауна и Гоккеля съ самомъ д4л* обнарухи- 
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ваютъ, что съ уведиченхемъ относительной влажности ладенхе 
потенщада увеличивается. Явленхе это выстут^аетъ особенно 
Р'ЬзБО въ знише туманные дни, такъ какъ туианъ вообще усн- 
ливаетъ напряжен1с электрическаго поля. 

Гоккель, сопоставляя психроиетрнческую разность, которая 
можетъ служить мЪрою для скорости исларенхя воды на влаж- 
ноиъ териометр'Ь, съ наблюдаеиымъ одновременно паден1емъ по- 
тенц1ала^ не нашелъ между этими двумя явлен1ями никакой за- 
висимости. Такимъ образомъ въ процесс1^ испарен1я воды нель- 
зя вид'Ьть источника атмосфернаго электричества. 

Влгяпк облачности и тумана. 

§ 22. Облачность, по наблюденхямъ Экснера и Гоккеля, 
обыкновенно умоньшаетъ напряжен1е электрическаго поля, и 
быстрое понижен1е ладен1я потенщала при нормальной погод'Ь 
можетъ служить лредв'Ьстиикомъ перем'Ьны погоды. Т'Ьмъ не 
менЪе электроскопомъ нельзя пользоваться для предсказан1й 
погоды, такъ какъ надвигающееся облако или наступающгй 
дохдь не всегда вызываютъ падепе потенщала. При неб'Ь, почти 
совершенно покрнтомъ облаками, Гоккель нередко наблюдалъ 
паден1е потенщала, не ниже средняго для даннаго часа. 

При появленш перистыхъ облаковъ, по наблюден1ямъ Бра- 
уна^ паденхе потенщала повышается^ какъ это и требуетъ теорхя 
^онке. 

Туманъ, какъ изв'Ьстно, повышаетъ падеше потенщала* 
Иаябол'Ье высокгя значен1я паден1я потенщала до 1400 вольтъ 
на 1 метръ Гоккель наблюдалъ въ тйхъ случаяхъ^ когда паръ 
въ вид'Ь нЬжной пелены покрывалъ землю или стлался у го- 
ризонта. 

Измлнеиге паденгя потенщала съ высотою. 

§ 23. Положительное паденхе потенщала, наблюдаемое при 
нормальныхъ услов1яхъ у земной поверхности, указываетъ на 
отрицательный зарядъ земного шара. 
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Но наблюден1Я у земной поверхности не иогутъ дать намъ 
ннкакихъ указан1й относнтельно электрическаго состояни 
атмосфернаго воздуха. 

Для разр'Ьшвн1я вопроса, находятся-ли въ атмосфере элек- 
тричесБге заряда и какого они знака, необходкиы изсл4дован1я 
электрическаго поля въ верхнихъ слояхъ воздушной оболочки 
земного шара. 

Если въ какой-либо точк'Ь атиосфорн есть д'Ьйствующгя 
электрическ1я массы, то сумма вторыхъ производныхъ потен- 
Ц1ала въ данной точк'Ь должна удовлетворять уравнешю Пуас- 
сона, т. е. 



а^х ' А^у ^ АЬ. *'^- 

Допустимъ нормальный услов1я въ атмосфер'Ь, при кото- 
рнхъ эввипотенщальныя поверхности суть сферы^ концентрнче- 
СК1Я съ земвымъ шаромъ. 

Если направить ось 2 по нормали къ поверхности уров- 

йЧ (14 
ня въ данной ТОЧК'Ь, то ~гт~ Л~2*^0^ и мы получимъ упро- 

ценный видъ уравнен1я Пуассона -т-2 = — 47:{х. 

(IV 

Означая абсолютную величину паден1я потенщала -т— 

(1А 
черезъ А, получимъ: -^ — = — 4|а1с. 

Такимъ образомъ, если паденте потенщала съ высотою 
возрастаетъ, то значитъ, въ изсл'Ьдуемыхъ точкахъ атмосферы 
находятся заряды отрицательнаго электричества. Если паден1е 
потенцхала, наоборотъ, съ высотою убываетъ, то въ проходимых!» 
слояхъ атмосферы заряды положительнаго электричеств^и Нако- 
нецъ, если-бы оказалось, что паденхе потенщала при поднят1и 
въ атмосферу остается безъ изм-Ьнетя, тогда 1л=0, т. е. въ 
разсматриваемыхъ точкахъ н'Ьтъ массъ свободнаго электричества. 
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Отсюда понятно, какое решающее значеше должны ии'Ьть 
наблюдбН1я въ верхнихъ слояхъ земной атмосферы. 

§ 24. Наблюден1я съ указанною ц'Ьлью 1[роизведены были 
Лехеромъ, по указашямъ Экснера*), вечоромъ 6-го 1юня 
1885 года. 

Лехеръ поднялся надъ ВЪною на аэростате, увлекавшемъ 
за собою два водяные коллектора^ находящ1еся другъ отъ друга 
въ разстоян111 2 метровъ. Отъ этихъ коллекторовъ шли тонк1я 
изолированный проволоки къ градуированному электроскопу, на- 
ходящемуся на гондол'Ь аэростата. Во время этого подняпя въ 
течеше 10 минутъ изм'Ьрены были падешя потенщала на высо- 
тЬ: 440 550 и 660 метровъь Бъ среднемъ на высот'Ь 550 
метровъ найдено было паден1е потенщала 193 в/м; въ тоже 
время у земной поверхности наблюдалось всего 92, 2 в/и. 

Наблюден1я Лехера согласуются съ гипотезою Экснера 
объ отрицательныхъ зарядахъ, пореносимыхъ въ атмосферу съ 
поверхности земли водяными парами и пылью. 

Но наблюден1я эти не могли им'Ьть р'Ьшающаго значенхя, 
такъ какъ время наблюден]я и достигнутый высоты были не- 
значительны. 

§ 25. 15-го сентября 1892 года въ В'Ьн'Ь поднимался 

на аэростат'Ь Тума**). Наблюден1я производились также по методу 

Экснера. 

Съ 10 часовъ утра до 3 ч. пополудни получены были 

сл'Ьдуюпце результаты: 

метры 410 500 750 820 1000 1120 1300 1900 
лад. пот. 40 40 47 52 53 55 60 70 

Такимъ обраэомъ и по наблюден1ямъ Тума ладен1е потен- 
щала растетъ съ высотою, согласно гилотез'Ь Экснера. 

§ 26 Въ томъ же 1892 году директоръ Л1онской обсер- 



*) Ехпег. ЗКгап^вЬег. ДУ1оп. 2вв (1886). 
**) I. Тиюа. ВНиш^аЪ. >У1еп 1566 (1892). 
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ваторш Андре*)^ находя приведенный набдюденхя недостаточны- 
ми, р^шидъ предпринять новыя изсл'Ьдован1я верхнихъ сдоевъ 
атмосферы. 

27 сентября въ 12 ч. 30 м. пополудни Андре поднялся 
вм'ЬсгЬ съ ассистентонъ своимъ Ъе Са(1е1). 
На высогЬ 2000 м, аэростатъ, застигнутый ураганомъ, потер- 
пЪлъ Брушен1е, и Андре пояучилъ тяжк1о ушибы. 

Въ слЪдующемъ 1893 году, такъ какъ полученныя во 
время катастрофы раны не позволяли еще Андре предпринять 
новое путешествхе, поднятхе совершено было по инструкц1и Андре 
однимъ Ье Сайе*. 

Во время этого подняйя Ье СаДе! получилъ сл4дующ1е 

результаты. 

1893 г 1 августа. 

Метры 615 740 790 870 1005 1100 1150 1300 

Пад. пот. 75 45 35 26 29 27 38 33 

1893 г. 9 августа. 

Метры 824 830 1060 1255 1290 1745 1940 2080 

Пад. пот. 37 43 43 41 42 34 25 21 

Метры 2120 2310 2520 
Пад. пот. 19 18 16 

Такимъ образомъ наблюдешя Ьс Са(1е1; приводить къ обрат- 
ному выводу; напряжете электрическаго поля съ высотою убы- 
ваетъ. 

§ 27. 18 августа и 29 сентября' тогоже 1893 г., для 
изсл'Ьдовашя электрическаго поля атмосферы, воздушные полеты 
предприняты были въ Берлине профессорохъ Бернштейномъ*''). 

Наблюдеюя 18 августа съ 9 часовъ 29 м. утра до 7 ч 
15 м. вечера дали для падетя потенщала отъ +88в/м до 
— 52 в/м. Хотя во время этого полета отмечены были значитель- 
ный колобан1я въ напряжен1и поля и даже Н'Ьсколысо разъ обна- 



*)0. Ье Ся(1е(. Е1а(1е ёи сЬатр 6^сс^п^ие де 1'а1тозрЬёге. РаНз 1898 р. 90. 
♦*) Вогп81е1п. Л'егЬапсИипдеп Лег рЬуаНк. ОезеПэсЬ. га ВегИп 45(1894). 
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ружена была перемена знака, но все таки въ общемъ наблюда- 
лось несомн'Ьнное уменьиюнхе паденхя потонцхала, я на высогЬ 
3790 м. напряженш поля было столь незначительно, что не пред- 
ставлялось возможныиъ производить изм'Ьрешй помощью электро- 
скопа, пока аэростатъ не опустился до высоты 3000 метровъ. 

Во время П0ДНЯТ1Я 29 сентября небо было несколько об- 
лачно, т'Ьмъ не мен'Ье напряхен1с поля съ высотою уменьшалось 
постепенно, безъ перем'Ъны знака, и на высот'Ь 3300 метровъ 
изм'Ьрепя были уже невозможны. 

^На основан1и этихъ наблюден1й, профессоръ Бернштейнъ 
тфиходйтъ къ заключен1ю, что въ верхнихъ слолхъ земной атмо- 
с^нфы должны быть массы положительнаго электричества. 

§ 28. 17 февраля 1894 года подняпе на аэростат* со- 
вершено было Башеномъ *) до высоты 4000 метровъ. Наблю- 
ДСН1Я, какъ и предыдущ1я, производились при помощи водяныхъ 
коллекторовъ, и въ результат* вновь получилось уменьшенте 
иапряжентя электрическаго поля съ высотою, а именно: 

метры ... 750 2400 2800 
падешя пот. 49 29 13 

На высот* 3000 метровъ изм'Ьрен1я уже были невозможны, 
между т-Ьмъ у земной поверхности, въ Потсдам*, наблюдалось 
падете потенцхала отъ 98 до 181 в/м. 

§ 29. Такимъ образомъ, по наблюденхямъ самого Экснера, 
до высоты 50 метровъ эквнпотенщальныя поверхности сл*дуютъ 
за вс*ми неровностями на зомномъ шар*. 

Дал*е, по наблюдсзнхямъ Лохера, эввипотенцхальныя поверх- 
ности наибол*е скучены на высот* 550 метровъ надъ земною 
поверхностью, а по наблюдопхямъ Тума., наибольшее напряжен1е 



•) о. ВаэеЫп. 7е1^8сЬг. Гиг ЬиПзсЫйГаЬИ ип(1 РЬувхк Лег А*то8рЬ 
98 (1894). 
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ПОЛЯ въ атмосферномъ ело* отъ 410 до 1900 метровъ надъ 
земною поверхностью. 

По посл'кднимъ же пяти наблюдешямъ, наибольшее ладе 
Н1е потенцгала именно у земной поверхности^ начиная съ высоты 
600 — 800 метровъ, разстоятя между эквипотенц1алъннми по- 
верхностями неопределенно возрастаютъ^ и на высот* 3000 мет- 
ровъ изм'Ьрсн1я напряжешя электрическаго поля помощью нашдхъ 
приборовъ уже невозможны. 

§ 30 Если отнестись съ одинаковынъ дов*р1емъ ко всЬмъ этях'ь 
наблюдешямъ ., то можно сл'Ьдующимъ образомъ охарактеризо- 
вать электрическое состоян1е воздулсной оболочки земного шара. 

Въ нашйхъ широтахъ въ верхнихъ слояхъ атмосферы долж- 
ны находиться массы положительнаго электричества. На высоте 
около 200 О метровъ надъ земною поверхностью массы положи- 
тельнаго электричества въ большей или меньшей степени см'Ь- 
шиваются съ массами отрицательнаго электричества. Ниже этого 
уровня въ атмосфер* преобладаютъ массы отрицательнаго элек- 
тричества, а на высот* 4000 метровъ д*йств1е положитель- 
ныхъ массъ верхпихъ слоевъ и отрицательнаго заряда земноВ 
поверхности^ а также непосредственно окружающихъ ее слоевъ 
атмосферы, уравнов*шиваются. 

§ 31. При наблюден1яхъ Лехера и Тума водяные резер- 
вуары спущены были на 10 — 12 метровъ ниже гондолы аэростата, 
а во время полетовъ Ле-Кадэ резервуары находились на гон- 
дол*, откуда спускались гутаперчевыя трубки, длиною въ 20— 
25 метр., оканчивающ1яся наконечниками для истеченгя воды. 

Неодинаковое расположенхе резервуаровъ относительно бал- 
лона аэростата, который въ свою очередь игралъ роль конд)'К- 
тора, заряженнаго электричествомъ окружающаго воздуха, могло 
неодинаково вл1ять на показанхя электрометра. Чтобы разорять 
эти сомн*н1я, Ле-Кадэ занялся усовершенствоваюемъ метода 
наблюден1й. Усовершенствовангя эти состояли, во-первыхъ, въ 
наилучшей изоляции электроскопа, а во-вторыхъ, водяные кол- 
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лекторы, для уненьшеиЁя электроемкости, заменены были тл'Ью- 
щнми фитилями. 

При помощи системы блоковъ эти тл'Ьюице стержни на ме- 
таллическихъ проволокахъ могли быстро опускаться на 30 — 40 
метровъ ниже гондолы. 

При такомъ значительномъ удалеши коллекторовъ огь аэро- 
стата, вл1ян1е посл'Ьдняго во всякомъ случа'Ь было ничтожно. 

§ 32. Усовершенствовавъ методъ наблюден1й, Ле-Кадэ 
24-го марта 1897 года вновь поднялся надъ Люномъ въ 10 
часовъ 47 минуть утра. 

Результаты получились сл'Ьдующхе: 

метры 1680 1700 1780 1810 1850 1880 1900 2200 2300 
пад.пот. 28 32 30 31 32 29 30 30 29 

Такимъ образомъ напряжен1е электрическаго поля во всей из- 
сл'Ьдованной 24 марта толщЪ атмосферы оставалось почти постояв- 
нымъ^ съ среднимъ падешемъ потенц1ала 30 в/м навнсот'Ь 1850 м 

Такъ какъ въ тоже время въ Лхонской обсерваторхи, на 
высотЬ 300 метровъ, паден1е потенщала было въ среднемъ 99 в/м 
то отсюда Ле-Кадэ заключаетъ, что въ свободной атмосфер'Ь на 
внсотЬ 1500 метровъ въ этотъ день напряжете поля было ни- 
же, нежели у земной поверхности. 

§ 33. Зам'Ьчательно, что въ этотъ день наблюдалось умень- 
шенге падешя потенщала съ высотою даже непосредственно у 
земной поверхности. Въ то время, какъ 

въ обсерватор1и на высот'Ь 300 м. наблюдалось-)-136 в/м., 
на газовомъ заводе > 178> > -[-225». 

Такимъ образомъ 24 марта 1897 г. въ окрестностяхъ 
Яша паден1е потенц1ала отъ земной поверхности уменьшалось 
сперва довольно быстро^ зат^мъ медленн'Ье, и въ сло'Ь 1700 — 
2300 м. напряжете поля всюду приблизительно было одинаково. 



1 
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На основашЕг формулы Пуассона, необходимо придти къ заклю- 
чен1ю^ что въ означенный день у самой земной поверхности находи- 
лись массы свободнаго положительнаго электричества^ который 
уже навысот^Ь 1500 метр, нейтрализовали вд1ян1в отрицательнаго 
заряда земли. 

§ 34. Такъ какъ городъ Лгонъ лежитъ довольно близЕо 
къ Альламъ, которыя безъ сомн'Ьн1я влхяютъ на ходъ поверх- 
ностей уровня, то Ле-Кадэ предпринялъ 11-го сентября 1897 
года воздуншое поднят1е изъ Парижа. 

Въ 9 часовъ 30 минуть утра шаръ Ле-Кадэ достигь 
наибольшей высоты 4150 мстровъ. 

Изъ 26 наблюдвн1Й, произведелныхъ при весьма благопр!- 
ятныхъ услов1яхъ погоды, на высот* 4 киллометровъ, въ сред- 
немъ, получено ' было для паденхя потенц1ала+13,4 в/м, тогда 
какъ у земной поверхности найдено было +150 в/м. 

Такимъ образомъ изслЬдованхя верхнихъ слоевъ атмосферы 
даютъ основаше предполагать, что .уменьшен]е падоя]я лотсп- 
Д1ала съ высотою есть явленхе общее и что на высот1( многихъ 
тысячъ метровъ паден1е потенщала понижается до нуля, такъ 
что весь отрицательный зарядъ земного нгара совершенно пара- 
лизуется положитольнымъ зарядомъ окружающей атмосферы. 

Связь между пеленгами земного магнетизма и атмо- 

сфернаго электричества. 

§ 35. Въ заключенхе необходимо еще разсмотр4ть новМ- 
Ш1Я изсл'Ьдованхя магнитнаго потенщала^ укалывающгя на связь 
между явлен1ями земного магнетизма и атмосфсрнаго электричества. 

Гауссъ, аналитически выражая силы земного магнетиз- 
ма, при своихъ изсл*дован1яхъ, какъ извЬстно, исходилъ изъ 
предположен1Я, что во-иервыхъ., эти силы им'Ьютъ потенщалъ и, 
во-вторыхъ^ обусловливаются причинами, находящимися внутри 
земли; если же и возможны силы, им'Ьющхя м*сто вн4 земной 
поверхности^ то он*, въ сравнен1и съ внутренними, по предпо- 
ложен1ю Гаусса ничтожны. 
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§ 36. Въ настоящее время А. Шмидть *) далъ самое общее 
аналитическое иыражен1е для силъ земного магнетизма, незави- 
симо отъ какой-лпбо физической гипотезы. 

Исходя изъ лоложен1Я; что явлен]я земного магнетизма мо- 
гутъ обусловливаться: 1) внутренними силами^ им'Ьющими по- 
тенщалъ, 2) вн'Ьпшими относительно земли силами, им'Ьющими 
также потенщалъ и, наконецъ, 3) силами^ лотенц1ала неим'Ью- 
щими, Шмидтъ теоретическимъ лутемъ нашелъ выражен1я для 
силъ всЬхъ трехъ категорШ^ при чехъ потенцгалъ вн'Ьпшнхъ 
силъ, по его вычислен1ямъ, составляетъ около 7*0 потешцала 
силъ внутреннихъ. 

Дал'Ье, принимая, что силы, неим^Ьющгя потенцхала, обуслов- 
ливаются электрическими токами^ достигающими земной поверх- 
ности ло вертикальному направлен1ю, Шмидтъ даегь для ихъ 

иапря»ен1я сга^ 1.7 10" амперъ, такъ что поверхности 
одного квадратнаго киллометра долженъ соотв'Ьтствовать токъ 
въ 7^ амперы. 

§ 37. Такимъ образомъ, согласно выводамъ Шмидта, явле- 
Н1Я земного магнетизма могутъ обусловливаться: 

1) Причинами, имеющими м'Ьсто внутри земли, или систе- 
мою земныхъ токовъ, въ направлен1и отъ востока къ западу. 

2) Причинами, им'Ъющими и^сто вн'Ь земли, или системою 
токовъ въ атмосфер*, также въ направлен1и отъ востока къ 
западу. 

3) Электрическими токами, встречающими земную поверх- 
ность по направлен1Ю отв'Ьса. 

§ 38. Существуютъ ли въ действительности эти посл'Ьднхе 
электричесие токи? 

Допустимъ, что явлен1я земного магнетизма обусловлива- 
ются исключительно силами, им-Ьющими потенцхалъ. Пусть Ч^ 



•) А. 8сЬтШ. АЪЬахкИип^еп йег К, Ъауг. Акай, йсг \У1ззепзсЬ. 1895 
^. ТгаЪвгк. Ме4еог. 2еивсЬг/401 (1898). 
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налряжен1е силы зенного магнетизма, 6 уголь, образуемый няг 
правлеп1емъ этой силы съ злементомъ дуги (18 въ данной точк^ 
земной поверхности- тогда у*'|>со81в(18='У' — У^ гд* V' и V* 
значетя магнитнаго лотенщала въ конечныхъ точкахъ н'Ькоторой 
кривой, на которую распространенъ этотъ интегралъ. 

Если же этотъ интегралъ распространить на замкнутую 
кривую ЛИП1Ю5 то въ результат*, очевидно, получимъ нуль. 

Такимъ образомъ, если для какой-либо замкнутой кривой на 
земной поверхности элементъ дуги умножить на магнитную силу 
земли по направлен! ю даннаго элемента и интегрироваше рас- 
пространить на всю замкнутую кривую, то, въ случа* отсутств1я 
вертикальнаго тока, этотъ интегралъ долженъ дать нуль, каЕЪ 
и было найдено практически Гауссомъ. 

§ 39. Наблюдетя СагШегга — ОуИепзкШй'а въ Швевди*), 
Рюккера въ Англш **) и Лизнара въ Австрш ***) также не 
указываютъ па существованхе вертикальнаго тока. 

Между т'Ьмъ Байеръ ****), воспользовавшись данинми вс^хъ 
магнитныхъ станщй отъ 60^ с. ш. до 60® ю. ш., внчислилъ 
значешя интеграла для отд^льныхъ широтъ и нашелъ вполн'Ь 
симметричную относительно экватора систему вертикальныхъ ю- 
ковъ: между экваторомъ и 5® широты восходяпцй отъ земноВ 
поверхности токъ^^ между 5® и 40® ш. нисходящШ электряче- 
СК1Й токъ и между 40® и 60® ш. вновь восходящ1Й токъ въ 
каждомъ полушарш. 

Средшя напряжен1я этихъ токовъ : 0,036,-0,074 и 0,164 
амперъ на квадр. киллометръ, при чемъ положительный токъ 
считается снизу вверхъ отъ земной поверхности. 

§ 40. Въ нов4йшее время Лизнаръ ♦••••) совершенно дру- 
гимъ путемъ пришелъ къ подобнымъ же выводамъ. 



') к. Зтепвка Уе^епакарв Ака^. НапдИп^ег. В<1. 27. Кг 7 (1896). 

••) РЫ1о8. Мадяг. V. 8ег. Ы. 41, 1896 8. 99. 

•••) Ыгпаг, 8|^гпп5Ь. Акай. Т?У'1сп 107 (1898). 

••••) Ь. Вааег. Теггев1па1 Мадпе^вт. Уо1. П. 8. 11. 

••••••) ЛУ5€вег 811гипд8Ъ. 1898. 
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Ееля силы аеиного магнетизма, какъ продполагаегь Гауссъ, 
сосредоточены внутри земли, то вс* слагаюпия, съ уда- 
ленхемъ огь земной поверхности, должны уменыпаться по закону 
у1еньшен1Я силы съ возрастан1емъ разстоян]я отъ источника силы. 

Если же причины, обусловливаюпия силы земного магне- 
тизма, находятся и въ атмосферЬ, или вообще впЪ земли, тогда 
с.тгающ1я магнитной силы, вычисленный по формуламъ Гаусса, 
не будугь соотв'Ьтствовать наблюденнымъ на различныхъ высотахъ. 

§ 41. Лизнаръ нашелъ, что наблюдаемое нзм'Ьненте налря- 
жен1я магнитныхъ силъ съ высотою не находится въ соглас1и 
съ теоретическимъ, опредЪляемымъ по формуламъ Гаусса. 

Изъ наблюден1й Лизнара оказывается, что северная и вер- 
тлкмьная слагаюиЦя магнитной силы уменьшаются гораздо бы- 
стрее, чЪмъ это сл'Ьдуетъ теоретически, западная же слагающая 
напротивъ съ высотою возрастаетъ. 

Отсюда опять можно придти къ заключен1ю^ что магнит- 
ныя силы земли находятся не только внутри земли, но и вн'Ь 
аемной поверхности, и быть можетъ, уже въ низшихъ слояхъ 
земной атмосферы, на что указываетъ быстрое изм'Ьнен1('' слага- 
ющихъ съ высотою. 

Теорш атмссфернаю электричества. 

§ 42. Многочисленный теор1и *), предложенныя д.1я объяс- 
нен1я явлений атмосфернаго электричества, иогутъ быть разд'Ь- 
лвны на двЪ группы. 

Теорш, основанныя на допущен1и первоначальнаго отрица- 
тельнаго заряда земного шара, объясняютъ вартацш потенщала- 
перенесенгями въ атмосферу, при помощи водяныхъ паровъ и. 
пнли, массъ отрицательнаго э § ктричества (Экснеръ), или дЬй 



*) Въ монограф1и 8аеЪ81аоА'а <В1е ^ете'шзсЬаГ^ИсЬе 1Тг5асЬе дег с1ек 
1пвеЬеп Ме1еоге ипА Лев На^еи» (1886) приведено около 25 гпаотсзъ ат 
носФеряаго мевтричеетва. 
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ств1емъ ультра-ф1олетовыхъ лучей на отрицательно заряженвую 
поверхность земной коры (Эльсторъ и Гейтель), или^ накоиеггь, 
изм-Ьнешл^и проводимости воздуха, подъ вд1яп1емъ т'Ьхъ же ультра- 
ф10летовыхъ лучей (Арреи1усъ). 

Теор1и второй группы приписываютъ развитхе электри- 
ческаго поля дЪйс^ию той или другой энергхи, подъ вл1я- 
шемъ которой въ патеИ атмосфер* происходитъ непрерывное 
разд'Ьлеиго противоположныхъ электричествъ, при чемъ положи- 
тельное электричество удерживается въ атмос<1юр'Ь, а отрицатель- 
ное передается земной поверхности. 

§ 43. Въ настоящее время, благодаря нов'ЬЙ1Иимъ изел*- 
дован1ямъ, теорти первой группы уже утратили свое значенге. 

Прежде вС(*то необходимо зам'ктить, что воздушную оболочку 
земного тара трудно считать непроводникомъ электричества, какъ 
это предполагается въ теор1яхъ первой группы. 

Каждое пламя, каждая дымовая труба, изъ которой под- 
нимаются въ воздухъ продукты гор*Н1я, играетъ роль уравни- 
теля потенд1аловъ воздуха и земной поверхности. 

§ 44. Съ другой стороны^ изолирующая способность воз- 
духа, какъ доказано опытнымъ путемъ Шустеромъ *), должна 
уничтожаться всл'Ьдств115 электрическихъ разрядовъ въ атмосфер*. 

Такъ какъ по наблюдепдямъ Норденшельда въ арктиче- 
скихъ страиахъ постоянно происходятъ тих1е разряды электри- 
чества въ вид-Ь полярпыхъ С1ЯН1Й, а наблюденхя явлен1й земного 
магнетизма указываютъ на существован1е и въ нашихъ широтахъ 
электрическихъ токовъ въ атмосфер*, то необходимо придти къ 
заключен1Ю^ что верхнхе слои воздушной оболочки нашей пла- 
неты совершенно лишены изолирующей способности. 

§ 45. Такимъ образомъ трудно допустить, чтобы земля могла 
удерживать свой постоянный зарядъ внутри такой оболочки. 



•) А. ЗсЬизеег. Мв4еог. йеНвеЬг. 215 (1896). 



25 АТМОСФЕРНОЕ ЭЛЕКТРИЧЕСТВО. 47 

Правда, переходящее въ атиосферу отрицательное электри- 
чество вповь можетъ быть возвращаемо земноВ поверхности пада* 
ющими осадками, но посл'Ьдн1в, какъ показали изсл'Ьдоватя 
Эльстера и Гейтеля *), бываютъ заряжены то положитедьннмъ^ 
то отридательнымъ электричествомъ, хотя и чаще отрицательинмъ. 

Изсл4дован1я электрическаго поля во время аэронавти- 
чесБихъ поднят! К, какъ мы видЬли^ указываютъ на присут- 
ств1е въ верхнихъ слояхъ нашей атмосферы свободныхъ массъ 
положительнаго электричества, и эти нов'Ьйга1я данныя объ изм'Ь- 
нен1и паден1я потенцгала съ высотою окончательно доказали не- 
состоятельность теорхй, допускающихъ постоянство заряда зем- 
ного шара **). 

§ 46. Такимъ образомъ вопросъ сводится къ опред'Ьлен1ю 
источника энерпи, разделяющей въ нашей атмосфер!» противо- 
положныя электричества. Весьма возможно, что въ данномъ случа* 
мы им^емъ д'Ьло съ явлен10мъ, обусловливающимся многими при- 
чинами, и въ этомъ состоитъ вся трудность разр^Ьшейя основ- 
ной задачи электро-метеорологш. 

§ 47. Какова бы ни была энерг1я, пэрвоначальнымъ источ- 
никомъ для нея можетъ служить или солнечное лучеиспусканхе, 
или вращеше земли. 

До настоящаго времени только Эдлундъ сд*лалъ попытку 
объяснить развит1е электрическаго поля въ нашей атмосфер'Ь 
на счетъ энергш вращательнаго движен1я земли. 

Хотя теорхя Эдлунда и признана несостоятельною, тймъ 
не мен^е этимъ не исключается возможность объясненхя явле- 

« 

Н1Й атмосфернаго электричества электромагнитною индукщею, 
всл'Ьдствхе вращенхя магнитнаго поля земли. 



•) ЕЬеег ипа веНе!. Ме*еог. Хе^исЬг. 95 (1888). 

**) <Ме1пе №1Ьеге АппаЬте», говоритъ самъ Экенеръ, «дааэ (11е Ег(1е 
паг 61116 пе^аиуе Ьайип§^ ^ЬеИэ ап (1ег ОЪегДасЬе, 1;Ъе118 1п (}ег ^и^^ ЬеаНгЦ 
18^ АигеЬ (11е Мезвипдеп 1т ЬаГЬЬаИоп хтЬаНЪаг ^е^огё.еп>. Ме1еог. 2е1(8оЬг. 
538 (1900). 
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§ 48. ВсЬ друпя еоврененння теорм апоефернаго эдек- 
трнчеетва за первоначальный источннкъ ирянааютъ энерпю еол- 
нвчннхъ лучей, при ченъ непосредственною причиною развнт1я 
электродвижущей силы считается или хииическое д'Ьйствхе 
(Пулье, Ле-Еадэ), или же соприкосновете и тренхе различ- 
ннхъ гЬлЪу находящихся въ атиосферЪ и на земной поверхно- 
сти (Зонке, Ленаръ, Трабергь). 

Теоргя Ле-Кадэ 

§ 49. Опираясь на старне опыты Пулье относительно раз- 
ВИТ1Я электродвижущей силы при сжигали ортаническихъ ве- 
ществъ, Ле-Кадэ *) разсматриваетъ электрическое поле, какъ 
результагь отрицательной электризащи земной поверхности и 
эквивалентной положительной электризащи углекислоты, выделя- 
емой въ атмосферу, при многочисленныхъ лроцессахъ сгорангя 
организмовъ на земл^. 

Еъ сожал'Ьнхю, сд'Ьланныя въ различныхъ климатахъ на- 
блюден1Я не соотвЪтствуютъ основному положешю этой теорхи. 

§ 50. Ва Цейлоне суточный першдъ въ напряжеши элвБ- 
трическаго поля не наблюдается, а между т'Ьмъ, въ виду рос- 
кошной растительности и высокой температуры, можно было бы 
ожидать р'Ьзкихъ перем'Ьнъ въ течен1е сутокъ. 

Въ особенности трудно по этой теорш объяснить годовой 
пер10дъ въ напряжеши электрическаго поля, такъ какъ въ зия- 
нее время, при снтымсномд тюкровть^ вслЪдствхе незначительнаго 
образован1я углекислоты^ можно было бы ожидать не повышешя, 
а понижен1я въ падеши потенщала. 

Теоргн Зонм. 

§ 51. Основашемъ теорхи Зонке **) послужили опыты Фа- 
радея, показывающге, что при трети водяныхъ частицъ о кри- 



*) о. Ье Са^е1. Ё1иде Аи сЪашр ё1ее^^^^ие Ае 1'а(то8рЪёге р. 166. 
") Ь. ЗоЬпске. Оег Пгвргппд Аег Ое^1иег-Ё1ек<;г]сиа1 ип^ Аег де^оЪп 
ИеЬеп Б1ек1пе11&(. 1епа, 1885. 
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етаялн льда, вода электризуется отрицательно, а ледъ положи- 
тельно. Чистая вода^ по изсл'Ъдованхяиъ Кольраута, принадле- 
аскгь къ числу дурныхъ проводниковъ электричества; поэтому 
олнтъ Фарадея удаются въ тоиъ случа*Ь, когда вода дистили- 
рована. Что касается изолирующей способности лкда^ то она 
быстро растетъ съ пониженхомъ температуры. 

§ 52. Исходя изъ этого лоложетя, Зонке пытается объяс- 
нить происхожденхе какъ грозового, такъ и обыкновеннаго атмо- 
сфернаго электричества. Во время грозы частицы водяного пара 
уносятся восходящими течешями воздуха до высоты перистнхъ 
облаковъ^ состоящихъ изъ ледяныхъ кристалловъ. Такимъ обра- 
зоиъ, по мн'Ьнхю Зонк'Ь, грозовое электричество происходить отъ 
трен1я частицъ льда и воды^ когда, при сильномъ нагр^ванхи 
почвы, образуются восходящ1я теченья воздуха, достигающ1я л'Ь- 
тоиъ высоты перистыхъ облаковъ. 

§ 53. Переходя къ объяснен1ю лроисхожденхя обыкновен- 
наго атмосфернаго электричества, Зонке указываетъ на наблю- 
даемое часто явлепе, какъ два или нЬсцолько воздушннхъ тече- 
н1й текутъ другъ надъ другомъ въ различномъ направленхи. 

Оь поверхности земли эти воздушный течен1я представля- 
ются наблюдателю въ вид'Ь различныхъ облаковъ, а во время 
аэронавтическихъ поднят1й удостов'Ьрено, что эти воздушные по- 
токи им'Ьютъ весьма различный температуры. 

Если одинъ изъ такихъ воздушныхъ лотоковъ приноситъ 
съ собою частицы льда, а другой частицы воды, то всл'Ьдств1е 
трен1я возбуждается электричество: на частицахъ льда положи- 
тельное, а на частицахъ воды — отрицательное. 

§ 54. Такъ какъ температура воздушнаго слоя съ высо- 
тою убываетъ, то отсюда сл'Ьдуетъ, что теченге, несущее части- 
цы льда, вообще должно находиться надъ течешемъ, принося- 
щимъ частицы воды. 

Такимъ образомъ, по мн'Ьтю Зонке, въ нашей атмосфере 
граница двухъ воздушныхъ течепй, приносящихъ частицы льда и 
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ВОДЫ, нулевая изотермическая ^говерхность^ должна въ то же 
время служить границею двухъ противоположныхъ электричествъ. 

Сама изотермическая нулевая поверхность д'Ьйствуетъ, какъ 
т'Ьло, заряженное положительнымъ электричествомъ, которое удер- 
живается верхними слоями атмосферы, благодаря отсутств1ю ныли. 

Нижн1о слои атмосферы, посредствомъ дождевыхъ* капель 
и атмосферной пыли, передаютъ свой отрицательный зарядъ зем- 
ной поверхности. 

§ 55. Тренте частицъ воды и льда, приносимыхъ воздуш- 
ными теченхями, не есть единственный источникъ атмос4>ернаго 
электричества. 

При трен1и тумана или облака, состоящаго изъ водяныхъ 
или ледяныхъ частицъ, о земную поверхность, последняя элек- 
тризуется отрицательно, а частицы воды или льда положительно. 

Этимъ объясняется, по мн'Ьнзю Зопке, почему плавающ1я 
въ свободной атмосфер* облака, какъ удостов*ряютъ аэронавты, 
заряжены бываютъ отрицательнымъ электричествоиъ ^ напротивъ, 
облака, охватываюпця вершины торъ, или разстилающ1йся у зем- 
ной поверхности туманъ содержатъ положительное электричество. 

§ 56. Годовые и суточные пер1оды въ напряжеши элек- 
трическаго поля Зопке объясняетъ поднят1емъ и опускашемъ 
нулевой изотермической поверхности, действующей какъ т*ло, 
заряженное положительнымъ электричествомъ. 

Л-Ьтомъ нулевая изотермическая поверхность, всл^дстехе 
п6вышея1я температуры, поднимается на наибольшую высоту^ и 
паден1е потенщала у земной поверхности уменьшается. 

Съ наступлен1емъ зимы нулевая изотермическая поверхность 
болЪе и бол'Ье приближается къ земной поверхности и^ нако- 
нецъ, вступаетъ вовнутрь земли; вм^Ьст* съ тЬмъ растеть и 
напряжен1е электрическаго поля. 

§ 57. Суточный пер1одъ напряжен1я электрическаго поля, 
какъ уже изв'Ьстно, находится въ соглас1и съ суточнымъ пер1о- 
домъ атмосфернаго давлен1я. 
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Днемъ усиленное нагр'Ьвате почвы вызываетъ вздупе атмо- 
сферы надъ м^стомъ наблюден1я и боковой отливъ воздуха на 
верхнемъ свободномъ уровн*. Ночное охлаждеяге производить 
обратное Д'Ьйств1е на во:цухъ. 

Вм'Ьст'Ь съ т'Ьмъ нулевая изотермическая поверхность по- 
сл'Ь полудня находится въ наибольшемъ удален1и отъ земной 
поверхности, и въ напряжея1и поля наблюдается минимумъ. Въ 
ранн1е утренн10 часы изотермическая нулевая поверхность въ 
ближайшемъ положенш относительно земной поверхности, что 
соотв'Ьтствуетъ максимуму напряженхя электрическаго поля. 

Но такъ легко по теорти Зонке объясняется только про- 
стой суточный перходъ въ иапряжеши поля, съ утреннимъ мак- 
симумомъ и полуденнымъ минимумомъ. 

Теоргя Лгнара. 

§ 58. Экскериментальныя изсл'Ьдован1я Ленара*).и Томсона 
приводятъ къ заключепш, что электродвижущая сила можетъ 
развиваться при лрикосновенхи частицъ воздуха и воды. 

Обнаружить разд*лен1е электричествъ вслЬдствхе прикосно- 
вен1я твердаго или жидкаго т'Ьла съ газомъ вообще .чрезвы- 
чайно трудно. 

Въ самомъ д'Ьл'Ь, каждая частица воды, всл'Ьдствхе сопри- 
косноветя съ окружающимъ ее воздухомъ, можетъ покрыть- 
ся, наприм'Ьръ, положительннмъ электричествомъ, а прикасаю- 
Щ1ЙСЯ къ ней воздухъ дастъ такой же сферическ1й слой отри- 
цатольнаго электричества. Но определить въ этомъ случа* раз- 
ность потенцхаловъ водяной капли и воздуха, очевидно, пред- 
ставляется весьма затруднительнымъ. 

§ 59. При сл1ян1и водяныхъ капель, какъ это бываете во 
время образован1я тумана или облака, разность потенц1аловъ, 
всл'Ьдств1е уменьшен1я поверхности сопрнкосновешя воздуха и 

•) ^епагЛ. \У1е(1ет. Апп. 46 (1892) 8. 524 
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водн, должна возрастать. Беля при этонъ дроходящ1Й чврезъ 
такое обшко сильный воздушный токъ будетъ уносить отрицаг 
тельное электричество воздуха, то на водяныхъ капляхъ оста- 
нется зарядъ сво(юднаго полохительнаго электричества. 

§ 60. Такое хе возрастан1е разности потенщаловъ должно 
происходить и въ тоиъ случаЪ, если водяныя кадли будутъ 
падать въ сосудъ съ водою, такъ какъ при ладен1и капель 
поверхность соприкосновепя воздуха и воды въ сосуд'к, очевидно, 
не изи^няется. 

Въ опытахъ Ленара сильный воздушный токъ, несущ1й во- 
дяныя капли, направленъ былъ на водяную поверхность, при 
чеиъ вода электризовалась положительно. 

Явлен1е, аналогичное вышеприведенноиу опыту, наблюдалъ 
Ленаръ, опред'Ьляя напряженхе электрнческаго поля вблизи во- 
допада. 

§ 61. Произведенные опыты показали Лепару, что наи- 
большее развит1е электрической энсрпи происходить въ тоиъ 
случа'Ь, когда вода не содержитъ какихъ либо прии'Ьсей. Чи- 
стая вода электризуется положительно, а соприкасающ1йся съ 
нею воздухъ отрицательно. 

Наоборотъ, иорская вода, содержащая въ растворЬ соли, 
отъ соприкосновен1я съ воздухоиъ, электризуется отрицательно. 

Новые опыты Тоисона подтверждаютъ экспериментальныя 
изсл'Ьдовашя Ленара. Такяиъ образоиъ, на основанги опнтовъ 
Ленара и Тоисона, иожно полагать что, п'Ьнящгяся иорск1я волны, 
ударяясь о скалистые берега, передаютъ свой отрицательный за- 
рядъ зеиной поверхности, а прилегающ1й воздухъ электризуется 

положительно. 

Теоргя Траберта. 

§ 62 Браунъ, на основанги своихъ наблюдев1й, пришелъ къ 
выводу, *) что напряжен1е электрнческаго поля находится въ не- 

•) См. стр. 8. 
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посредственной связи съ температурою воздуха, при ченъ вне- 
шей теиператур'Ь соотвЪтствуетъ меньшее ладен1е лотенщаш* 

Для объясиен1я этой зависимости ладен1я потенщала отъ 
температуры, Трабертъ *) указываетъ на возможность развипя 
въ нашей атмосфер1^ электродвижущихъ силъ не только отъ со« 
приБОсновен1я частиггь льда и воды или воды и воздуха, но и 
всл'Ьдств1е прикосновен1я атмосфернаго воздуха съ земною по 
верхностью. 

Въ этомъ случае, какъ и во время волненхя на морЪ или 
при СЛ1ЯН1И водяныхъ каполь, происходить измЪнеше поверхности 
соприкосновен1я, вызываемое конвекщею, которая въ свою оче- 
редь находится въ непосредственной связи съ температурою 
воздуха. 

§ 63. Бели предположить, что земная поверхность элек- 
тризуется положительно, а соприкасаюпцйся съ нею воздухъ 
отрицательно, тогда представится возможность объяснить вар1а- 
щи въ напряжен1и электрическаго поля вл1ян1емъ мЪстныхъ при- 
чинъ, въ зависимости отъ температуры и облачности. При не- 
значительной облачности, солнечные лучи, свободно достигая 
земной поверхности, вызываютъ восходящге токи, которые уносятъ 
въ атмосферу отрицательное электричество нижнихъ слоевъ воз- 
духа, непосредственно прилегающихъ къ земной поверхности. 
Облачность и осадки должны производить обратное д'Ьйств1е. 

§ 64. Этимъ объясняется, по мн'Ьтю Траберта, почему при без- 
облачномъ кебЬ съ возрасташемъ температуры напряженхе атмо- 
сфернаго электричества уменьшается, и вообще въ тФхъ мЪстахъ 
земной поверхности, гдЪ преобладаютъ облачность и осадки, 
должно происходить течен1е отрицательнаго электричества по 
налравлешю къ земной поверхности, т. е. положительный токъ 
снизу вверхъ ; въ м'Ьстахъ земной поверхности, съ незначитель- 



*) ТгоЪеП. МеЪеог. 2с118еЬг. 106 (1897) ■ (1896). 
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НОЮ облачностью и высокою температурою^ положительный тобъ 
должбнъ быть направленъ сверху вннзъ. 

Отсюда Трабертъ лриходитъ къ известному уже намъ вы- 
воду Байера *): въ лоясЬ тишины и въ двухъ поясахъ земли. 
гд* преобладаетъ облачность, между 40® и 60^ с. и южн. ш., поло- 
жительный электрически токъ направленъ вверхъ въ атмосферу, а 
въ области пассатовъ им'Ьетъ противоположное направлоше, 
сверху виизъ. 

Теоргя Вриллуэна. 

§ 65. Эльстеръ и Гейтель, наблюдая потерю отрицательна го 
электрическаго заряда на свЪже амальгамированномъ цинковомъ 
шарик* подъ вл1ян1емъ лучей солнца "*), припгли къ заключе- 
Н1ю^ что изм1Ьнен1я напряжен1я электрическаго поля атмосферы, 
вероятно, обусловливаются д'Ьйствтемъ ультра-фхолетовыхъ лучей 
солнца на отрицательный зарядъ земной поверхности. 

Съ этою ц*лью Эльстеръ и Гейтель произвели рядъ изсл*- 
дованШ надъ различными минералами, входящими въ составъ 
земной коры. Изсл-Ьдовайя эти хотя и показали потерю мине- 
ралами отрицательнаго заряда, подъ вл1ян1емъ ультра-фхолетовыхъ 
лучей, но въ весьма слабой степени, въ сравнеши съ амаль- 

гамированнымъ цинкомъ. 

§ 66. Между т'Ьмъ опыты Бюисона показали, что ледъ 

весьма чувствителенъ къ д'Ьйствтю ультра-ф1б'лвтовыхъ лучей, 

хотя, вода и не чувствительна. 

Д4йстз1е лучей на кусовъ сухого льда, только что выну- 
таго . изъ . охлаждающей смЪсн, довольно сильно (отъ VI о А^ %о 
того же д'Ьйств1я на цинкъ). 

Лищь только начинается таяше поверхности льда., дМ- 
ствхе . ультра-ф1олетовыхъ лучей быстро уменьшается и, наконедъ, 



"^1 Си с.тр 22 

**) Е18*ег ипй Оеие1. ЗИгип^вЪ. Акай. \\Пео 101 (1892). 

М. Панченво. Содаечаое лучсиепусЕаа1в, Часть III. 
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когда вода покроетъ всю его поверхность, потеря отрицательнаго 
электричества становится совершенно ничтожной. 

§ 67. Опыты Бюиссона послужили основан1емъ для теорхи 
атмосфорнаго электричества Бриллуэна *). 

Дедяные кристаллы леристыхъ облаковъ, говоритъ Брил- 
луэнЪу находясь въ электрическонъ полФ земного шара, на од- 
номъ конц'Ь заряжаются лоложительныиъ длоктричествомъ, а на 
другоиъ отрицательнымъ. Подъ вл1ян1емъ ультра-фхолетовыхъ 
лучей отрицательное электричество переходить въ воздухъ, и 
такЕиъ образонъ ледяные кристаллы перистыхъ облаковъ элек- 
тризуются положительно. 

Солнечные лучи могутъ производить фото-электрическое дМ- 
ств1е на ледяныя коля и сн'Ьжный локровъ полярныхъ странъ, и 
Бридлуэнъ не безъ основашя^ быть можетъ, придаетъ особое 
значеше своей теор1и при объяснен1и явлен1й полярныхъ с1ян1Й. 

Теоргя шовг Ольстера и Гейтелл. 

§ 68. Если изолированному кондуктору, находящемуся въ 
свободномъ воздух'Ь, сообщить н'Ькоторый электрическ1й зарядъ 
и предоставить его самому себ*, то съ течен1емъ времени, какъ 
бы ни была тщательна изолящя, кондукторъ будетъ терять свой 
зарядъ путемъ электрическаю разаъянгя. 

Линсеъ **), который впервые наблюдалъ это интересное 
явлете, нашелъ, что скорость разсЬянхя въ воздух* какъ по- 
ложительныхъ, такъ и отрицательныхъ зарядовъ одинакова. 

Въ нов'Ьйтее время Эльстеръ и Гейтель ***), усовергаен- 
ствовавъ методъ Линсса, предприняли рядъ новыхъ наблюден1й 
надъ разс*ян1вмъ электрическихъ зарядовъ въ различныхъ м*- 
стахъ земной поверхности и на различныхъ уровняхъ. 



*) М. Вгтои1п. С1е1 е! Тегге. 369 (1897). 

Ме1еог. гсИвсЬг. 38 (1898). 

••) IV. Ь1П88. Ме^еог. 2;е118сЬг. 352 (1887). 

"•*) Е184ег ипй ОеИе!, Теггвв1г. гаи^п. апЛ а1га. е1ес1г. 1899. 

Аппа1еп асг РЬу81к 425 (1900). 
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§ 69. Приборъ Эльстера и Гейтем состоять изъ электро- 
скопа системы Экснера^ при чемъ пластинка, къ которой при- 
кр'Ьплоны аллюмин1евы листочки, въ верхней своей части окан- 
чивается шарикоиъ, куда ввинчивается металлическ1й стержень^ 
поддерживающШ м'Ьдный вычерненный цилиндричеокгй кондук- 
торъ, высотою въ 9 см. и 5 см. въ поперечник*. Для произ- 
водства наблюден1й этотъ изолированный кондукторъ заряжаюгь 
до потенщала У^ и спустя минутъ 15, наблюдаютъ расхождете 
листочковъ электроскопа, соответствующее потенщалу V. Тогда 
количество электричества, теряемаго прибороиъ въ единицу вре- 

мени, определяется по формул* ): -гЩ-^* 

Зат^иъ снимаютъ кондукторъ, заряжаюгь одинъ только 
электроскопъ до потенцхала У^' и спустя время 1;', меньшее 1;, 
опред-Ьляютъ потенцхалъ V'. Если п означаетъ отношейе элек- 
троемкости электроскопа къ сумм* электроемкостей электроскопа 

IV п V ' 
и цилиндра, тогда е=-г1о§^ — -гЛщ^ даетъ количество 

электричества, теряемаго въ единицу времени однимъ только 
разс'Ьивающимъ кондукторомъ^ вм*ст* съ поддерживающимъ его 
стержнемъ. Постоянная прибора п легко определяется помощью 
несложной манипулящи. 

§ 70. Наблюденхя Эльстера и Гейтеля въ общемъ под- 
тверждаютъ выводы Линсса. 

На незначительныхъ внсотахъ скорости разсеян1я положи- 
тельныхъ и отрицательныхъ зарядовъ приблизительно одинаковы. 
Съ увеличешемъ высоты места наблюден1я растетъ и количество 
разсеиваемаго кондукторомъ электричества, при чемъ на верши- 
нахъ горъ отрицательные заряды теряются гораздо быстрее по- 
ложительныхъ. 

чемъ больше атмосферный воздухъ содержитъ въ себ* час- 



*)Сообряжеы1я, на оеноваяхи которыхъ выведена означенная ФОрму.та. 
изложены въ иоемъ сочинен1и «Солнечное Лучеиспускав1е>. Часть III. 
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тицъ ПЫЛИ, тумана или дыма, Ипъ мвн'Ьв теряется электриче- 
ства лутехъ разсЬянхя, и наоборогь, чЪмъ воадухъ чище и про- 
:зрачн^, Бакъ это бываетъ, наприм'Ьръ, раннею весною при темно- 
голубоиъ неб'Ь, т'Ьмъ разсЬяше электрическихъ зарядовъ больше. 
Такинъ обравомъ наблюден1я Эльстера и Гейтеля лриводятъ къ 
чрезвычайно любопытному и какъ бы парадоксальному выводу: 
проводимость воздуха, по ихъ выводамъ, не только не увели- 
чив!1ется отъ лрисутств1я плавающихъ въ немъ проводящихъ 
частицъ, а существенно уменьшается. 

§ 71. Эти и мнопя друпя 9лектрическ1я явлен1я объяс- 
няются Эльстеромъ и Гейтелемъ предполохен1емъ, что чистый 
атмосферный воздухъ всегда содержитъ мельчайлш частицы, 
им'Ьющ1я опред'Ьленныо электрическ1е заряды. Эти частицы, пред- 
ставляющ1я группы заряя;енныхъ атомовъ, подобно тому, какъ и 
въ теорк электролиза, Эльстеръ и Гейтель называютъ гонами. 

Т^ло, заряхенное, наприм'Ьръ, отрицательнымъ электриче- 
ствоиъ, теряетъ въ окружающемъ воздух* свой зарядъ всл-Ёд- 
ств1е нейтрализацш свободными положительно заряженными гона- 
ми, и ч'Ьмъ быстрее происходитъ при данныхъ условхяхъ потеря 
заряда, гЬмъ бол4е, по теор1и Эльстера и Гейтеля, долженъ 
содержать воздухъ противоположно заряженныхъ 1оновъ. 

Такимъ образомъ сравненхе скоростей потери электрическихъ 
зарядовъ даетъ возможность судить объ относительныхъ коли- 
чествахъ свободныхъ 1оновъ въ окружающемъ воздух'Ь. 

Въ ясные дни чистый атмосферный воздухъ, свободный отъ 
пыли и тумана, содержитъ наибольшее количество свободныхъ 
]оновъ, а потому и разсЬянге электрическихъ зарядовъ въ так1о 
дни наибольшее. 

§ 72. Наблюден1я на горныхъ вершинахъ Брокенъ (1140 
м.), Сентисъ (2500 м.) и Горнергратъ (3140 м.) показали 
Эльстеру и Гейтелю, что скорости потери отрйцательныхъ заря- 
довъ значительно превышаютъ скорости потери положительныхъ 
зарядовъ. 



1 
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Такая у^униполярная проводимость^ воздуха надъ верши- 
нами горъ объясняется преобладангемъ въ немъ свободныхъ по- 
дожительныхъ шяовъ, которые привлекаются сравнительно боль- 
шею поверхностною плотностью отрицательнаго заряда земли на 
выдающихся ея частяхъ. 

Д'Ьйств1е хе тумана и пыли на электрическое разсЪянхе 
состоитъ въ томъ, что 10НЫ, благодаря своимъ зарядамъ, скоп- 
ляются вокругъ частицъ плавающихъ въ атмосфер'Ь посторон- 
нихъ т'Ьлъ, И; всл'Ьдств1е увеличенгя массы, подвижность ихъ 
уменьшается. 

§ 73. Ч'Ьмъ же именно обусловливается 10низированное 
состояше атмосфернаго воздуха? 

Источникомъ энерпи; затрачиваемой на образоваше сво- 
бодныхъ шновъ, по всей вероятности, служитъ непосредственно 
солнечная рад1аидя. 

Основашемъ для такого предположешя могутъ служить 
опыты Ленара, доказываюш;1е появлен1е юновъ въ газообразныхъ 
т'Ьлахъ, пронизываемыхъ ультра-фЬлвтовыми лучами. 

Съ другой стороны уже первый наблюдешя показали Эль- 
стеру и Гейтелю^ что количество разсЬиваемаго проводникаия 
электричества больше, ч'Ьмъ выше м'Ьсто наблюден1я и Ч'Ьиъ, 
сл'Ьдовательно, лучи солнечные напряженнее. 

Решающее значенхе въ этомъ отношенш, безъ сомнешя, 
могутъ иметь только наблюденхя въ свободной атмосфере, на 
аэростатахъ, вне сферы местныхъ вл1ян1й земной поверхности. 

При этомъ необходимо заметить, что увеличеше проводи- 
мости воздуха не указываетъ исключительно на увеличеше ко- 
личества 1оновъ, но можетъ происходить также и вследств1е 
большей подвижности техъ же 10новъ. 

§ 74. Въ виду живого интереса, представляемаго для тео- 
р1И атмосфернаго электричества изученхомъ проводимости воздуха, 
лЁтомъ прошлаго года Эльстеръ предпринялъ целый рядъ на- 
блюденШ въ различныхъ широтахъ севернаго полушархя. 
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Эльстеръ сперва посЪтилъ Средиземное море, а за тЬмъ 
Северное море и Ледовитый океанъ, при этомъ совершадъ по- 
"ЬзАки и вовнутрь прилегающихъ странъ. 

Такъ отъ Туниса Эльстеръ проникъ до Бискры, а на С'Ьвер'Ь 
огь Тромзе до м. Трайренберта на Шпнцберген'Ь, около 80^ с ш. 

При лереюд'Ь черезъ Альпы, съ юга на сЬверъ, Эльстеръ 
им'Ьлъ возможность произвести наблюдешя на различныхъ высотахъ. 

§ 75. Въ общемъ сд^Ьлано было 390 наблюдепй, который 
распределяются сл'Ьдующимъ образомъ: 

Бискра Алжиръ Капри Лугано Малоя Тромзе Шпицбергенъ 
4 14 102 49 25 23 58. 

Остальныя 115 наблюдешй сд'Ьланы были на берегахъ Сицилги, 
на континент'Ь Европы и на западныхъ берегахъ Цорвег1И. 

Наблюдешя производились по возможности при хорошей, 
ясной погод'Ь, сл'Ьдовательно, даютъ наибольш1я значешя для 
Боэффищентовъ электрическаго разсЬяшя. 

На вершинахъ горъ наблюдалась униполярная проводимость 
воздуха, какъ показываетъ нижеследующая таблица. 

Вреия. Назван1е горъ. Высота 

'^ '^ въ и. 

1/У Моп*е 8о1аго 585 

13/1У Моп1;е 8а1уа1;ог« 909 

15/1У Моп1;е (тепегозо 1704 

22/У1 Р12 Ьап^иагй 3220 

Величина а даетъ количество электричества^ теряемаго раз- 
сЪивающимъ гЬломъ, въ процентахъ первоначальнаго заряда; 
^ выражаетъ отношенье скоростей потери отрицательнаго и по- 
ложительнаго зарядовъ. 

Тавимъ образомъ по наблюдешямъ Эльстера на верши- 
нахъ горъ д довольно значительно, при чемъ на вершине Ьап- 

*) I. Е181ег. Ме(еог. 2е11всЪг. 85 (1901 ). 
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^иаг(1 скорость потери отрицательнато заряда почти въ 17 
разъ превыпгала скорость потери положите льнаго заряда. 

§ 76. Абсолютная величина разсЪянхя электричсскихъ 
зарядовъ^ повидимому, не зависитъ отъ географической широты 
и'Ьста наблюдешя. 

Такъ максимумъ разсЬяпя положительна го электричества 
по наблюдее1ямъ Эльстера для Капри 6.477о> ^ отрицательнаго 
для Шпицбергена 10.27о- 

Напротивъ, р'Ьзко выступаетъ различхе въ этомъ отношеши 
между континентальнымъ и иорскимъ климатами, при чемъ про- 
водимость воздуха въ первомъ случа'Ь значительно меньше^ ч'Ьмъ 
во второмъ. Такихъ высокихъ значен! й коэффищентовъ разс^- 
ян1я; какъ найденныя для Капри и Шпицбергена, повидино- 
му, внутри материковъ н'Ьтъ. Для Вольфенбюттеля среднее зна- 
чеше для а всего только 1.37о- 

§ 77. Униполярная проводимость воздуха, съ большею ско- 
ростью для потери отрицательнаго электричества, наблюдается 
не только на вершинахъ горъ, но и на морскихъ берегахъ, при 
чемъ отношен1е скоростей ^ возрастаотъ вм'Ьст'Ь съ географичес- 
кою широтою. 

Явлеше это наблюдалось Эльстеромъ на берегахъ Среди- 
земнаго моря и можетъ быть объяснимо на основан1и опытовъ 
Ленара, по которымъ морск1я волны должны обусловливать раз- 
вит1е положительныхъ 1оновъ въ окружающемъ воздух'Ь. 

Такая же униполярная проводимость наблюдалась Эльсте- 
ромъ на западномъ берегу Норвег1и и на Шпицберген'Ь, при 
чемъ въ посл'Ьднемъ случа* скорость потери отрицательнаго 
электричества въ два раза превосходила скорость потери поло- 
жительнаго. Зд'Ьсь уже трудно объяснить униполярную проводи- 
мость воздуха вл1ян1емъ морскихъ волнъ, такъ какъ въ поляр- 
ныхъ странахъ морская поверхность среди плавающихъ льдовъ 
представлястъ зеркальную гладь. 
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Явленхе это т^мъ бол'Ье заслуяшваетъ впимани, что про- 
и'зведенныя параллельно съ наблюденЬни электрическаго раз- 
сЬяшя изсл'Ьдован1я электрическаго поля дали незначитвльныя 
(лоложительныя) ладешя потенщала, всего отъ 30 до 100в/и. 

Если униполярную проводииость воздуха арктическихъ 
странъ нельзя объяснить вл1ян1еиъ иорскихъ волнъ или необык- 
новенно внсокимъ паден1енъ потеящала^ то не зависитъ ли она 
отъ различной скорости двихешя положительныхъ и отрицатель- 

ННХЪ 10Н0ВЪ? 

Вопросъ этотъ ии'Ьетъ существенное значеше для творш 
атмосфернаго электричества. 

Если доказано будетъ, что отрицательные 10ны обладаютъ 
большею подвижностью, нежели положительные, тогда саиъ собою 
разр'Ьшится вопросъ объ отрпцательномъ заряд'Ь земного шара. 

§ 78. Такъ какъ наблюденхя на вершинахъ горъ но мо- 
гутъ выражать изм'ЬнешВ содержангя 1оновъ въ свободной атмо- 
сфер* съ высотою, то въ последнее время Эбертомъ предпри- 
няты наблюден1я надъ разсЬяшемъ электрическихъ зарядовъ во 
время пол^товъ на воздушноиъ шар* *). 

Такгя наблюден1я при помош;и прибора Эльстера и Гейтеля 
производились Эбертомъ во время полетовъ изъ Мюнхена 30 
1ЮНЯ и 10 ноября прошлаго года и 17 января текущаго 1901 г. 

Наблюден1я Эберта 10 ноября въ наиболее сухомъ, обильно 
лронизанномъ ультра-фшлетовыми лучами сло-к воздуха^ показали 
проводимость въ 3 и 4 раза большую, нежели у земной поверх- 
ности, при чомъ скорости потери зарядовъ обоихъ знаковъ были 
почти одинаковы. 

При особенно благопр1ятныхъ метеорологическихъ условтяхъ 
произведены были Эбертомъ наблюден1я во время третьяго его 
полета. 



ЙАёгопа1]11всЬе И1((Ье11ипдеп (1901). 
олсты доктора Эберта подробно описаны въ Метеорол. ВФстн. этого 
годя за мартъ и хаЙ. 
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На высотЬ 1400 м. шаръ Эберта вступилъ въ сюй воя- 
духа, въ Боторомъ температура съ подняпеиъ не изм'Ьнялась. 
Въ этомъ ел 0*6^ мощность Еотораго достигала 600 и , скорость 
разсЬяягя положительннхъ зарядовъ была въ 4 раза, а отри- 
цательныхъ въ 7 разъ больше, чЪмъ у земной поверхности. 

Выше 2000 м. встр'Ьченъ бнлъ слой воздуха, въ котороиъ 
температура падала въ среднемъ на 0^.53 на каждые 100 нет- 
ровъ П0ДНЯТ1Я. Въ этомъ сло'Ь скорость разс'Ьян1я зарядовъ 
обоихъ знаковъ такъ увеличилась, что промежутокъ времени ме- 
жду первымъ и вторымъ отсчетами на влектроскоп'Ь пришлось 
сократить до 5 минутъ. 

На высотЬ 2375 метровъ надъ уровнемъ моря скорость 
разсЬянхя положительнаго электричества выражалась потерею 
14% псрвоначальнаго заряда, при чемъ въ 23 раза превосхо- 
дила скорость, наблюдаемую въ то же время въ Мюнхен'Ь. 

На высоте 2930 м. наблюдаемая скорость разсЬянхя отри- 
цательнаго заряда составляла 1772% первоначал ьнаго заряда 
въ минуту. 

Въ общемъ наблюдешя Эберта показали несоми'Ьнное уве- 
личен1е скорости разсЬяшя зарядовъ обоихъ знаковъ, по м'Ьр'Ь 
удалетя отъ земной поверхности, т. е. увеличенхе въ верхнихъ 
слояхъ атмосферы количества свободныхъ 1оновъ какъ положи- 
тельныхъ, такъ и отрицательныхъ. 

Что же касается униполярной проводимости верхнихъ слоевъ 
нашей атмосферы, то она, повидииому, ослаб'Ьваетъ по м'Ьр'Ь 
удален1я отъ земной поверхности, при общемъ увеличенш скорости 
разсЬянхя зарядовъ обоихъ знаковъ. 



§ 79. Въ заключен1е настоя щаго очерка подведемъ итоги 
нов'Ьйшимъ усп^хамъ въ области элвктро-метеоролог1и. 

Предложенный Томсономъ методъ изслЬдовайя явлен111 
атмосфернаго электричества, благодаря современному развипю 
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теор1и потенщальной функщи^ оБазался въ высшей степени 
ллодотворнннъ. 

Экснеръ, воспользовавшись идеей Томсона, чрезвычайно 
упростилъ способы наблюдешйу всл'Ьдствхе чего представилась 
возможность распространить изсл'Ьдовапя электрическаго поля 
въ пространств'Ь и во времени. 

Уже первый наблюден1я по методу Экснера дали возмож- 
ность установить суточный и годовой перщы въ напряженш 
блектрическаго поля и въ то же время указать зависимость па- 
ден1я потенщала отъ м'Ьстныхъ топографическихъ условхй. 

§ 80. Выводы изъ наблюден1й, производимыхъ на одномъ 
только нижнемъ предЪлЪ земной атмосферы, не могли дать ука- 
зали относительно характера электрическаго поля въ самой воз- 
душной оболочк'Ь земного шара, и потому послужили основа- 
шеиъ только простЬйшей гипотезы Экснера для объясненхя явле- 
шй атмосферпаго электричества. 

Съ общимъ развит1емъ метеорологическихъ наблюден1й яви- 
лась возможность установить связь между панряженхемъ элек- 
трическаго поля и атмосфернымъ давлентемъ, температурою, 
упругостью водяныхъ ларовъ, влажностью, облачностью, на- 
правлешемъ в'Ьтра и проч. 

Це смотря на обил1е накопивптагося матер1ала, наукою до 
сихъ поръ не выяснено, какой именно изъ метеорологическихъ 
факторовъ находится въ непосредственной связи съ напряже- 
н1бмъ электрическаго поля. 

§ 81. Съ увеличен1емъ интереса къ изучен1ю атмосферпаго 
электричества и накопленхомъ наблюдательнаго матерхала растетъ 
и число гипотезъ, предлагаем ыхъ къ объясненш этихъ зага- 
дочннхъ явлен1Й. 

Въ последнее время, съ развипемъ воздухоплаван1я, зам'Ь- 
чается особое стремлен1е къ изучешю верхнихъ слоевъ земной 
атмосферы. Это новое направлен1е въ метеоролопи благотворно 
отразилось и на методахъ изсл'Ьдовашя атмосферпаго электри- 
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чества. Наблюдешя во время а»ронавтичвевигь поднят1й дали 
характеристику электрическаго поля воздушной оболочки земного 
шара, всл'Ьдств1е чего отброшена гипотезы, несогласння съ 
этими нов'Ьйшими данными, полученными аэронавтами. 

Несмотря на это, даже наиболее совершенный гипотезы 
все таки односторонни, объясняютъ только одну какую-либо 
сторону ц'Ьлаго весьма сложнаго явлешя^ и наибольшее затруд- 
нете представляется при объяснена суточнаго и годового пе- 
ргодовъ въ напряжеши электрическаго поля. Т'Ьмъ не мен'Ье 
каждая гипотеза полезна уже т1^мъ, что даетъ новый методъ, 
новое осв'Ьщенге изсл-Ьдуемаго явлешя. 

Въ этомъ посл'Ьднемъ отношенти наука обязана Зонке, Де- 
пару и, въ особенности, Эльстору и Гейтелю. 

§ 82. Хотя лабораторные опыты не могутъ вполн* соот- 
в'Ьтствовать явлен1ямъ, наблюдаемымъ въ атмосфер'Ь, Т'Ьмъ не 
менФе теор1и Зонке и Ленара заслуживаютъ особаго внииашя. 

Огь трвн1я и соприкосновен1я частицъ льда и воды, или 
воды и воздуха^ или, наконецъ, льда и воздуха въ нашей атмо- 
сфер'Ь цесомн'Ьнно должны развиваться электродвижущ1я силы, но 
эти посл'Ьдшя едва- ли можно разсматривать, какъ обпцд при- 
чины, обусловливаюн^1я отрицательную электризацш земной корн 
и накоплен1е массъ положительнаго электричества въ свободной 
атмосфер'Ь. 

Причины эти сл^дуетъ скорее разсматривать, калъ м4с^ 
ныя вл1ян1я, способствуюпця усилентю или ослаблешю электри- 
ческаго поля. 

Такъ, по опытамъ Ленара и Томсона, воздухъ отъ сопрн- 
косновен1я съ частицами воды электризуется то положительно, 
то отрицательно^ смотря по содержан1ю въ водФ солей, а между 
Т'Ьмъ, при нормальннхъ услов1яхъ атмосферы, наблюдвн1я всегда 
повазываютъ положительное падете потенщала на земной по- 
верхности. 
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§ 83. Ч'Ьмъ ясн'Ьв погода, т'Ьмъ напряженн'Ье электриче- 
ское поле. Максимумъ поля всегда соотв'Ьтствуетъ ясному, без- 
облачному небу и сухому воздуху. 

Такяиъ образомъ прозрачность воздуха, антицнклоническое 
его состоянхе, есть необходимое усдов1е для усилешя напряжен* 
ности электрическаго поля. Отсюда понятно, что причину элек- 
трическаго состоян1я нашей атмосферы нужно искать въ непо- 
средственномъ на нее д'Ьйствги солнечныхъ лучей, какъ это и 
д'Ьлаюгь Эльстеръ и Гейтель. 

Въ нашихъ шяротахъ въ напряженк солнечной рад1ац1и 
наблюдается какъ утренн1й, такъ и вечершй максимуиъ. Такого 
же характера и суточный ходъ напряженья электрическаго поля, 
который въ тоже время совпадаетъ съ суточной кривой баро- 
метрическаго давлен1я. 

§ 84. Вотъ почему, думается намъ, теорхя Эльстера и Гей- 
теля, при дальнМшемъ своемъ развипи, можетъ иаибол'Ье соот- 
в'Ьтствовать наблюдаемымъ явлен1ямъ атмосфернаго электричества. 
Въ этомъ еще бол'Ье уб'Ьждаютъ насъ изсл'Ьдовангя метеороло- 
гическихъ услов1Й электрическихъ разрядовъ въ атмосфор'Ь, что 
составитъ предметъ сл'Ьдующаго отд'Ьла настоящаго сочинен1я. 

Поэтому гипотеза 10новъ, по нашему мн'Ьшю, должна воз- 
буждать въ высшей степени живой инторесъ^ и пожелаемъ наи- 
большаго распространен1я наблюденхй надъ разсЬянхемъ электри- 
ческихъ зарядовъ въ атмосфере. 



Е1П 8у8<;вт уоп Ро81и1а1;вп 

^е1сЬе сИе еис11(118сЬе Сеоте1Г1 е йеПп1геп. 



Овп 28. БегетЬег дев уег^аа^еоеп ЛаЬгез ЬаЬе 1с)1 
дег Ма1Ъвта^1$сЬеп Зесиоп Лез XI Соп§гв$8е$ (1ег Ки8818сЬео 
Nа^и^Гог8сЬег ипс! Аег121е аи 8*. Ре1ег8Ьигё е1пе М1иЬе11ип§ 
йЬег й^е ОгипсИа^еп йег (^еоте^г^е ^ешасЫ. к с11еьет Уог- 
(га§ ЬаЪе 1сЬ е1п 8у81ет уоп ОейпШопеп ипд Ро81и1а1в11 
аи8е1па11(1егёе8е121, аи8 йепеп Д1е еисИсИзсЬе Оеоте1г1е 81геп5 
СогтеИ ва(^1скеи \уегАеп капп. кЬ ЬеЬаир1е1е с1аЪе1^ 
с1а88 (11е ёвпапп1еп Ро81и1а1е уоп е1па!1(1вг УоИкоттеп ип- 
аЬЬап§1§ 81ад 1П8о[егп, (1а88 кв111е8 уоп 1Ьпвп тИ Ш1Ге 
йег йЬг15вп Ье^1е8еп ^^егйеп капп. 

Е1пе ВеЬаир1ип«; (Иезег Аг1 капп пасЬ те1пег Метип§ 
пиг йапп ё1пеп \\^ег111 §е\\чппеп, \уепп аНе йаги по1Ы§еп 
Ве\уе18е уоИкотшеп (1игсЬ§еШ11г1 зшй; йаз 1161881, \уепп 
е1пег8е118 йег Ве>уе18 йег СпаЫ1ап§12;кеИ йег Ро81и1а1е (1аг- 
^еЬгасЫ 181.> ипй апйгег8е118, \уепп йа8 ^апге 8у81еп1 Лег 
(1еоше1г1е аиГ Й1е8еп 6гипЛ1а§еп \У1гкИсЬ аиГ§еЬаи1 181;. 
^Vег 81с11 тИ йен 6гипй1аёеп йег (1еоте1г1е ЬеасЬай^ё!; 1ш1, 
Лег \уе188 е8 8еЬг §и1, \У1е ой е1пе ипЬе(1еи1еп(1е К1е1П1?ке11, (Не 
каиш ги Ьетегкеп \уаг., Ье1 Лег аивШЬгИсЬеп Еп1>У1ске1ипе; Лег 
Цеоте1пе йа8 §ап2е ОеЬаийе 7ег81ог1. 1)е8Ьа1Ь Ып [сЬ \^\г\. 
тИ Дег Аи8аг1)еИипо; е1пег аи8Ш11гисЬеи АЬЬап(11ипй ЬезсЬйШ^!, 
ш Дег (11е §епапп1еп Ве\уе18е ш аИеп 1)е1а118 йигсЬ^еГйЬг! 
8е1п \^ег(1еп. ОЬ\уоЫ Йа8 УГегк 8сЬои Ье1иа11е ГегНо; 181, \У1Г(1 
посЬ е1пе §егаите ХеН уег2;еЬеп, 1)18 е8 1П1 Вгиск ег8с11е1пеп 
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\У1Г(1. 1сЬ ЬаИе ез йезЬаШ №г 2^ескта881§ 1ю уогИе^епйеп 
Аи{8а12 (1еа (1е(1а11ке11§аа§ иа<1 (11е >у1с11ир1е11 Мотеи1е 
те1пег АгЬеН уог1аиГ1§ кигг йагги^ёеп. 



ОеЛпЖоп I. ^е(1е везаштШе!! той Ьщ^п (Ое^еовШпЛео 
аазегез Оепквпв)^ \^б1с11е 81сЬ (1игсЬ в1п Ье8итт1в8 Иегк- 
та1 уоп йеп йЬг1§еп В1п§е11 иа1;ег8с11е1(1еп, ^1г(1 е1пе Мап- 
пгд/а1{гдкей ^епапп!. В^е В1п§е, \Vе1с11е Не Мапп1§Га1и§- 
кеН ЫЫеп^ Ыззеа сИе Е1етеп1е ёег Маао1^Га1и§кв11. 

ОеАпШоп II. Ё8 86160 Ш2 ип<1 91 ъч(^\ Ш\тф\Х\^€\{^\^. 
ОбИп^! 68 <11б Мадш^МИ^кеи 1^ аи{ д1е Мапш^СаШ^кеИ 9{ 
80 ъм Ъб21е11еп, ёа88 ]бйбт Ё1бтбп(б (1бг Мапп1ё(а111ёке(( 
91 6111 Ё1етбп(; иа<1 патИсЬ б1а б111г1ёб8 Ё1бтбп1 ^ег Мап- 
и1ё1аШёкб11 ^ бп18рг1сЫ> ип<1 <1а88, иш^бкеЬг!, зб(1б8 Ё1е- 
шба! 1п (1бг Ма11П1§[аШ§ке11 Ш б1Пбт иа(1 пиг 61П6Ш ти- 
^бп Ё1бШбп1б (1бг Мапи1§Саи1ёкб1<; 91 2и§б^1е8бп 18(, 80 8а§( 
шап^ да88 (11б Маап^^СаШ^кби Ш1 ёа(1игс11 1п Абг Ма1т1§Са1- 
И^кбН 91 егпёеиСгд аЬдЛгШ{ Ы. 

01б 2\уб11б Ма1т1§[аИ1»;кб11; капп тК <1бг бГ8(бй 1Леа- 
118сЬ1 8б1а. Оапп 8а^1 шап, с1а88 (Иб Мапо^^ГаШ^кбН 9}1 гп 
згск $е1Ь81 аЬдЛИсШ гз1. 

ОеАпИюп III. 2\^б1 АЬЬ11(1ип§б11 §' идА Б'' бтпбг Мао- 
п1§(а1и§кб11 377 [и 81с11 8б1Ь81 пбпп! тад ПтИзск^ мгбпи 81е 
^бйет Е1бтбд1б ш йазвеШб Ё1бтбп1 ш' 2и\Уб18бп. 1ш Ое- 
ёбпШеи \УбГ(1ви 8о1с11б АЬЫЫип^бп V€^$с^^Ыеп §бдапи1 
\убдд 68 \Убд1§81бД8 61Д Ё1бтбд1 т йбг Мадд1§Ш11§кби §1е1)1, 
<1бт (11б АЬЫ1(1ид§бд УбгзсЫбёбДб Ё1бтбд1б т' дд(1 «' 
бд48ргес11бц 1а88ед. 

Ое1|п№оп IV. Кб11Д1ео \у1г ад^ да88 61Д6 АЪЫЫддя 8 
(1бг Мапд1^Гаи1^кб11 ^^Р1 1д 81с11 8б1Ь81 (1бт Ё1ед1бд1б т т 
Е1ешбц1 ш' /.и\Уб181. Ьа88бд \у1г дид ^бйед! Е1вД1еп1е т/»' 
(1а8 2Д^б11ог1§е Е1ешеп1 т ед18ргбс11бд, 80 \У1Г(1 йайигсЬ 
\^1б(1ег 6Ш6 АЬЫ1(1идё (1бг Мадд1§;(а111^кб11 9}2 1д 81с11 8е1Ь8( 
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уоИго^ео. 016 АЬЬ11(1ипёеа 8 шк! 8' Ье1$$еп гпг)ег8 ги еьп- 
апЛет. 

Ов{|П1(10П V. Nиа 8е1еи 8 ии(1 8' 2)^е1 АЬЫИип^еп ёег 
Мат11ё(а1и§ке11 ^^О*} 1п $1сЬ 8е1Ь8(. ^еЬшеи ^IЧ^ ап^ (1а$8 (11е 
АЬЬ^Мипё 8 е^пеш Ё1ешеи(е т ш Б1етеа1 т' ъм'^тХ шк! 
(1а88 <11е ЛЬЬ^Ыип^ 8' (1еш Ё1етеа1е т! е1и Ё1ешеа1 т" ги- 
мге18!. 1а88еп \^1Г ииа ]9(1еш Ё1ете111е т (1а8 2и§е110г1ёв 
Ёкшеп^ т'' е11(^ргес11еп^ 8о \У1г<1 (1а(1агсЬ екпе пеие АЬ- 
ЫМип^ 8'' уоИго^еп. Н1а81с1111[сЬ (1вг АЬЬ^Шипё 8" Ба§1 
шап^ ёа88 81е аи$ йеп АЬЫШипдеп 8 ип(1 8^ гизатт^пде- 
8еШ %8{. 

ОеЛпМоп VI. Ё8 861 Ш е^ше ЬвИеЫ^е Мапаг^Ши^ке!!, 
1 (8, 8', 8"....) е1п 8у81ет тон АЬМШип^еп Й1е8ег Мапш^- 
ГаИ1§кеН 1п 81сЬ 8е1Ь81; ёа8 8у84:ет 2 капп екое еидИсЬе 
оЛег повпДИсЬе АигаЫ е1пге1иег АЬЬНёио^еп еп{Ы1еп. 
Ка118 .)е(1ег АЬЫЫип^ 8 (1е8 8у8*ет8 2 е1пе гУ1е\{е кЬЬМмщ 
йеззеШеп 8у81ет8 еп(8рг1сЫ, -^16 1п Ве/и^ аи4* 8 1пуег8 18(, 
ипй зейега Рааге уоп АЬЫМип^еп 8 ипй 8' йез 8у84ею8 2 еше 
АЬЫЫип^ 8" с1е88е1Ьеп 8у81ет8 е11*8рг1с111т Й1е аа8 8 ипй 8' 
2и8аютеп^е8е121 181, 8о ^уегйеп \у1г ва^еп. йа88 2 е(п 8у${ет 
Vоп Вегоедипдеп Лет Маппгд^'аШдк€^^ Ш гп згск зМз1 юст- 
зШ. Ыг АЬЬийип^еп 8, 8', 8". . \уег(1ео а180 а18 егтеЫ 
Вегоедипдеп Лег Маппгд^аЮдкеИ Ш гп згсН Ье1гасЬ1е1. 

Гиг ]е(1е Ма1т1§(а111§ке11 Ш 1й881 81сЬ е^п 8у81ет уоп 
Ве\уе§и11^еп аиГ уег8с111е(1епе \Уе18е 1*е818е12е11. ХУаЫеп ^1т 
гит Ве18р1е1 е1пе Ье§геа21е АпхаЫ уои Е1етеп1еп (ЗЯ') йег 
Мапп1§ГаИ1§ке11 ипй 8е12еи \у1г П1Г й1е8е1Ьвп еи! 8у81еш уоп 
8иЬ8111и41опеп Ге81, Й1е е1пе бгирре Ы1(1еп. Ше 8иЬ81Ни- 
Ноп 81е1И е1пе АЬЫМип§ йег Мапп1§Га1и2;ке11 3)?' ш 81сЬ 
8е1Ы уог. Ёг\уе11еги \У1Т (Иезе АЬЫМипг; (1а(1агсЬ, (1а88 \^1г 
Зейез Ё1ешеп1 уоо ЗК, йаз йег Мапп1^Га1112:кв11 3)?' п^сЬ! ^е- 
Ьбг1, 81бЬ 8е1Ь81 еи18ргес11си 1а88еа. 8о^^V^г(1 (11е8е1Ье ги елпег 
АЬЫМипе; йег 2:ап2еп Мапп1о;ГаИ1?;кеИ ЗК 1П 81сЬ 8е1Ь81. Ёг\\чч- 
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1;егп \У1Г аиГ (11е8е1Ье Ш18е .)ейе ЗиЬз^Нийоп йег Мапп1^а1- 
1щЫ\ Ш' ш е1аег АЬЫ1(1ип§ Лег Мапп1§Га1иёке11 2К ш 81сЬ 
8е1Ь8(^ 80 егЬаНеп \^1Г е!!! 8у81ет уоп Ве\^е§1Ш§еп йег Маи- 
пх^ГаШ^кеИ ЗЯ 1П 81с11. 

ОеПпШоп VII. Риг ешеМапп1^а1и§кеи^Х^ 8е1еш'8у8(ет 
УОП Ве^уе§ипо;еи 2 Ге81?е8е121. Ра118 ез 1т 8у81ега 2 е111е 
Ве\^^е§ипё 8 ех18иг1, \^е1сЬе йен Е1етеп1е11 М, К, Р... (11е 
Е1етеи1е М', К', Р'... ги\^е181, 80 8а§1 тап, (1а88 йаз 8у81еш 
УОП Е1етеп1еп М'^ N^ Р'... ш Й1е8ег Мапп1ёГаи18ке11 гиг 
Вескипд ш{ йет 8у81ет М, К, Р... §еЬгасЫ \уег(1еп капп 
ипй йа88 (11е Вел\^е§ип§ 8 (11е8е Вескипд ЪешгЫ. 

ОеИпШоп VIII. АУвпп Шг е1пе Мапп[^Гаи^кв11 ^Х>2 е1п 
8у81ет УОП Вв^е^ипёеп {е81§в8е121 181^ 80 капп шап зейвш 
Рааге уегзсЬ^ейепег Е1ешбп1в е1пе аггИ1пьеИ8с11е {рояйт) 
V(т О \уег9еКШ(!пе 2ак1 (1егаг1 еп(8ргесЬеи 1а88еи, йавз 
2ше1еп Рипк1епраагеп^ Й1е аиГ 1Гйеп(1 хуекЬе \Уе18е гиг 
Оескип^ ^еЬгасЫ \уег(1еп коппеп, Ье8(аиЙ1§ (11в8е11)е 2аЫ 
еп18ргесЬеп 8о11 : зсЫесЬкгсИп^з кдип(еп \^1г ^а аИеп Раагеп 
ё1е8е1Ье ^аЫ вп18ргесЬеп 1а88еи. 016 2аЫ^ (116 дет Рааге 
УОП Е1етеп1еп аиГ Й1е8е \Уе18е 2и§е\у1е8еп 18Ц \^о11еп \?1г 
ё1е Еп1/егпипд (Иезег Е1ешеп(е пеппеп. 

\У1Г Ье1опеп, (1а88 Й1е Еп1Гегпип§ Лет Рааге уоп Е1е- 
теп1еп еп18рг1с111, о1ше КискзюЫ. апГ (Не Ог(1пип§, 1П \уе1- 
сЬег \У1Г (11е г\уе1 Е1ешеп1.е пеппеп (МN о(1ег КМ). 0|е Ео1- 
Гегпипё уоп 2\уе1 Ё1ешеи1вп N ип(1 М \\'ег(1еп \У1г йигсЬ 
КМ ойег МК Ье2е1сЬиеп. 

ОеАтИоп IX. Е1пе Мапп^^ГаШ^кеЛ, Шг >^'е1сЬв еш §У' 
81€т УОП Вс^Vе^5ип§еп Ге81§е8е1/1 ипй ]е(1ет Рааге уоп Е1е- 
теп1еп е1пе Еи1Гегиип^ ги^езсЬпеЬеп 181^ \уегЛеп >лчг е^оеи 
Каит^ П1ге Е1отеп1е (Не Рипк1е вквев Наитез пеппеп. Е1П 
8у81сп1 УОП Рипк1еп 1П е1пет Каише \\ег(1еп \у1г еш Ое- 
ЫШе пеппеп. 

2\\'е1 Каише коппеп 81с11 ип1ег8сЬе1(1еп : епиуе(1ег (1игс11 
Й1е Е1ешеп(е (1ег Маип1ёГа111йке11еп^ (11е Й1е8е Каише ЫЫеи. 
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о(1ег, \^еда вз (11е8е1Ьеа Ма1т1§{а1и§кеиеа 810(1, (1игсЬ (Не 

Ве^уе^ио^еа, (Не т 11теп ЬеггвсЬеп, о(1ег еа(111с<Ь— Ье1 Лео- 

8€11)еа Вемге^ипёец — дигск ё1е Ёииегаип^бц^ сНе (1бп Ринк- 

1еараагеп га^езсЬпеЬеп 8Ш(1. 

N00 ^гоНео ^1г шще; Кацше аоШЬгео: 

1. Е8 86160 Х„ Х^^ Хз... Х« п идаЫ1ао§1ёе Уегаойег- 

ИсЬе. ^е(^е8 8у81ет уоо гееНео У^'егШеа (Неаег УегаойегПсЬео 

\уо11ео тг а18 е10 Ё1ео1ео1 е1оег Маоо1§(е1и§ке11 Ье1гасЫео. 

Оег 1оЬе§г11Г аПег 8о1с11ео Ё1етео1е Ы1(1в( е1ое Маоо1§(аи1^- 

кеИ, Й1е \^1Г йогсЬ ©„ ЬехеюЬоео \уег(1ео. 

Рог Й1е8е МаопщСаШ^кеи ^оНео \^1г е10 8у81ега уоо 

Ве^ге^оозеп Се818е12ео. ^еЛе Тгао8(огта110П, \уе1с11е. ЛогсЬ 

(11е 01е1сЬаоёео 

Л^ г= ^1,1^1 +а|^2 Л2+ . . . . + а|,„л„-|-0Г| .... (1) 

1=1, 2, 3. . . .0 

аоз^ейгоск! >У1Г(1, 81е111 е1ое АЬЫМоо? йег Маоп15ГаШёкеи 
®„ 10 81сЬ 8е1Ь81 уог, ГаПз (Не Кое(Г1С1ео(ео а,^ ио(1 {а^) гееПе 
2аЫео 81П(1. У^1г >уо11ео оо8 аЬег оог аоГ 8о1сЬе АЬЫЫоо- 
(;ео (11е8ег Аг1 ЬезсЬгаокео, 1о (1егео (Ие1с11ио5ео (1) (11е 
КоеШс1ео1ео а,^ еш ог1Ьоёооа1е8 2аЫео8у81ео1 ЫМео оо(1 
(11е Ве1егт1оао1е 2+ а^д аа,2.-. а„о §1е1сЫ-1 181. Вег 1оЬе- 
^пй аИег аоГ сНезе 1\^е18е (1еГ1о1г1ео АЬЬ1Мио§еи ЫЫе! е10 
8у81ет уоо Ве\уе§ио^ео. 

Ео(1ис11 861 Й1е Ео1Гегооо§ уоо 2\уе1 уег8сЫе(1еоео Е1е- 
тео1ео (х,, Ха-... х^ (у^, у^.... у^) (1огс11 йео Аи8(1гиск 



^{^х-ЬУН^2-ьУ+ -• + (Хп-Уп)^ . . . (2) 

(1ейо1г4. Вег аоГ сНезе \Уе18е ео(181ао(1еое Каот \У1Г(1 €(1ег 
П'Лгтеп8гопа1е еисШгзс/ге ^Мепгаит^ §еоаоо(. \У1г \уег(1ео 
|1т (1огсЬ Е„ Ье2е1сЬп€0. 

2. В1е8е1Ье Маоо1§Гаи1§кеи ©„, \у1е 1т уоп^ео Ра11е. 
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В1е ЕпНегпипг г\шет Е1етеп1е \У1Г(1 еЬепГаИя йигсЬ йеп- 
8е1Ьеп АизЛгиек ЛеПшг!. 1)1е Ве\^е§ип^еп мгегйеп аисЬ ЛигсЬ 
ТгапзГогтаНопеп (1) Даг^езЫИ; <11е гееИеп КоеШЫеп!?!! Ы1- 
йеп е1П 01111о?опа1е8 Вуз^ет^ йеззеп 1)е1ег11Йпап1е аЬег 8о- 
\уоЫ +1 ше аисЬ — 1 ^\т]1 тп капп. В1е8еп Каит \уо1- 
1еп \у1г (1еи ег^сШгзскеп П'(1гте1Шопа1еп ^аМепгаит га)а1ет 
Агг пеппеп — иш1 йигсЬ Г„ Ьеге^сЬпеп. 

3. В1е8еП)е Мапп1«:Га1п2;ке11 ипй (11е8е1Ьеп Ве\уе5ипе:еп, 
\У1е 1П Е„. 1)1е Еп1Гегпип§ \У1Г(1 ДигсЬ (Ие Когте! 

I (х,-у,)Ч(х,-у,)'+ .... +(х.-уЛ*{ I 

(1аг55е81е1и^ \уо з е1ие розИтуе есЫ ^еЬгосНепе Соп8(ап1е 181. 
В^езеп Наит \уег(1еп \У1Г (1игс11 Е'„ ЬехеюЬпеп. 

4. В1е8е1Ье Мапа15[а1%ке1( ипй й1е8е1Ьеп Ве\уе§ип5еп 
\У1е 1п Еп. 1)16 Еп1Гегпип§ \уш1 йигсЬ (Не Рогте! 

(Х|-У,)4(х,-Уа)4 • . . • +(Ха-уЛ' 

е 

с1еГт[г1. 

В1е8еп Каиш \уе1ч1еп.\У1Г йигсЬ Е"„ 1)е2е1с1шеи. 

5. А18 е1и Е1етеп1 ешег Мапп1{2;Га1и^5кеи 31„ \У1Г(1 еше 
8у8(ет гееИег ЫдеЬагзсНег ^Vег(11е уоп п ипаЫ1аио;1о;еп 
УегапйегНсЬеп Х^, Х,. . . Х„ ап^^еиоттеп. 1)1е Ве\уе§ип§еи 
\уег(1еп \У1е(1ег йигсЬ (11е1сЬипо;еп уоп (1ег Рогт 

Х| =а|дЛ| +а|^аЛ2-|~ • • • • "г^1,п Лп-|"а4 
1=1^ 2^ 3. . . . п 

(1аг^е81е1и, Легеп К()еШс1еп1еп а^ гееНе а1§еЬга18сЬе 2аЫеп 
81П(1 ип(1 е1и ог11101!;опа1е8 8у81еш тИ (1ег 1)е1егт1иап1е + 1 
ЫМеп ; (Не Соп81ап1еи щ 81П(1 еЬепГаИз гееИе а1реЬга18сЬе 
2аЫеп. 1)1е ЕпИ'егпии^ \У1Г(1 (1игс11 (11е еисИ(118сЬе Рогте! 
(2) (1еГппг1. 01е^еи Каиш \уо11еп \У1Г йигсЬ А„ Ье2е1сЬпеп. 

6. Е8 шб^геп Х^, Хз^ Хз (1ге1 ипаЫ1ап^1?е Увгап(1ег11сЬе 
1)е(1еи1еп, с1егеп улуе! ег81его ЬеИеЫ^е гееИе \Уег!Ье аппеЬ- 
шеп коппеп, сИе \Уег111е (1сг ([г^Кеп 1т1е88еп с1игсЬ Й1е Ве- 
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(11п5ип5+1 ^Хз^ — 1 Ье^геп^^* 81П(1. ^е(1е8 \'?ег1118у81ет 
(11е8ег Уег&П(1ег11о11еи 1)е1гасЬ1еп >У1Г а18 е1П Е1егае111 е1пег 
Мапп1§Га11;1§кеН. 016 Ввмгвёип^еп 1а (Иезег Мап111ё(аИ1§кеи 
тб^еп (1игсЬ сИе бЫсЬип^еп 

ЛЗ=Аз 

аи8§е(1гйск1 \уегс1еа; (11е КоеШс1еп1е11 {[{езег (Яе1сЬии§еп 
81П(1 гееПе 2аЫеп, ипй Й1е а,^ ЬПйеп е1п ог^Ьо^опаЬз 8у- 
81ет. В1е ЕШГегпип^ зе! йпгсЬ Й1е еисИсИзсЬе Рогюе! (1ей- 
П1г1. Вен аиГ Й1е8е \Уе18е епЫапйепеп Ваит А^егйеп \у1г 
йигсЬ вз ЬегетсЬпеп, 

7. ]Хип 8ё1еа Хр Х^, Хд.. . .Х„^ Х„+1 (п+1) УегйпЛег- 
ИсЬе, \уе1сИе (Не 61е1сЬии§ 

Х1 + Л2-ГА3-1- .... +Ап-{*Лц^1 =^1 

ЬеГпей1§еп. ^ейе8 8у81ет гееИег У^егШе Й1е8ег УегапйегИ- 
сЬеп >уо11еп \У1г а18 е1П ЕЬтеп* е111ег Мап1И^ГаШ§ке11 Ье- 
1гасЫеп. Риг (Неве Мапп1ё[а1ийкеН 8е12еп \у1г е1а 8у81ет 
уоп Ве\уе§иаёе11 1*е81, (11е йигсЬ (11е (ИешЬип^ец 

X 1 = 81,1X1+81,2X2+ .... +8 ,0X0 + 81,0-1-1X0+1 

Йаг§е81е1и \уег(1еп \ (11е КоеШс1еп1еи а^ 81П(1 гееНе ХаЫеп ип(1 
ЫШеп еш ог1Ьо§опа1е8 8у81ет юН (1ег Ве1егт1ца111е +1. 
\\'е1т (х,, Х2 .... Хоц.1), (у1,у2 • • • • Уп+О 2\уе1 уег8сЬ1в(1епе 
Ё1е1пеп4е (Незег Мааа1§{а111§ке11 Ьейеи1е11, 80 181 

— 1<х,у^+Х2У2+....+х„^1У„+1<1 

В1е 2аЫ («^ (Не (1еп Ве(11п§1Ш§е11 

С08со«Х1У1+Х2У2+ +Ха+1У„+ь 0<и)':^7Г 

5епй§1., пеЬтеп Гиг (Не Еп1Гег11ип§ (Незег Е1ете111е ап. 

Бег 80 е11181ап(1епе Каиш ^у^г(1 *(1ег п-с1гтеп8гопа1е 
2ак1епгаит Кгетап718ъ §епапп1; \У1Г ^^хг(1еп 11111 ЛигсЬ В» 
ЬегеюЬпеп. 



I 
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8. Ёп(111с)1 $е1еа Х|, Х^, Х3.... Х„ п иааЬЬёа^1^с 
гееИе УегапйегИсЬе, йегеп \\Гег111е йег 11пё1е1сЬип§ 

Х?+Х?+Х?+ .... +Х![<1 

§епйееп. ^е(1е8 \Уег1Ь8у81ет Й1е8ег УегапйегИсЬеп Ье1гасЫеп 
\^1Г а18 610 Ё1етеп1 е1пег Мапп^^ГаШ^кеИ. Риг (11е8е Мап- 
111ёГа111§кеи 81е11еп >^1г е1п 8у81ет уоп Ве>уе§ип5еп Гез!, 
\^е1сЬе дигсЬ А1е 01е1сЬип§еа 

аи8§е(1гиск1 \уег(1еп 016 КоеШс1еп1еа а^ 8111(1 гееИе 2аЫеп, 
д1е деп в1е1сЬип§ва 

1=-.1, 2, 3,....(п+1) 

2^X81,182,2. . . . 8,^1,п^1= 1 

§епйёеп. А18 Еп^Гегоип^ 2\уе1ег Е1етеп1е (ХрХ, . . . .х.) 
(У1лУа у.) Ф^ <1вг Аизйгиск 

,(х , (1-х;-х'2-. . . .-х;)(1-у?-у^— . ■ . .-у,') 

В1е8ег Ваит \У1Г(1 йег ^П'сИтепвгопак 2Шепгаит Ьо- 
Ьа18сНеик1/8ъ ^епапп!;. \У1Г \уег(1е11 1Ьп йигсЬ 1з Ье2е1сЬпеп. 

1т NасЬ8^е11еI1(1еп хуегйеп (Не Го1§еп(1е11 Ваите п^е- 
^епс1е1 : 

'-Зп ^3 1 ^8 » ''З') '■4- ^З") ^2? вз-) "З' Ц' 

ОеНпИЁоп X. АУепп Ье! е^пег Ве\уе§ии§ ш ешеш Ье- 
ИеЫ^еп Каите е1п Рипк1 81с11 8е1Ь81, еп18рг1сЫ, 8о >уег(1еп 
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^1г $а@еп^ (1а§$ А\г Ве^е^ип^ ^гезеп РапЫ гп Вике 1а88(. 
1а88( 6106 Вб\^б§ииё а11б Риок1б 6Ш6$ вбЫЫбв 1о ВиЬб^ 
80 ^егйеа ^1Г за^бп, йазв Й1б Вб\^б§ип§ (1а$ дате беЬШе 
т Ви11е ШЫ. 

ОеИпШоп XI. Ё1ае Ве^б§ип@, (11в 611160 Раок1 (гбврбс- 
Цуб бш 6бЬ1Ие) 10 ВиЬб Шзз!^ >убгс[бо \у1Г ^пе 1УгеКипд 
ит вшеп Рипк1 (гбзрбСЙУб ит сИезез ОЛгШе) 060060. 

$а{2 1. 1п }еЛет Ваате дьеЫ ез егпе Ветедгтд^ ёге (1еп 
дапгеп Ваит гп ВиНе 1а$91. 

ВеVVе^$. 810(1 8 оой 8' 2^61 1оуег8б Вб^уб^ио^бо йбз 
Ваио1б$^ 80 %^пщ\ ^16 аа8 Шобо 2и8аттбОёб$б121б Вб\^б- 
^005 Й6Г Убг1ао§1бо Рогйбгио?. 

ОебпШоп XII. Ё8 86160 (^ ио(1 ^' 2>Уб1ббЫ1с1б 1обШбт 
ЬсИеЫ^бо Каио1б. ^V60^ 68 10 (11б8бт Ваишб шо^ИсЬ 181 а11б 
Риок1б (1б8 бГ8бо'(|бЫ1дб8 тН а11бо Риок(бо <1б8 г^убНбо гиг 
Вбскио§ 20 Ьг108бо^ 80 >Убгйбо ^1г за^ео, (1а88 Лаз сгз1е 
веЫШ с1ет г%оег(еп копдгиеги %з1. 

$аи 2. 1п ]ейет Ваите Ш ]ейез ОёМйе злсН зеШз1 
копдгиети. [8а12 1]. 

$а12 3. т^ кошдгиепи ггтег веЫШе %п еьпет Ваите 
%з^ ете дедепзеШде ВешНгтд. 

Ве1йгв18. 1о ]б(1еш Ваошб бо18рг1сЫ; ]бёбг Вб\уб§ио§ б1ое 
1оубГ8е Ве\у^б^оо§. 

8а12 4. 8гп(1 ггоег ОеЫШе гп еьпет Ваите етет Лпи 
1еп копдгиеп1^ за згпд, зге егпапйег копдгиепЬ. [ВеГ1ш1100 VI]. 

ОеАпИЁоп XIII. Ё8 86160 А.^ В, С (1гб1 Риок1б ш б1обт 

Каите. 1Ьобо бо18ргбс11ео Ат Ео1Гбгоийёбо АВ, ВО., АС. 
РаПа 6106 Й1686Г Ео1Гбгоио§бо йбг 8иттб йег 2>уе1 аойбгбо 
^1е1сЬ 181., 80 >уег(1ео \у1г аа^бо (1а88 Й1е йге! Риок1е 610 
дегасШпгдез 8узгет ЫЫеп, 0(1бг Да88 ]б(1ег (1ег Рпок^б 1П Вбги^ 
аиГ (116 2>У61 аойегбо дегаЛИпгд Иед1'^ ио(1 оатИсЬ \Убпа 
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АС=АВ+ВС 181, \уег(1еп \^1Г за^еп, йазя йег Рипк1 В гюг- 
8сНеп (1еп Рипк^еп А ипс! С 116^1. Оег 1пЬе§п1Г аИег Рипк^е, 
\^е1сЬе П1 Е1пет Ванте 2\\18с11еп йеа Рипк1еп А ипй В 
\щ1^ тхЛ (11е Штеске АВ ^епапп!. 

Ез 86160 А, С 2\Vе^ Рипкк III ешет Каите, АС 1Ьге 
Еп1Гег11ипё, ш еше ЬеИсЫ^е уоп О уег8сЫе<1е11е агиЬте- 
118сЬе 2аЫт (Не к1е1пег а18 АС 181. )У1г Гга^еп пип, оЬ 
1п ипвегет Ваите е1п Рипк! В 'ешйг!, (1ег г^у^всЬеп А 
ипс1 С 1п (1ег Ёпи'егпип^ ш уоп А 11е§Ц (1а8 Ье1з$1;^ оЬ ев 
е111еп зокЬеп Рипк1 В §1еЫ, йазз АВ-=и), ВС=АС— ш. 

Ве1гасЫе11 >у1г Й1е апа1у118сЬеп Каите^ (11е \У1г УОгЬег 
ап^еГШиЧ ЬаЬеп^ 80 йЬеггеи^еп \У1Г идв ЫсЫ, йа88 ез Ш1 
Ваите Е'„ 7лу18с11еп ке1аеа 2\уе1 Рипк^еп е111еи 2\У18сЬеп- 
р1шк1^1еЫ. 1тКаитеЕ"п е:[еЫ ез Рипк1епрааге, Гаг (11е 2\^1- 
8сЬе11риик1е ех1811геп ипй ез ^1еЫ РипкСепрааге, 7Лу18сЬеп 
(1епеп ке1пе Риик1е Ие^еп. 1т Ваите Ап (\у1г ЬезсЬгапкеп ип8 
1т Го1§еп(1еп аиГ йеп ВаитАд) ё'^^^- ^^ \уо111 Гиг ЬеИеЫ^е г\уе1 
Рипк1е А, С 2\У13сЬеириик(е, аЬег п^сЫ [и ]ейег Епйетии^ 
уот Риик1е А (йа (Не Еп1Гег1тп^ 111 (11е8ет Вантб п1сЫ 
1га8сеи(1е1и 8е1и капп). 1)а^е§еп 1т Ваите Ед 81еЫ ез ш\- 
зсЬеа 2\уе1 Ье11еЬ1§еи Рипк1еп А, С 1п ЬеНбЫ^вг ЕпИегдип? 
а)<;АС УОП А е1пеп 2\у18с11еприпк1 В. >У1Г (1йгГей а180 роз- 
ШИгеа : 

Ро$1и1а1 I. 1т Наите, йеп гогг Ье{гас/11еп гооЦеп^ дШ>1 
ез 2,ю%8скеп ЬеИеЬгдеп згоег Рипк1еп А С гп ЬеИеЫдег Еп1- 
^етипд охС^ЛС V01ъ егпет (Неаег Рипки егпеп 2гог8с/1еП' 
рипкь. ,]е(1еп Ваит, (1ег (Незе Е11^епзсЬаГ1 ЬезН/Л^ >уег(1ео 
\У1Г (1игсЬ 21 Ьехе^сЬпеп. 

В1е Ваите Ед, ^з-) ^2п вз, Ед, Л,., /.3 8Ш(1 Ваите О,. 

8а12 5. ВгШеп (1гег Рипк(е Л, /?, С егп дегаМпгдез Зу- 
в1ет ипй ЬппдС егпе Вегоедипд сИезе Рипк(е гиг Вескипд 
шг1 с1еп Рипк(еп А\В\С\ — во ЫШеп сИе 1еШегеп аисН т 
дегайЫтдез Зуз^епг; ипв, 2гоаг юепп йег Рипк1 В гтзЫхеп 
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А ипЛ с Иед1^ во Иед1 аисН Лег епЬвргескепЛе ГгшЫ В 
гтзсНеп А' ипЛ С. 



Веме18 



АВ + ВС = АС 



АВ « АЪ^ ВС = В'С, АС * А'С 
"А'В' +"84)' = А'С' 

ОеЛп№«п XIV. Ёш ОеЫМе, (1е8$ео ЬеИеЫ^е (1ге1 Рипк^е 
е1п §ега(111П1ёе8 8у81ет ЫМеп, \уег(1еп \у1г е1а дегаЛгпгдез 
беЬИйе пеппеп. Лейеп Рипк! еше8 5ега(1И111§еп (1еЫ1(1е8., 
(1ег 2\У18сЬе11 2\^е1 апйегеп Риак1еп (Иезез ОеЫМез Ие^!;^ 
\уег(1еп ^1Г е1пеп тпегеп Рипк1 Лев ОеЫЫез пеппеп; зейеп 
Рипк! аЬег е1пе8 §ега(1Ип15еп ОеЬНЛез, \уе1сЬе1п ке!пе 2>уе1 
Рипк1е йез беЬНйез еп18ргесЬеп, 2мг18сЬеп йепеп ег \щ\^ 
у^егйеп у^1г е1пеп апзпегеп Рипк! йе8 6еЫ1йе8 пеппеп. 

Е8 8е1еп А, В^ С, В у1ег уегзсЫейепе Рипк1е 1п1г§еп(1 
ешет Каите. Хектеп ^1г ап. (1а88 2^е1 топ (11е8еп Рипк1еп 
ъ. В. А иа<1 В 1н Вегио; аиГ дл^ ИЬщьм ^вгаёИп!^ {{е^еп^ 
(1а8 Ье188С А^ С^ О ип(1 В^ С, О ёбга(1Ип1ёе %8|:етв ЫИеп. 
Nин &а^еп ^1г. оЬ аисЬ (11в Рипк1е С пш! О Ье1 ё|е8вп 
Ве(11и§ипёеп ш Веги^ аи1' А ипА В §ега(111п1§ Ие^еп^ (1а8 
Ьв1881 — оЬ А, В, С цпй А, В, I) апсЬ §ега(1Ип1§е 8у81ете 
ЫЫеп. 11т (11е8е Рга^е 2и Ьеап1\уог4ев, м^епйеп \\чг ип8 ги 
ип8егеп апа1уи8с11еи Ваишеп. >У1г цЬеггеи^еп ипв 1е1сЫ., 
(1а88 1п йеп Каашеп Е,. 1Е^^ Е^ 1.^^ Сз-у А^, 1з Ы1(1еи ё1е 
У1ег Рипк1е Ье! йеп §еиапп1еп ВесИп^ип^еп 8(е18 е1п §ега(1- 
1ш1§е8 (}еЫ1(]е. 1т Ваите Я^ аЪег капп ея аиск ап(1ег8 
8е1п. 8шй 2. В. А, В., С, В (11е Рипк1е (со8 ш^ 8Ш «о, О, 0) 

(СОЗО),, 8!аа)р 0,0)(0,0, О, 1) (О, О, О, — 1) иП(1 а)>ш,, 80 181 

А0^ВС«АО=В1)=Г СВ=1г, АВ-со— ш,. 
016 Рипк1е А^ С^ В ип(1 В, С, М ЫЫеп е1п §ега(111ш- 
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§68 8у81ет, ^аЬгепй Шг (Не Рипк1е А, В, С (Нее аисЬ П1с111 
Лег Ра11 8610 капп. 

\У1г ййгГеп а180 розШИгеп : 

Ро$(|||а1 II. ТГгг гооЛеп зЫске Наите ШгмЫеп^ т 
йетьеп ЬеИеЫде шг РипШ егп дегаШтгдез ОЛгЫе ЫШеп^ 
зоЬаШ ггюеь Vоп сОезеп Рип1иеп т Вегид аи[ (Не йЬггдеп 
дегадНтд Иедеп, 

Ёшеп Каит ^и Лег ^1686 Б1§бП8сЬаГ1; аисЬ ЬевКг^ ^ег- 
Леп \^1Г йигсЬ ^^ Ьб2б1с11Пбп. В16 Мите Ез, ^з-) ^2-) ^^ 
6,^ 1з 81пё Ваише ^^. 

$а!2 6. 1п егпет Каите ^^ гзС }е(1е 81геске АВ 
егп дегадНпгдез веЫШе. 

$аи 7. 1п егпет Каите 2^ ^^^^ ^^^ 1пЬедп^ аЛег 
РипШ^ (Не %п Вегид аи/ егп , РипШпрааг дегасШтд Иедеп 
(йхеве ггоег РипШ егпдевсЫовзеп)^ егп дегас11гп%де8 0€Ьй(1е. 

Вег Вб\уе18 Й1б8бг 8а12б 1а881 81с11 1б1сЫ аиГ йаа Ро- 
81и1а1. II гигйскШЬгеп. 

ОеИпШоп XV. Оеп 1пЬб§г1№ аИег Риак1е 1а ешет Еаите 
0^^ й1б 1а Веги^ аи!'. 2)^61 Риак^е А иад В §егадИп1§ Не- 
ёеа — ^1686 2^61 Риак1е т11 е1Пёе8сЫа88бп — >ягег(1еа \У1г 
б1ае дегас1е Ыпге ос1бг киг2\^е§ е1ае 0,егас1е аепаеа. 

Аи( (116 Ро81и1а(е I ио(1 II у^егёва аасЬ 1е1сМ (о1§бо<1е 
2^61 8а12б 2игйск§б№Ьг1 : 

$а12 8. '1€(1е 8{геске ипЛ ]е(1е вегаде гп егпет Ваите 
^2 еп1ка11еп ипЬедгепгЬ те1е Рипк(е. 

$а12 9. Вге Оегайе тЫ гп егпет Ваите ^^ (1ит(^ 
ггоег ЬеИеЫде гкгег РипЫе Vо^^коттеп (1ерпгг1. 

$а1г 10. Ез зегеп Ау В^ С^ В тег РиЫсЬе т етет 
Ваите ^з-» ^^^ ^*л дегадХгпгдез ОеЫ1с1е ЫШп. ЫедЬ с1ег РипЫ 
В гшзсНеп А ипй С, во капп йег Рипк( В пгск1 егпгеЩ 
зогооЫ гтзсНеп А ипЬ Б, юге аиск ггогзсНеп В ипй С Иедеп, 
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Веу\ге18. Шге е1пе 8о1сЬе ^е^епзеШ^е Ьа§е йег Рипк1е 
шб^ИсЬ^ $0 \уйг(1еп д1е 1о1§еи^ео Ве21е11ип§еи зШ! Гт(1ег1: 



АВ + ВС = АС 

АО + бВ = АВ (I) 

Ш + ВО = ВС 

Аа$ (Иезеп вЫсЬио^еп ег§1еМ 81сЬ. 

Аб < АВ < АС, ВС < ВС < АС; 



Уоп деп с1ге1ео Ё111№гпип§вп АВ, ВС ип(1 АС 181 аЬо 
(Не 1е|21еге (116 §гбв8(е. Ва аЪег А1е Рипк1е А, В, С е1а 
ёегаЛ11п1^ев 8ув(ет ЫЫеп^ 80 181 



АВ + ВС = АС (4) 

А(1Д1ге11 ^1Г Л1е 01е1сЬип§еп (3) иай 8иЬ81гаЬ1геп \Г1Г 
(1ап11 (116 01е1сЬи11§ (^4), 80 Ьекбттеп \пг ВВ=0, угаз ип- 
шбёИсЬ 181. (ВеПпишп VIII). 

АиГ (11е8е1Ье >Уе18е >уег(1еп аисЬ Го1§епйе 8а12е Ье- 

МГ168еП 

$а(2 И. ВМеп тег РипШ А, В^ С, /) ш егпет Ваите 
2, е%п дегайИпгуев ОеЫШву гооЬег йег РипкЬ В гтзс/геп А ипс1 
С, с?ег Рипк{ В гтвЫхеп Л\ипй В 1%ед1^ за НедЬ йег Рипк( 
В ггогзскеп В ип(1 С. 

$а12 12. ВМеп шг РипШ А^ В, С^В ет дегасШпьдез 
ОеШйе гп егпет Ваите 2^, гоЛег Лег Рипк1 В ггигзс/геп А 
ипй С, йет РипЫ В гтзскеп А ип(1 В ИедЬ^ во Ыещ^ Лет 
Рипк{ В гь)г8Ы1еп А ип(1 С. 

Е1\уа8 ишзШпсНюЬег 181 (1ег Ве^е18 йез Го1§еп(1б11 8а12е8; 
йосЬ 1а881 ег зюЬ аисЬ аи1* (11е уог11ег§е11еп(1е11 8а12е ипй 
(116 Ро81и1а1е I ип(1 II гигискШЬгеп. 



во в. к А а А к. 14 

$а1г 13. ВйЛеп V%е^ РипШ Ау 5, С ипй П гт Ваите 
2 егп дегайИтдев ОеЬЫе, гооЬе1 ЬеШе РипШ В ипс1 В ^ггг1- 
зскеп А ипЗ. С Иедеп] зо 1гед( йег РипЫ В егй'ьоейет гюх- 
зсНеп А иЫ В ос1ег гтзскеп В ип(1 С. 

ВфУ\ге1$. ^бЬшеа \^1г ап^ йавз Дег Рипк! О мге(1ег гж'х- 
зсЬеп А иа(1 В, посЬ 2\V^8сЬе^ В ип<1 С 11е§1. Бе! (Иезег 
АппаЬте 8Ш(1 Го1§ва(1е У1ег КошМааНопеп то^ИсЬ: 

1) В 1|е§1 2^18еЪ. А п. С, В 21^18сЬ. А и. С, В 2111Г18сЬеп А о. В, В 2?г18еЪ. С и. В 

2) В > > А>С,В > АэС,В > А»В,С » В» В 

3) В » > А 1 С,- В > А » С, А > В » В, В » С > В 

4) В > » А » С, В > А » С, А » В > В,С > В > В 

Ва йег Рипк1 В 2\^18сЬеп А ипд С \щ{^ 80 капп с1ег 
Рипк! В (8а42 10) П1б111 е1П2е1и§ 80\уоЫ /тзсЬеп А ип(1 В 
ипс1 аисЬ 2\У18сЬ1вп О иод С Ие^еп. 01е ег81в КотЬшаНоа 18( 
а180 аи8ёе8сЫо88е11. АиГ а11а1о§е Ш18е \^егйе11 аисЬ (11е 
2\уе1 Го1ёеп(1е11 КотЫаа(10пе11 аи8§е8сЫо88еп. \\Чг мгепйеп 
ип8 аЫ гиг КотЫваНоп 4). 1)168611)6 ИбСбг! ё1б Ы^бпАби 
у^ег Ше1с11ип§бп : 

А В + её - АС 
АВ + СВ = АС 
А В + АВ = ВВ 
СВ + СВ - Щ 

аи8 (1бпб11 сИб Вб21еЬии§бо 

АВ = СВ, ВС = ВА, АС - ВВ (5) 

Е8 861 пип Е 1гёбП(1 61П Шпйбг Рипк1, йбг 2\У18сЬеи В 
ипд С \щ\ (Ро81. I). А18Йаиа 181 

ВЕ + ЕС = ВС. (6) 
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N110 Ы1(1еи (Не Риок1е А, В, С^ О иоё Ё е111 |^вга(111- 
п1§е8 ОеЫЫе (8а12 7). Ва йег Рипк1 В 2\у18с11еи А ипй С^ 
йег Рипк! Е гшзсЬеп Ь ипй С \\щ{^ зо \щ[ аисЬ йег 
Рцик1 О 2>у18с11еп А ипс! Ё (§а12 11). ОаЬег 18( 

АЁ = А1) + Ш. (7; 

Ап(1гегзе11з 1щ{ (1ег Рипк( С 2\^1зсЬеп О ипс! В, (1ег 
Рипк! Ё 2>11Г1зсЬео О ип(1 С; даЬег Ие^! Аег Рипк1 С аисЬ 
2Ш8сЬеп Ё иод В (8а12 И); Го1§исЬ1 1з1 ^ 

ВЕ = ВС + СЕ. (8) 

Оа с11е Рипк{е А, В^ С, В ипЛ Ё т §егад11п1^е8 Ое- 
ЫМе Ь11(1еп^ \щ{ ёег Рипк! Ё ёвга(1ИБ1§ III Вв2и§ аиГ А 
ип(1 В. Кип \^о11еп \^1Г аЬег Ье^е1зеп, (1азз (11ез ипто^ИсЬ 1з(. 

а) КеЬтеп \У1г ап, йазз йег Рипк! Е 2\V^8сЬвп А 
ииЛ В \щ1-^ а180 

АЕ + ЕВ - АВ (9) 

8иЫиа1геи \V^г 1П д1е8е 01е1сЬип§ в(аи АЁ ии<1 ЕВ 
Й1е Аизйгйске (7) ипй (8), 80 егЬаИеп \у1г 

АВ = АО + 6Ё 4 ВС + СЁ, 
оЛег ёег Ве21еЬипё (6) гиЫ^е, 

АВ = ШЗ + АТ) + ВС 

Айв ё^езег 01е1сЬи11ё егё1еМ 81сЬ, 2иГо1§е (5) ВС = О, 
мгав иптб^ИсЬ 1в(. 

Ь) КеЬшеп >У1Г ап, йазз йег Рипк! В 2\1Г18сЬеи А ипй 
Е Ие§и во (1аз8 



АЕ = АВ + ВЕ. 



а ь. 1^ А о А V. и 



ЗиЬзШшгеп >^1г ЫеЬег 81аи АЁ ии(1 ВЁ А1е Аи8(1гйске 
(7) ипй (8), 80 Ьекоттеп ^1г 

ав + Ж=ав + вс + сё; 

6Ё = ВС 4 СЕ. 

Лиз (Иезег Ве21еЬип§ егё1еЫ' 81сЬ 2и(о1§е (6) ЕС =:^ О, 
\^а8 иишо^ИсЬ 181. 

с) АиГ апа1оёе \^е18е \^1Г(1 Ье\у1е8еп, йазз йег Рипки 
п1с111 2^18сЬеп В ипё С Ие^еи капп. 

Вег 8а12 18* а180 Ье^^езеп. 

ОеГшШоп XVI. ВоЬаИ (11е 8а12е (10—13) Гез^^езЫИ 
81П(1, 1а881 81сЬ оЬпе МйЬе Ье\уе18еп, \^1е ез РгоГеззог Ш1Ьег1 
1П 8е1пег Ьекапп1еп 8сЬг1й ап^ейеи^е! Ьа1, йазз ]е(1ег шпеге 
Рапк! О е1пе8 ёега(111п1§еп ЦеЫЫез (11е йЬг1§еп Рипк1е 1п 
2\^е1 8у81ете йегаг! (ЬеНЦ Лазз Лег Рипк! О 2^18сЬеп Ье- 
НсЫ^вп 2\^е1еп Рипк(еп Ие§1, й1е тегзсЫейепвп 8у81ет€п ^е- 
Ьогеп ип(1 гтзсЬеп кв1пеп ъу^тп Рипк1еи, (Не (1ет8е1Ьеп 
8у81ете ^еЬогеп, \щ1. Ьт^ ъш\ 8у81ете ^^егйеп Й1е ът\ 
НеИеп йе8 беЫЫе» 1П Ве2П§ аиГ йеп Рипк1 О ^епапп!. 

$а12 14. Аи/ егпет дегасИтгдеп веЬМе^ аи/ (1ег8е1Ьеп 
8ег1е V(т егпет зегпег Рипк1е О капп ез кегпе ггоег РипШ 
деЬещ (Не ьоп О д1егск еп1/егп1 згпй. 

Ве«ге1$. КеЬтеп цг1г ап^ ез §еЬе ш^\ 8о1сЬе Ри11к1е 
В ип(1 С. Ва йег Рипк1 О п1с111 2\у18сЬеп В ипй С Ие^еи 
капп, 80 тизз еше Лег 2\^е1 Ве21е11ипёеи §е11еп; 

ОВ = ОС + ВСоаегбС = бВ + ВС 
Ваз 181 аЬег ипшо^ИсЬ, йа ОВ ~ ОС 181. 



8а12 15. Ли/ }ейег З^геске гп Ипепг Вайп^ 2^' д%€Ь{ 
е$ теп ипй пиг егпеп егпгч^еп Рипк{, Лег уЬп ЬеШеп ТШеН 
дШсН еп1/егп1 хз{ {сИе МШе йег 8(гескк). ' . . 

ВешгеЁз. Оаз$ ев е1пе11 8о1оЬеп Рипк! ^«Ы;^ (о1^ 'аТ1д 
(1ет Ро81и1а1е I; (1ет уог1§еп 8а12в тЫ^ё кап'й ев П1с111 
теЬг а1в шьп тъщеп Ринк! ^еЬеп, Лег <}1евв Ё1§е11ВсЬа{1 

Ое[|пгаоп XVII. Е}пе 8е1(е е1пег ^егаЛ^пЫше 1п^Бе2й^ 
аиГ е1пе11 1Ьгег Рипк1е О -^ ^{езеп Равк!' шН *1й^8оЫЛ8(^* 
$еп -^ \7ёгЛб11 тг б1веп НаШнгМ {Ыы кигх ешеп В^о^аЫ), 
(1еп Рипк! О Аеп 8вкейе1 дев Н;а1Ъ8(гаЫев Ьешиеп. Оде! ъу(Ы 
8еиеп в111ег (хегаЛеп 111 Вегй§ аиГ е1ае» Р|тк( О ЫИе1п шИ 
Леш Рипк(е О г^е! На1Ьз1га111бп ш!! ёете'шватеш! 8сЬег1е1^ 
йегеп ^ейег а18 РШзеггипд йев апйегеп ф\. 

$а(2 16. Ва9 СМЫШву Ааз егпе Ое^Ше Ьег хНтег Вегое- 
дипд йеск^^ \81 ьЛейег егпе ОегаЛе^ 

$а1г 17. Вппд1 егпе Веюедипд г}/ое% Ртк1е шег ре* 
тайеп гиг Оескипд тг1 ггюег Рипк1еп егпег апйегеп ^рета- 
йен у 80 гсггй йге гьоеИе Ое1*а(1е йигсК дле ег81е деЛёсЫ."^ 

$а(2 1В. 1а8в1 егпе Ветедит 2гл)е% Рипк{^ егпег ,вег(1^', 
(1еп гп Кике, во ЫегЫ сИе дате Оетайе щ Дике^ 

■ » • * 

01е ешГасЬеп Бе\уе1ве Л1евег 8а12е ЪегиЬеп аиГ (1еп 
§а(2еп 9^ 14 иа(1 аиС дет Ров1и1а1е 11. 

• • • 

Ев ве1ео А, В, С йге! Рипк1е III [г^епй е1пет Каише- 
1]п1вг \уе1с11ег Ве(1ш§иа§ Ывв! вюЬ йег. Ршак,! :С • ш ешеп 
Ринк! (У дцгсЬ еше 1>1*е11ап^ от 41е Ринки А ип(1 В Ъпп^ 
ееп? Ьаи1 йег ОейпШоп VIII 181 йахи поШ^гепЙ!^, йа^а .'., 



АС ^ АС, ЬС = ВС (40) 

8е1. 81ПЙ Й1е8е Вей1п§ипёеп аисЬ Ыпге1сЬепй? 11т й^езе 
Рга^е ЪV^ Ьеа111^ог1е&, \^енйви \^1г илз посЬта1в ш. ипвегеи 
апа1у118сЬеа Баишеа. 
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1п йец йаитеа Еа, Е^^ Е^*\ Е4, Л3, 11^» 1^ ^^'^^ 
й1е5е Ве(]1щ§йп§ед к^пгеюЬеа^, 1ш Байте бз (1а§е§е11 1б1 е$ 
111с111 <1ег Ра11. (1а 1а (Иевеш Байте е1пе Вге^шпд ит гш\ 
Рц^1к^е (Хр Хз-, ХзХ (Уп Уа» Уз) йЬегЬаир! пиг йапд ехь 
вИг!^ \^е1т Х|=у„ х,=у2 181. 

Ёв 1дВ81 81611 80§аг Ъе^е18еп^ (1а88 (1ег Бааш бз п^сЫ 
е1пта1 йигсЬ ШогиШеип^ пеиег Ве\^еёипёеп 1П8оГегп ги ег- 
\^б11ег11 181;;) Аавв 41е бЫсЬип^еп (10) гаг Кх18каг (1ег 
(га^ИсЬеа БгеЬип^ ЫагешЬедё \^ег(1е11 зоИвп. 

Ё8 ё1еЫ а180 Байте— ип(ег йвп8е1Ьва аисЬ Байте ^^ 
[Ез, Ед, В^^ Е4, 1з] —• 1п мгв1сЬеп ез 81е<:8 тб^ИсЬ 181, 4игсЬ 
6106 ОгеЬиа^ им г^е! Рипк1е А^ В ]е<1еп Рипк! С ш зеАеи 
аодегеп Рппк! С га Ьтш^еп^ зоЬаШ 



АС - АС, ВС = ВС 

181. Оа§е§еп §1еЪ( ез е1аеп Байт 9, (патИсЬ бз)? <1ет ^1686 
Б1§еи8с11а{1 п1с11( гикотт!, \У1Г ёйгГеп а180 ро8!аИгеп: 

Ро$(и1а1 111. ^гг ясоЛеп пиг 8о1сНе Ваите гп Ве1гаск 
ггекепу т Лепеп ез зШз тбдИЫг гз1, йигсН егпе Огектгд ит 
йге Рипк1е А, В зейеп РгигЫ С гп егпеп ЬеИеЫдеп апйегеп 
РипЫ С з!и Ьтщеп^ зоЬаЫ 



^ АС = ЛС, ВС = В<? 

1&ши Байт 0^, (1ет аисЬ сИезег Рог(1ега11§ ёепй^1, 
угег(1еа \Г1Г ешеп Байт ^з ^^вппеп. 01е Байте Е31 Е^^ ^Е"/), 
Е4, 1з 8111^ Байте &з* 

$а(2 19. Ыедеп т егпет Ваите ^з гы^ег РипкСе С, О 



810па1е саеИсИвсЬс Каит я%оег1ег Ап \ъ1. 
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)е(1ег т дМЫ^ег Еы/^етипд Vоп ^го» апЛегеп РипЫт А. В^ ее 
$%пй Ыи Р1тШе с1ег Оетайеп СП V(т Л ипб В дШск гш! 



Веу»е18. Ва СА=СВ, ОА=ОВ 1$Ц во 181 ез тд^Иек 
[Ро81;и1а1; 111] йигсЬ е1пе ВгеЬипё ит Й1е Рипк^е С Ш1(1 В 
Аеа Рапк1 А ш (1еа Рипк! Б ги Ъш^еп. Ва ]е(1ег Ринк! Е^ 
Лег (1вга<1еа СВ (1а1)е1 1а ВиЬе Ые1Ъ1 (8аи 18), во 1$1 
КА=КВ. . 

Ёз Ы%\ апз (Пезет 8а12е, (1азз 10 е1пет Ваише $^з ^^^ 
5еогае1п8сЬе От! йег Рипк1е, Й1е уоп 2\^е1 апйегп Рй11к1е11 
21е1сЬ ^е11 вп1Гегп1 зшй, е111\уе(1ег е1п Рипк!, ойег е1пе бегайе 
181^ ойег У1е11е1сЫ аисЬ Риак1е еп1Ьа11, (Не 111 Веги^ аиГ еш- 
апйег п1сЫ( ёегадио1§ 11е§еа; 1т 1еЫеп Ра11е аЬег е]|1)1а11 
^16863 веЫЫе аПе вегайеп, мге1оЬе (1игсЬ зе ъщ^ ъьшх 
Рттк1в §еЬеп. 

Ов1||1й1оп ХУН1. Ра11з 111 е111етВаите йег ^еотеМзоЬе 
Ог1; йег Рапк1е, й1е уоп гмге! Рипк^еп А, В 81е1сЬ е111Регп1; 
81пд, — Рипк^е е111;Ь9[Н, д1е ш Веги^ аа( ешапйег п1с11( 
^егайИш^ ие^еп, ^ег(1еп \У1г (1е118е1Ье11 еше ^?б€п^, ^[еРипИв 
А, В (11е Р<Яе йег ЕЬепе пеппеп. 

Кип епЫеЫ (Не Рга^е, оЬ ез 1п ]е(1ет Ванте еше 
ЁЬепе %1^Ж ]д^ зо^аг оЬ 111 ггдепЛ егпет Ваите е1пе БЪепе 
ех1811г1. Мап йЬег2еи§1 81сЬ ЫсЫ, йазз ез 1п йеп Ваитеп 
^3? ^31 ^4' Аз^ Сз^ Кз, 1з ЁЪепеп ё1еЫ ^ ип1ет Шпеп Ьевп(1б№ 
81с11 аисЬ Ваите &з- 1п^^звеи ^\ьЫ ез е111епВаит 1^з^(^^^^ 
ИсЬ Е,), 1П йет ке1пе ЁЬепе ех1з11г1. М?1Г (1атСеп^ ако 
ро81иИгеп : 

Ро$1и1а( IV. Шг гооиеп вЫеНе Ваите Ье1гасН1еп^ %п 
гоекНеп ез егпе ЕЬепе дгеЬ1. ^ 

Ё1пеп Ваит Оз, йет аисЬ (Незег Рогйешп^ §епйе*, 
^егйеп )У1Г йигсЪ ^4 Ье2е1сЬпеп. В1е Ваите Ез, 1Гз, Е4, 1$ 
81ПЙ Ваите &4- 

$а12 20. ве11огеп етег ЕЬепе гп егпет Вашпей^гтг 
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Ри'ак{е1ап, во^^кШ гНпеп аиск йге Оегаёе^ (Не Льтек сИе^е 
РъткЬе ^1: 

ЬдХг 21. 1п егпет Ваите ^^ дгеЬЬ ез егпеп РипИ аш- 
вегйаШ* уЫеп ОегпйеА ипЛ йгАЯ8егка1Ь уеЛег ЖЬепе. 

^^ ' %ь\к 21^1 '1п егпет Каише И^ декеп йитек ]ейеп РипЫ 
п)гЪедгеп21 гпеЫ Сега^еп. 

'" '' 1)ег ВеМгйз й1е8ег Шъ^ ШззГзюЬ 1е1сЫ; аиГ сИб Ех181еп2 
йег ЕЬепе ипД аиГ йеп 8а12 19 гигйскШЬгеп. 

. $д(2 23. 1п егпет Каите ^. 1а881 8%ск Шег 81га1й 
4игскегпе 1)гекипд, ит (1еп 8скег1е1 гиг Оескипд тИ ^ейет 
апс1еге,п 8{гак1е Ьппдеп^ (1ег с1еп8е1Ьеп 8скег1е1 ксЛ. 

;' 1^мв1В. Ба $б1е& ОА .ип(1 ОБ г>уе1 81.гаЫеп^ .^16 <1е& 
Зешешзащвп БсЬеМ О Ьезигеп. \У1г пеишеп аиа апГаа^ 
ап, дазз (11е 81гаЫео ОА ип(1 ОВ шЫ ё1е Раг1$б1гио§ уоа 
е1|1^{(1)4^: Щеш Ё$ зе1еп А. шк! В ът\ Риокк дег ва18рте- 
9})^941ец 81гаЫвц, (}|е Уош 8с11е1(е1 ^1е1сЬ луеН едиегц! 81вД. 
$1^ , )1^е4а1:{ . й^щ с1ег Адёе»«1и11§^ с1аз$ <11е Ёхц^ш^ егпез 
8р^<;]^ц .Рцпк1е]|рааге)а ацС <11е Ро9.1ц1а(е 1 ип(1 II гигйск^е- 
ШЬг! \\'ег(1ва капп. Ё8 зе! цид [егпвг С ё1е М1ие 4ег 81геске 
ДД(8^Ц 15), ра , 



II 



ОА = ОВ, СА =с СВ 



1в4^;гч8е ^щЫ б$ 1п ио^егвш Ваите еше ОгеЬиа^ иш (11е 
Р:№к№. С: иди!: 0^ (Не 4еи Рцдк!; А 1а ёеа Риок! В Ьпа^1. 
ВетсЬ; <11ейе ^^>.^^еЬип§: >У1гё Лег 81гаЫ ОА гаг Вескппй Ш1( 
йеш 81,га111е ОВ ^еЬгасЫ. 

\ ■ ]?^118 <11^, 81га111ед ОА ипй ОВ (11е Гог1*в12ипё .VОй е1й- 
аайег ЫИео, 8о 21еЬеа >у1г е1иеп Лгй^еа 81гаЫ ОС, йег йеа 
Радк! О ъ^т ^^ЫЫ Ьа! (8а12 22). Ез зе! 8 (Не ВгеЬип§ 
цф ({ри.Рип^ Ои ё1е 4ей Жг^аЫ ОС гиг Оескио^ шН ^ега 
81гаЫе ОВ Ьг1п§1, пай 8' (11е БгеЬии^, (11е йеп 81гаЫ ОА 
1,иг ;Реск»а§ шЦ (1(}ш У1га111е О^.Ь^^а§^• В1е Ввуе^в§ 8", 
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(11е аи8 с1еп Вбмге^цй^еп 8 иди $' гиаатшеп^езе^в^ 1В1, 1$1 еи^ 
РгеЬап^ аш Деи Ра^к^ О шк! Ьпп^! Аеп В^аШ ОА гшг 
Веокив^ шИ Аеш 81гаЫе ОВ. 

$8(2 24. 8тЛ т егпет Каите Я^ <йе РипШ А ипЛ 
В Vоа етет РгтШ О дЫЫь гоек еШ/ет^^ во капп дет РипШ 
Л Ы йеп РипЫ В (1игск ше Пгекипд ит (1еп РипН ^ О де- 

Ве«ге1&« Вг1о^вп \^!Г Аеп В1гаЫ ОА гигвеокн!^ шК 
(1еш 81гаЫе ОВ, 80 (аШ (1ег Рицк1.А 1в Аеп Рипк! В. . \ 

$а12 25. 1п егпет Ваите й^ капп ;е(1ег РипШ Л гп 
)еЛеп апЛегеп Рипк1 В деЬтасШ и^еЫеп. 

еше ВгеЬип^ ига (Не йИНе Лег 81геске АВ §е8с1геЬеп. 

$а12 26. /п егпет Ваите 2^ Ш ез зШз тодЫск гьоег 
Рапки А\ В* ^иг Вескипд тпй ^гиеь ап(1егеп Рипк1еп А] В 
ги Ьшдещ /аНз АВ = А* В' Ы, 

Веме1$. Ё$ 861 В еше Веуув^ио^^ <11е ^еи Рцпк! Л' ДД 
(1еп Рипк( А Ъг1п§(. КеЬтео мг1г ап, (1а$8 4ег . Раак1 $* 
(1аЬе1 1и два Рипк! В" ШПи Ё$ $е1 иип В' еше ОгеЬидв а.» 
А (Не аец Риак! В" ш (1(;а Риак( В Ьгьв^^ (Ва^х %^\ Щ% 
Ве\^ера§ В'\ д1е аиз Аеа Ве^^е^ипёеп В' иа(1 В ги^аща^Цт 
§е8е121 181, Ъе\уи*к1 (Не уег1ааё1е Ое(^киа^ ^е8 Рццк.Цпраа- 
гез А', В' шН (1ет Рипк1епрааге А, В. ^ 

$а1г 27. Ьг егпет Ваите 2^ 5^*^!^? ^^ ^Ч/^ ]е(1ет 81гаН1е 
Рипк1е^ (1егеп Етй/егпипд тт ЗскеМ дгоззег а18 ете Ье- 
ИЛгд дегтЫ1е 2ак1 п1. .-:•.': 

Веу^е1$. Ё8 8е1 О (1ег ВсШ1е1, А б1а Ье11еЫ§ег. Рид1б( 
(1е8 81гаЫе8 ОА; В зе! Й1в N1116 Лег 8^^еск6 0А, 2^>.1^Ш 
ЕаИегпипё ОА. : Ро1еис11 181 ОВ •= ВА »;»;, Вйадви \Й1^ 
й1е Рипк1е.О, В еа18|^ес11еа(1 ^акНе РиЛкЬ Ву А (ВаЬ Щ. 
80 Ш11 йег Рипк! А 1П ешеп: Раак* :А'. Аи! йгипс! 'Ае* 
8а12е 5, 10 — 13 копией шг на? ЫсЬ* (1«тш1 бЬегли^ей, 
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да88 Лег Ра11к( А 2\^18еЬе11 А' шк! О \щ{, да$8 а180 е1аег- 
веНв ^ег Тппк!; А' дет 81гаЫв О А ^еЬбг!^ апАгегве!);^ О А ^ Зш 
18(. 6г1Пёе11 \^1г Аапп (11е Рипк1е В, А 111 Ш Равк1е А. 
к\ 80 (Ш дег Рипк( А' 1а ешеп Риак( А", дог аиск Леш 
81гаЫе ОА ^еког! инА <1е11 АЪ8(аа(1 4 ш уоп О Ьа(;, и. 8. \1г. 
$а12 28. Вм ОЛИйву ш1 (2ет егпе ЕЬепе гп егпет 
Ваите й^ Ьеь егпет Вегседипд гшаттепЩи, %в1 аисН е(пе ЕЬепе, 

$а(2 29. 1п егпет Ваите &4 ^^' ^^ деоте1гг$с11е Ог1 
йет Рипк1е, Лге роп ^^гое^ ЬеИеЫдеп РипИеп дЫск юегС еп1/ет1 
^хпЛ^ ете ЕЬепе. 

Ъъч1Ш. Оа 1т Ваите 2^ ^^^ БЬепе ^^^188 ех1зиг(^ 
80 ша§ А1е8е1Ье ^ Ье1$8еп; А иц(1 А' 8е1е11 1Ьге РоЦ 6 (Не 
МШе (1ег 81геске АА\ Б8 1а881 81сЬ ЫсЫ гещеп^ (1а8$ а11е 
ЬеиеЫ^еп 2\^е1 Рипк1е С ипй С, Й1е аиГ йег бегайеп АА' 
Ие^еп и11(1 уои В ^ЫсЬ ^е!! еп^Геш! 8111(1^ аиск а18 Рок 
&ег8е1Ье11 ЁЬепе Ье1гасЬ(е1 \уегс1еп коппеа. Б8 8е1еа пип Н 
ипА М' ЬеИеЫ^е г^е! Риак1е, Аегеп Бп(Геп1и11§ 2 ш 181. \УаЫе11 
^1г пип Й1е Рипк*е С ипй С аиГ (1ег вегайеп АА' йегаг*, йазз 
ВС — ВС' ев ш^ а18о СС' = 2 О) зе!, ипй Ьг1п§еп ^1г (11е 
Рипк*е С,С' 1п Й1е Рипк^е М,М' (8а*2 26), 80 йеск* (11е 
ЕЬепе ^ е1пе ЕЬепе ^' (8а*2 28), Й1е йег 5еоте1г18сЬе Ог1 
йег Рипк1в 181;, \уе1сЬв уоп М ипй М' §1е1сЬ \\геи еп1Гегп1; 81пй. 

ОеЯпП'юп XIX. Ё8 8е1еп: АВ еше ЬеИеЫёе 81геске ш 

» 

1гёепс1 ешет Ваите, 

А'В', А'Ъ", . . . • А^-^В^"^^ (11) 

п апдете 81гескеп, А1е кеше тпегеп Рипк1е §егае1П8аш ка- 
Ьеп. 81еЬеа (Не 84гескеп (И) гиг 81;геске АВ ш 8о1сЬег 
Ве21е11и11§, йавз 5ейег Рипк1 йег 81гескеп (И) аасЬ йсг 
81;геоке АВ ^Ьог1 ап(1, ит§екеЬг1, ]е(1ег Рипк<; (1вг 81геске 
АВ ешет Аег 8{;гескеп (11) §еЬог1; Шт Да8 ^етешзате 
ЕпАе 2>уе1ег 81геск€п (И) 181, 80 8а§1 шап, (1а88 сИе8{геске 
АВ аи$ Леп 81тескеп {11) Ье8{ек(. 
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ОбЛпЖоп XX. Вхе 81гескеп гп еьпет Ваите аште^зеп 
Ье^88^ ]ейег 81геске е1пе агНЬтеИзсЬе уоп О уегзсЫёйепё 
2аЫ Де^а^^ 2иуге1зеа, (1а88 соа§гаеп1еп §(геЫ[е& . ^ЫсЬе 
2аЫеп еа18ргесЬеп ап(1 е1пег 81геске, д1в айв шеЬгвгеъ 
8(гескеп Ъе81еЬ1^ ешегаЫ гиёе\^1е$еп ^ег(1е, ё1е .йег^иште 
(1ег 2аЫвп §1е1сЬ 1$1;, ^екЬв дбп ТЬвЦз^гескеп ад^еЬбгев. 
1т Байте Я^ (зо^ат 1а е1пет Байте 2,^) 1а881 81сЬ е111е 
Аи8ше88апё дег Вкескеп (1а(1игсЬ уо1121еЬеа^ (1а88 ]е4бг 
Б1геске А1е8е1Ъе 2а111 2и§е)У1е8еп тН^ Ат а18 Ёа1Сег11и11@ 
Ихгег Ёп(1еп §111. Пт аЪег ги Ье^е18еп, Аавз дте Меазил^ пот аиГ 
егпе егтгде^ет уоИго^еп \уег<1еп капп, зоЬаМ ё1еМаа88ешЬеи 
§е^аЫ( 1$1 (с1а8 1161381, зоЪаЫ (Не 81геске ^е^гйЬН 1з{^ Лег 
(]1е 2аЫ 1 еп18ргесЬе11 зоП), 1з1 ез по111\^е11<}1§, Лед Ъе^пй 
дев УегЬаишззез 2\\ге1ег 81гвске11 айГ ееоте1г18сЬет ^Уе^е 
аиГгиЪаиеп. Оаз Лаги пб^Ы^е АгсЫтесИзсЬе Рг1ПС1р га 
Ъе^е18еп 81е1И ^оЫ ке1пе 8сЬ>^1еп|§кеи Ааг, ёа (Це Й^ззип^ 
^1е ёезаё^) аи{ егпе У^е1зе, ёе\у188 шб^ИсЬ 1$1. р1е дага 
11бШ1§е ТЬеопе ^аг зсЬоп уоп т1г 1о ешеш АтИке! ап§$(1еи1е(, 
йег 1а Ха 308*) йег €2е1!зсЬпи Гиг ЕхрепшепЫрЬуз^к ипЛ 
Ё1ешеп1аге Ма1Ьета11к» егзсЫепеп 181. ' 

ОеАпИюп ХХЬ НаЬеп 2>уе1 81гаЫеп ОА иаА ОВ 1а е1- 

аеш Байте &« ^^^^^ ^ете^азатеп ВсЬеНеЛ ид4 ёеЬбгед 81е 

а1сЫ с1ег8е1Ьва вегадеа ап^ 8оЬе18$1е8^ (^азз 8|е шеа Шо|^е1 

АОВ ЬМео. В1е 81гаЫеа ОА иай ОВ ке^ззеа . (Не 8е%1еп 

йез Т^1ике18. NеЬептпке^ ипй 8скеИе1тп1се1 \^ег(1еа 1а 
йЬИсЬег ТУе1зе Йейа1г1. 

ОбАвИЕОП ХХН. Ьазз^ зюЬ е1а ^1аке1 АОВ дигсЬ ёеп 
\У1аке1 А'О'В' (1егаг1 (1ескеа, (1а88 Й1е 81гаЫеа О'А', О'В' 
с11е 81гаЫеа ОА, ОВ еа18ргес11еа(1 (1ескеа, зо 8а§* таа, 
(1аз8 йег ШпЫ Л'0'^5' йет ШпЫ АОВ ктдгиеп1 Ы. 



*) «Этюды по основатянъ геометрхиь Ыютникъ Ои. Фязнвя ^в 806. 
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(Бз 181.а18о йш/ Огйпицё. 111 Лег 41е 8е11еа йез ^11ькв18 ^е- 
папиЛ; \уегйеп, \уоЫ щ ЬеасЬ1ед). 

• * 

.\ $в\2 30. 1п егпет Еаите ^^ %$( /ес/вг ^Vтке^ АОВ 
Л$т \У^гпЫ ВОЛ копдгит^ 

Вьш\^. \^а111е11 >У1Г (116 Ри11к4е А ип(1 В йегаг^ йаяз 
ОА ^ШбЬ ОВ 181;, иой ЬехеюЬпеп ^1г йигсЬ С <11в МШе йег 
81геске АЙ, зо 1а881 81сЬ йег Рипк! В йигсЬ е1йе ВгеЬип^ ит 
(11е Рипк1е О ипй С ш йеп Рипк!; А Ьг111ёеп. Вег Ривк! 
А Й111 ЙаЬе1 1п йен Рипк! В, ипй (11е уег1ап§(е Вескип^; 
181; Н^Игоееп. 

$аи Зк 'З»^^^^ ^"^^ ТУтке1 копдгиепЬ^ во $т(1 аисН (Не 
егйзртесНепйеп NеЬептпке^ копдггшг^ 

$а(2 32. 2ы)ег ^сНеШгткА гп егпет Каите Я^ зшй 
ктдтие1}1. 

Веж1^18. Всг'8а12 \^1г(1 апГ йен уогЬег^еЬепйеп 211гйск2;е- 
Мг1, Аа ъш\ ЗсЬеИеЬушкс! ешеп §етеш8атеп 1?е1)еп^111- 
ке1 ЬаЬеп. 

ОеГтШоп XXIII. ^вЪеп\У1аке1, (11е е1па11(1ег коп^гиеп! 
81а(1, мгегйеп гесЫе \У%пкЛ ^епапп!;. 

В1е ЕХ181й12 уоп гесЬ^еа \^1пке1о 1|1 ешет Ваите ^4 
*1гй аав йет Ве^егзе йез Йа^гез 23 вГ81с111ис11, йа ОСА 
иий ОСВ 1П Й1е8ею Ве\уе18б тесЫе >У111ке1 81пс1. 

ОеПпН'юп XXIV. Ыеёеи (1ге1 Рипк1е А, В ит! С п1с111 
§егаЛ1ш1§ 1п Веги^ аиГ е1пап(1ег, 80 за^еп \у1г, йазз фв 8т- 
скеп АВ, ВС, СА егп Пгегеск ЬМеп. В1е 81гескеи АВ, ВС 
ипй СА Ыззеп .(Не Зейещ (11е Рипк1е А, В, С Й1е ВскекА 
йев Вге1еск8. 

ОвИпМоп XXV. 2\уе1 Вге1еске АВС ипй А'В'С Ьшззеп 
ков^гиеп^, (аИз 81е (1егаг1 аиГе1па11(1сг ёе1е§1; Ауегйеп копией, 
(1а88 (Не еп18ргесЬеп(1еп йсЬеНе! ипй 8е11еп 81сЬ (1ескеп. 
Вшзе ВейпЩрп ^%^ а180 гиг ОейпШоп XII лиг .е1пеп Шпто 
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аиГ с[1е Огдпип^ Ыиги^ 1п х^екЬег (]1е ЗсЬеНе! (1ег коп- 
§гие111еА Оге1еске пасЬе1пап(1ег га пеппеп 81&(1. 

$а12: 33. 2г1^ег Вгегеске %п егпет Нацте ^^ ппс1 коп- 
дгывп{у юепп ххгег ЗеНеп пЫ с1ег ЫпдезШозвепе }Угпке1 йев 
етеп Лет егЛвргесНепйеп Ткейеп (1ез апйетеп к(тдггШ11 ^гпй. 

$а)2 34. ^^У)е% Отеске гп егпет Наготе ^^ згпЛ коп- 
дгиеп(у иепп с1гег Ы^еп йе$ егпеп Леи егизргесиепйеп 8е11т 
с1ез апйетеп копдгиеп^ 8%п^. 

ВеVVв^8. 810(1 ЛВС шк! А'В'С ипзеге Пге1еске, 80 1а$81 
81сЬ (Не 81геске АВ (1игсЬ (11е 81геске А'В' йескеп (8а12 26). 
ГаШ (1аЬе1 йег Рипк1 С 1а е1пеа Риак1 С", во 1й881 81сЬ 
йег 1е124еге йагсЬ еше ОгеЬип^ ит ё1е Рипк{е А ио(1 В 
1П (1еп Рипк1 С Ьпп^еп. (Ро81и1а1 111). 

Ез 861 АВС е1П ЬеИсЫ^ез Вге1еск, (1е88еп ЗеНеа е1пег 
ЕЬепе (^ ^еЬогсп. Е8 8е1 В еш Рипк1 аиГ (1ег РепрЬепе (1е8 
Оге1еск8, йег тИ ке1йет 8с11С11е1 гизаттепШШ. Ез 861 епДИсЬ 
Е е1П Рипк1, Ш [п (1ег8е1Ьеп ЕЬепе ие^!, аЬег (1ег Рег1- 
рЬвпе шсЫ ап^еЬбги ШеЫ ез пип аиС ёег Репр11ег1е Лез 
Оге1еск8 ешеп Рипк!. Р, (1ег т11 (1еп Рипк(еп П ип(1 Е аиГ 
ешег §ега(1«а Ь1п1е Ие§1? (ИеЫ ез ш Каите, йеп \у1г Ье- 
^гасЫеп, \уеШ581еп8 е1пе ЕЬепе.^ 1п \у'е1с]1ег ^еЛез Вге^еск 
1ттег (Не уег1ап§1е Е1§еп8сЬаГ1 ЬезИг!? 

11т Й1е8е Ргаее гп Ьеап1\уог1еи. \уеп(1еп \^1г ипз ги 
ипзегеп апа1уи8с11еп Каитеп. Ез ег§1еЫ 31сЬ, (1а88 1п с[еп 
К&птеп Ез, ^з? ^2» вз> Вз, 1з Й1е уег1ап§1е Е15еп8с11аЙ 
81;е18 УогЬап(1еп 181^ \^а8 Ш1 Наише Ед п1сЫ (1ег Ра11 181. Ве- 
1гасЫеп \\чг пашИс!! (1а8 Вге1еск А, В, С, >уо А (0,0,0,0), 
В (0,1 ДО), С(0Д1,0)з1П(1, пеЬшеп \У1Г Гегпег ап, ([азз В 
(1ег Рипк( (0,72,0.0) ипЛ Е е1п Риак1 (аДО,0) [а^О] 181, 
80 8сЬпеШе1 Й1е (дегайе 1)Е (Не Рег1р11ег1е (1ез Вге1сск8 1п 
ке1цет 2\уе11еп Рипк1е. Ва ез ип1ег йеп Ваитеп, \уе1с11е 
(Не ^папп1е Е^^епзсЬаП Ьез112еп, Ваише 2^ §^^Ь1;, 80(1цгГеп 
>У1Г ро81и11геп: 
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Р08(иМ V. Щт гооиеп вЛске Ваите Ье1гасЫт^ к 
йепеп ез гоеп1д81еп8 еш ЕЬепв дгЛь^ у)ЛсНе /ЫдегиЛе Шуеп- 
8ска/{ Ье$гШ: ТУШеп тг т 4ег ЕЬепе егп ЬеИЛгдез ВгеиЛ 
ипй 1гт РипШе^ йегеп егпег гптг/ьЫЬ еглег Зейе Лез Пге^ееЬ 
1%ед1у 4ег апйеге аЬег (кг Репрквгге Лев Вгегескв пхЫй ап- 
декоП^ 80 дгеЬ^ ез аи/ йег РепрНепв Лез Вгегескз егпеп 
ЛпИеп РипЫ, Лег тй Леп деъоаШеп гхоеь РипЫеп аи[ етег 
дегаЛеп Ыпге 1гед(. 

Б1пеп Баиш 2^^ ^^^ ^^^^^ ^^^^^^ РогДегиа^ &Щ^ 
\^оЦеп тг ёигсЬ ^5 ЪегеюЬпбп. Ш^ Дайте Ез^ ^^ ипА 1э 
$Ш(1 Байте 9^. 

Ба8 1е121е Роз1а1а4. 81е1и шсЬ18 апАеге8 а1з Ааз Ргш- 
С1р уоп РазсЬ йаг. ^ег йхеаез Рг1пс1р 1й йег ШтапизсЬеп 
6еоте1г1е ги Ье\^е18еа зисЬЦ \У1гй 1е1сЫ Ье5ге1Геп^ ^агат 
юЬ (Иезе е1;^уа8 зопйегЬаге Рогш Лез Рг111с1р8 Ьеуоггиё* ЬаЬе- 
Ы с1ег §е\^(>1т11с11еп Рогт ег8с11е1п1 ез пип а18 

$а(г 35. ^гед^ егп Огегеск ЛВС гп егпет Ваите й^ т 
егпег ЬеИЛгдеп ЕЬепе, Иед1 /етег егп Рипк( О гппегНаЦ) егпег 
Лег Зейеп ЛезПгегескз^ зо Ш }еЛе ОегаЛе^ Лге %п Лег ЕЬепе 
юет1ау/Ь ипЛ ЛитсН Леи РипкЬ В деН(, тИ Лег РеггрНеНе 
Лез Огегескз посН гоепгдз1епз егпеп ггоеНеп Рипк{ детегп. 

$а12 36. 1п егпет Ваите Я^ кдппеп Лигск Лгег Рипки^ 
Лге пгсЫ аи[ етег ОегаЛеп Недеп, те гюег Vе^8сН^еЛепе 
ЕЬепеп де11€п, 

Рег Вете18 1ёзб1 81с11 аи( ([еп уог11ег§еЬе11(1еа 8а12 1а 
йЬИсЬег \Уе18е гигйскШЬгеп. 

$а12 37. Егпе Шепе гп еьпет Ваите 0^ ^^^^ ^^' 
1е181 егпет ПгеНипд ит егпеп ЬеИЛгдеп Иыег РипЫе О хит 
Вескипд' тй згЫь 8е1Ь81 Легаг1 дёЬгаШ гоегЛеп, Лазз ёт Ье- 
ИеЫдег 81т(М ОАу Лег гп Лкзег ЕЬепе 1гед1 ипЛ Леп Рипк1 
О гит 8сНегЫ На1^ тй егпет ЬеИеЫдт апЛегеп 81г(Ме ОВ 
Лгезег ЕЬепе гизаттеп/аШ. 
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Ветв18. КеЬтеп >У1Г ап^ йазз (Не 81;гаЫеа ОА ипй ОВ 
екпеп ?1'1пке1 АОВ ЫИеп. В1в Ве\^е5и11§, \^е1с11е (Не В^гаЫеп 
ОА ипй ОВ еп18ргесЬепй аиГ Й1е 81гаЫеп ОВ ип(1 ОА аиГ- 
е1пап(1ег1е§1 (8а12 30), уоНЬинй^» ^^^ уейап^^е Оескип^ 
(8й12е 28, 36).. ГаНз (11е 81гаЫеп ОА ип(1 ОВ йегзеШеп 
бегайеп ^^Ьогеп, тизз таи е^пеп (1г141еп 8^гаЫ 21е11е11, 
уг1в ез 1т Ве\уе18е (1е8 8а12е8 23 ^езсЫеЬ!. 

$а12 38. Вигск ]е(1еп РипЫ етег ЕЬепе, сИе етет 
Каите ^^ деНдг{^ деНеп ггоеь гп (Пезет ЕЬепе Иеуепйе Ое- 
табеп^ йге егпеп гесШеп ^V^пке^ ЫШеп. 

В»шп. Ё8 8е1еп ОА, ОВ 2>уе1 81;гаЫеп 1о ипзегег 
ЕЬеве, (Ие е1пе11 \У111ке1 АОВ ЫШеп. ОА', ОВ' зе^еп сИе 
Гог18е12иа§еп уоп ОА ипс! ' ОВ. Ш Риик1е А, В, А', В' 
8е1е11 (1егаг4 ёе\уаЫ1, йазз (Не Еп^Гегпип^еп ОА, бВ, ОА', ОВг 
51е1сЬ 8610 зоИеа. Кип зе! С сИе М1ие с[ег 81;геске АВ, ОС, 
Л1е Рот18е12и11§ с1ез 81гаЫе8 ОС ип(1 ОС = ОС. ^1г \уо11еп 
2е1ёеп, (1а88 С (Не М^е (1ег 81геске А'В' 1з{. 01е Оге1еске 
АОВ, АОС, ВОС 81П(1 патИсЬ (1еп Оге1ескеп А'О'В', А'О'С, 
Б'О'С еп18ргесЬе11(1 коп^гиеп! (8а12е 32, 33). Ро1§11с11 131 



А'В' = АВ, А'С = АС, В'С = ВС. 
ип(1 (1а 



АВ = АС + СВ, АС = СВ 
181, 30 1з1 аисЬ 



А'В' - А'С + СВ', А'С = СВ' 

Бег Рипк* С \щ1 Го12;11с11 2\у18сЬеп йеп Риоккп А' 
и11(1 В' УОП (11е8еп Ье1(1еп Ри11к1еи §1е1с11 \уе11 еп^Гегп!. 

8шй В и11(1 О' с11е М11(еа (1ег 81гескеа АВ' ипс1 А'В, 
80 ^еЫ (Не 6ега(1е ВО' аасЬ (1игсЬ (1е11 Риак1 0. ^ 
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Вг1п§е11 ^у^^ пиа ^еп \У^шке1 ЛОБ ъш Оескшщ шИ Лет 
\^1аке1 В'ОА' (8а12 32), во ГаПеп (Не Раакее А, В, А', В' 
епквргесЬепй 'т й\е Рипк1е В\ А', В, А. 01е Ридк1е Ъ ипЛ 
В' ЫеШеп ш ЕиЬе^ 1пГо1^е деБвеи Ыв1Ы аисЬ ё1б вега(1е 
ОВ' 1п ВаЬе, ипй Ла Лег 8(гаЫ ОС аиГ йеп 81гаЫ ОС 
(а1и, Б1а(1 (11е Шпке! СОВ ипА С'ОО ков^таеп! ; (1а е$ аЬет 
2\уе1 КеЪеп\У111ке1 81п.(1, 80 ЪезИгеи (11е Оега^еп ОС ш»! 
ОВ (11е уег1апё1е Ег^епзсЬаЙ. 

ЗаЬ 39. 1п егпет Ваите 2^ де1и дллтсН ]ейт РипЫ 
О егпег Оегайеп ОА^ (Не гп етег ЕЬепе ^ ьегШир, %п (Не- 
зег ЕЬепе егпе итгЛ пиг егпе егпггде ОегаЛе^ гое1с11е ги ОА 
8епкгеск1 81еШ. 

Вете1$. Веш уог1§еп §а12е 2иСо1§е ^еЬеп (111гс11 (1еи 
Р1шк1 О 1п (1ег ЕЬепе ^ 2\уе1 Оегайеп ОС иик! ОВ, (Не ги 
еша11(1ег вепкгесЫ «(еЬеп. Вг1п§еп \у1г с[1е ЕЬепе йегаг1 гиг 
Вескип§ шИ зюк зеШ^!, йазз йег 81га111 ОС (1еп 81гаЫ ОА 
(1ескеп 8о11 (8а12 37), зо ГаШ (Не 6ега(1е ОВ аи1* е1ае ве- 
гайе ОЕ (Не ги ОА зепкгесЬ* 81еЫ. 

ДУоИеп \^1г пип апиеЬтеп, (1а88 е8 аиззег ОЕ посЬ еше 
бегайе ОЕ' {и (1ег8е1Ье11 ЕЬепе §1еЫ, (Не га ОА зепкгесЫ 81еЫ. 
Е8 8е1еп А ип(1 А' 2\уе1 Рипк1е, (Не аиГ йег 6ега(1еЕ ОА Ие^еп 
ип(1 уот Рипк1е О ё1е1сЬ \^е11 сп1Гегп1 81п(1. Мап]йЬег2еи§1 81сЬ 
1е1сЫ, (1а88 а11еРипк1е Лег бсгаЛеп ОЕ ип(1 ОЕ' уоп А ип(1 А' 
ёМсЬ ^Vеи еп1Гегп1 81п(1, \УаЫеп \у1г пип §ап2 \у1Нкй11гНсЬ с11е 
Рипк1е Е ип(1 Е' аиГ Леп 6ега(1еп ОЕ ип(1 ОЕ' ип(1 е1пеп [ппегсп 
Рппк^ О аиГ(1ег 8кеске ЕЕ'. Вег Рипк! О 181 Уоп А ив(1 А' 
51е1сЬ \уеи еп1Гегп1 (8а1"2 19). Кип 8е1 Р еш Ье11еЬ1§ег Рипк1 аиГ 
йег 6ега(1еп ОА, м1ег тН О П1сЫ ги8агатепШН1. В1е 6ега(1е 
РО зсЬпеИе* (Не Рег1рЬег1е йез Вге1еск8 ОЕЕ' 1п е1пет 
2\уе11сп Рипк1е Н, (1ег топ А ип(1 А' ^1е1сЬ \\чп1 еп1Гегп1 181, 
Ро1511с11 8Ш(1 аПе Рипк1е с1ег 6ега(1еп ОН уоп (1еп Рипк1еп 
А ип(1 А' 51в1с11 \уе11 .еп1Гегп1 Ва8 181 аЬег Га18С11, €1.а (1ег 
Рипк1 Р'(Не8е Е1§еп8сЬаи п1сЫ Ье8112еп капп. 
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Ше ОеНпИюп е1аег ввга<1еп, А\е ги е1пет ЁЬепе вепк- 
гесЬ* 81еЫ; (ипй ишёвкеЬг!) \у1г<1 1П ёе^йЬпИсЬег \Ув18е 
аиГ§б81е1И. 

$а1г 40. 1п егпет Наите ^^ деЫ йитск ]ейеп РипЫ 
О егпег Оегайеп О А вше ипЛ пит е'те егпггде хи %Нг зепк- 
тесШ ЕЬепе, 

Ве\Аге1$. КеЬшеп ^1г аиС с1ег вегас1еп 2\^е1 Рипк1е А 
пай А\ Й1е уои О ё1е1сЬ \уе11 епШгп! 81П(1, 8о 181 йег §еоте- 
1г18сЬе Ог1 йег Рипк1е, Й1е уов А ипй А' §1рлс11 \^е11 епШгп* 
81П(1 ё1е ЁЬепе ипс! патИсЬ (11е е1П21§е ЁЬепе, (Не (1игс11 
ёеп Рипк1 0. ^еЫ ипй гиг Оегайеп О А вепкгесЬ! 81е111. 

$аЬ 41. А11е ветайеп^ с1%е %п егпет Ваите 9^ ги 
егпет ОетаЛеп ОА гп (1ет$е1Ьеп ГипШ О $епкгеШ вЬеНеПу 
декдгеп йег ЕЬепе^ (Не гп О гиг Оегайеп О А вепкгесЫ зЫки 

Веме1$. АНе Рипкк (Невег вега(1еп 81п(1 уоп А ип<1 
А' (уог1ёег 8а12) ^т\{ ^^^еИ еп1Гегп1. 

$а(2 42. 1п егпет Ваите И^ коппеп йигсН етеп РипЫ 
О е'тег ЕЬепе Ц те ггсег ь'егзскгейепе Оегайеп де11еп, йге ги 
(1гезег ЕЬепе еенкгескЬ 8(екеп. 

Ве^е18. Ё8 8е1еп ОА ипс! ОБ 2\уе1 Оега(1сп, (Не гиг КЬепе 
^ зепкгесЫ 81еЬеп. Кип 8е1 ОС е1пе ЬеИеЫ§е Оега(1с, (11е 
1В йег ЕЬепё Ие^и Ва (Не Оегайеп ОА ипй ОВ аи1 ОС 
вепкгесЫ 84еЬеп^ 80 ^еЬогеп 81е (1ег ЕЬепе К, (Не 1п О гиг 
6ега(1еп ОС зепкгесЫ 181 (8а12 41). 181 пип ОВ (Не Оегайе, 
А\е гп ОС 8еикгесЫ 181 ип(1 1п (1сг ЕЬепе ^ Иео;! (8а(2 40); 
80 §еЬбг1 аисЬ ОВ (1ег ЕЬепе В 1п (1ег ЕЬепе К 81П(1 а180 
2иг бегайеп ОВ 2\уе1 Ьо1Ье ОА ип(1 ОВ аиз (1ет Риик1е О 
егг1сЫе1. 

$а(2 43. /п егпет Ваите й^ ягпЛ аИе гесЫеп }Угпке1 
етапЛет копдгиеЫ. 

Веме|$. Е8 8е1еп АОВ ип(1 А'О'В' 2\уе1 гесЫе ^1пке1 1п 
ешет Ваите ^^. КасЬ йеп $а12еп 2Н ип(1 25 81П(1 \у1Г 1Ш 
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81апдв (1ба 81гаЫ ОЪ' гиг Бескип^ т11 (1вт В1гаЫе ОВ ги Ъпп- 
ёеп. РаШ <1аЪе1 дет 81га111 0'А'аиС (1еп 81гаЫ ОА оёег аи{ 861116 
Рог18б12и115, 80 8Ш(1 ипзеге \У1пке1 коп^гиеп!. КеЬтеп ^1т 
пип ап, (1а88 йбг 81гаЫ О'А' шН е1пет 81гаЫе ОС хазат- 
тбпГа1И, йег тИ йет 81гаЫе ОА 6111611 \Ч^1пкб1 АОС ЫМб!. 
КасЬ 8а12 41 ёбЬогбП Л1е ОегаЛбп ОА ипй ОС бшег ЕЬепб 
В, 416 гиг вбгайбп ОВ 1п О збпкгбсЫ в^бЫ. Кип йгеЬеп ^1г 
(11б ЕЬбПб ит йбп Рипк1 О Лбгаг!, йазз Й1б 81гаЫбп ОВ ип(1 
ОС тИ б1папДбг (116 Ьа^б Убг1аи8сЬбп (8а12 30). ОаЬе! 
йбск! (11б ЕЬбПб В 81с11 8б1Ь81 (8а12 36) ипй ЙаЬег ЫбШ! 
бп1\^бс1бг йбг 81га111 ОВ и111)б>Уб§11сЬ, оЛбг бг с1бск1 йен 
81гаЫ ОВ, йбг 861П6 Гог18е12и115 ЫИе! (8а12 42). Бег^Чп- 
ке1 СОВ йеск! а180 еп1\?б(1бг йеп ЛУ^1пкб1 АОВ, ойбг 8е1аеп 
КбЬепшпкбРООВ. 

$а12 44'. 1п егпет Ваите й^ капп уЫе ЕЬепе гит 
Вескипд тИ егпег ЬеИеЫдеп апЛегеп ЕЬепе ЛегагЬ де- 
ЪгасЫ гиеЫеп, йазв егп ЬеИеЫдег РипЫ А <1е7' егз1еп ЕЬепе 
т егпеп ЬеИеЫдеп Ргт1и А' йег апЛегт ^йШ, 

В8У\ге1$. Е8 §бпй§1 йигсЬ збйеп йег Рйпк1б А ипй А' 
1п йег бп18ргбсЬбпйбп ЕЬбПб 2\уе1 ги е1пап(1ег зепкгбсЫе 
Обгайбп 2и 21б11еп ипй бтпбп йайигсЬ §бЫ1(1е1;еп гбсЫеп 
\?1пкб1 т!^ йбт 8сЬеИе1 1п А 2иг Оескип§ шИ б1Пбт гесЬ- 
1;бп \Ушке1, йеззбп 8сЬе1(1б1 А' 181, ги 1)пп§;бп. 

$а12 45. 1п егпет Лайте й^ де}и йигсН §еЛеп РтЫ 
А егпег ЕЬепе ^ егпе ипй пит егпе егпггде Оегайе^ (Не аиг 
ЕЬепе ^ зепкгеШ гзи 

Веме18. Ев 8б1 А'В' 61П6 ЬбИбЫ^б вбга(1в, ^' (116 ЕЬедв| 
(116 (1игсЬ (1бп Рипк* А' §б111 ипй гиг вбга(1бп А'В' збпк- 
ГбсЫ 181. (40). Вг1п§611 \т1Г (1апп Й16 ЕЬбПб ^' гиг Вескип? 
тИ (1бг ЕЬбПб (^ (1бгаг1, с1а88 йбг Рипк1; А' ш йеп Рапки 
ГаШ, 80 ГаШ (11е 0бга(1б А'В' П111 б1Пбг 0бга(1бп АВ гизаш- 
шбп, (116 гиг ЕЬбПб ^ вопкгбсЫ 81бЫ;. Ва88 68 кбше 2туе11е 
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6ета(1е ^\^Ы^ (Не дагсЬ (1е11 Риак1 А §бЬ( апк! гиг ЕЬепе 
^ зеокгесЫ 81еЫ^ Ы всЬоп Ге81ёе8е(2( (8а12 42). 

$а!2 46. ВитсК йте% РипЫе А^ В^ С %п егпет Ваите 
2^у (йе п%е/1{ аи/ егпег вегайеп Иедепу деЫ егпе ипй пит 
егпе тьгхде ЕЬепе. 

Ве^уе1$. Ё8 861 С 6111 Рапк! аиГ дег Оега^бп АС, 
ёе88еп ЁпКешип^ уоп А §1е1с11 АВ 181.. Ы (1а1111 (11е МШе 
йег 81геске С'В, 8о 184 АВ ги ВС 8епкгесЫ. Е8 861 пип 
КЬМ е1п гесЫег \\ 1пке1, йег 111 е111ег ЬеИвЫ^еп ЕЬепе (^ Ие§1, 
Ьа88еп \^1г пип йеп \Ушке1 КЬМ тИ йет \У1пке1 АВС ги- 
8аттепГа11еП| 80 (1еск1> ё1е ЕЬепе ^ е1пе ЕЬепе, Й1е (1игс11 
Й1е Рш1к1е А, В, С §еЫ;. Ва88 йигсЬ (11е8е Рипк(е ке1пе 
2\^е11е ЕЬепе §еЬ1, 181 8с110п [е8Це8е121 (§а12 36). 

$а12 47. НаЬеп ггоеь гегзЫ1ге(1епе ЕЬепеп гп егпет 
Каите й^ етеп дететвЫга/ШсНеп РипЫ^ во каЬегь зге а\мк 
егпе Оетайе детегп. 

Веже18. Е8 8е1еп ^ ип(1 ^' (Не г^е! ЕЬепеп^ <11е (1еп 
Рапк! О §етеш ЬаЬеп. Nип 8е1еп ОА ипй ОА' (Не ЬоШе 
2и (1еп ЕЬепеп ^ ип(1 ^^ В1е8е1Ьеп кбппеп п1сЫ, хизат- 
тепГаИеп, оЬпе (1а88 (Не ЕЬепеп ^ ип(1 ^' 8е1Ь81; зизаттеп- 
ГаИеп. 181 В (11е ЕЬепе, ^екЬе (1игсЬ Л1е 6ега(1еп ОА ипс1 
ОА' ё^Ы (8а12 46) ип(1 ОС (11е гиг ЕЬепе В 8епкгесЫе 
Оегадбу 80 Не^! (11е8е1Ье 8о\^оЫ ш (1ег ЕЬепе ^ \^1е аисЬ 
ш аег ЕЬепе ^' (§а12 41). 



КасЬйет \^1г Й1е Наир1в1§еп8сЬаЙеп е1пе8 Ваи1пе8 Ох 
21етИсЬ аизШЬгНсЬ еп1\^1ске11; ЬаЬеп, \^ег(1еп >У1Г ип8 1т 
1]Ьг1§еп ^апг кигг к88еп. 

М1ие181 Ле8 8а12е8 35 1а881; 81сЬ Ье\\ге18еп9 \?1е 68 8сЬоп 
Ве Ту1Н 1п 8ешет « Е88а1 8иг 1е8 рг1пс1ре8 Сопе1атеп1аих (1е 1а 
6ёоте1г1е е* Ле 1а Мёсаи1(1ие» ап§ес1еи1е1 Ьа1, с1а88 е1пе 6ега(1е, 
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сИе ш е1аег ЕЬепе Ие^*, Й1е йЬп^еп Рипк^е йег ЕЬепе ш 
2\уе1 Огирреп йегаг! ШеНЦ Лав ]е(1е 81геске, й^е й^^е! Рнпк1е 
(1ег8е1Ьеа Огирре уегЫпйе*, йигсЬ (Не бегайе пшМ §е8сЬпи- 
1еп ^1г(1, Ла^е^еп ^е(1е 81геске, \\^е1с11е ъ\ш Рипк1е уег- 
всЫейепег Огирреп уегЫпйе!, йигсЬ (11е вегайе ёе8сЬпи1е11 
\у1г(1. 01686 1У[е\ бгирреа уоп Ри11к1еп \уегйеп (11е 8Шеп 
йег ЕЬспе ш Веги^ аиГ (Не 6ега(1е ^епаип!. Е1ие ВеПе 
е111ег ЕЪепе, (116 Т11е11ип§8§егаДе е111§е8сЫо88б11, \У1Г(1 еше 
ЕаЫЬене ^епапп!, Й1б Т11е11ип?8§ега(1б Ье1881 (11е Кшйе (1ег 
НаШеЬепе. ^е(1ег Ринк! е111ег На1ЬеЬб11е, \^'е1с11ег (1ег 
Ка111е П1сЫ; аи^еЬог!, 1161881 6111 гтгегег Рипк1 с1бг На1Ьб1)еие. 
Е1П6 НаШеЬбпе 181 (1игс11 Шге Ка111е ипс1 (1игсЬ 61П611 шпе- 
Г6П Рипк* Уо118Ш11(11§ ЬсвНтш!. Е1П6 На1ЬбЬб11е, (1бгег Ка111е 
(11е бегайе АВ 181 и11(1 йег б1и Чипегег Рипк1 С §б11ог1, 
^1Г(1 (1игс11 ЛВС Ьегегские!. 

^6(16г )Ушке1 АВС, (1ег б1пет Ваите 0^ ^^\\Ьг1^ Ье- 
зНтт! б1пе ЕЬепе^ 1а (1бг 8е1пе ВеИеп Ие^еп. Ьщ1 1Г§еп(1 
е1а Риок1 сИевег ЕЬепе 80\уо111 шиег11а1Ь (1ег На1.ЬвЬепв АВС, 
\у1е аисЬ 1т1егЬа1Ь йег НаШбЬеде СВА^ 80 ва^! тапа, (1аз8 
(1ег Ринк! 111 (1бг ЁЬеае йев ^V^ик618 гппегка1Ь (1е88е1Ьеп 
Ие^С. \Уе1т аЬег е1П Ринк! 1П (1ег ЕЬепе йе» \У1пке18 
^ейег аиГ йеп 8е11бп посЬ ^ипегЬаШ йс88е1Ьвп Нее:!, 80 
8а§1 тап, йавз ег аивзегЫЬ йе8 \У1пке18 Ие^! 1)16 Го1- 
§еийбп 8а12б, Й1е Й1е8бг Ткеог1е ^еЬогеп, ппй ш е1пет Ваите 
Сд ё^Иеп, т()^б15 пиг ап2;бШЬг1 ууегйеп. 

8аи 48. ЗскпеШп $1с11 гит Оетайеп гп етепь Рипкку 
80 Иед^ ]е(1ег РипЫ^ йег (1игск сИезе Оегайеп ЬезИтшкп 
ЕЬепе^ гсе1скег йьезеп Оета(1е11 пгск^ а1}деког1у тпегкаШ егпез 
ппй пиг егпез егпггдеп (1ег ггег ]Утке1^ йге йгезе Оегайеп 
ЫЫеп, 

8а1г 49. ЛИс гппегеп Рипк^е ег^ег 8^^еске^ йегепЕпйеп 
аь/ Леи ЗеНеп Лез \\'гпке1з Исдсп^ Ыедеп гппег/гЫЬ (1е$ 
Ц'шкеЬ. 
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$а12 '80. Ие^* егп ТипЫ В тпетШЬ йев ШпЫв 
ЛВС, 80 Иедеп айв Рипк1е <1е$ 81гс1Ые$ В В (ашзег йет 
8сНег1е1) хппегШЬ йев ^^гпке^з. 

8аи 61. 1Ле^ е%п 8ЬгоЫ ВВ гтвуНЫЬ А^ ^ЫЛв 
ЛВС, $0 Иед1 вше РагШЬ^вгтд ВП штгЫЬ ска ^V^пкё^8 
А^ЕС\ гоеккег Лег 8ске1(е1пЯпке1 Vоп ЛВС Чвк 

'$а{2 52. 1п егпет "Каите ^^ 1а$8( згск }ес1е НаИ- 
еЬепе АЪС д,итс11 ете ЬеНеЫде Йа1ЬеЬепе АВ'О кегаг1 
йескеп^ йа88 егп ЪеИеЫдег 8{га1й АВ^ хюЛЫьег йег Кап1е йег 
ег81еп На1ЬеЬепе апдекогЬ^ тй егпет ЬеИеЫдеа йёг Кагие 
йег ^^и-ег^еп НаНеЬепе атьдекдгепйеп 81так1е АЪ^ '*гп8ат- 
теп^аШ. 

Ввуит. ЪЫхт тт ЛагсЬ сИе Рапк1е А шА Л' ш Леи 
епквргесЛепйвп На^еЬепеп ж^е! 81гаЫе!й АС ипЛ АЧЗ', Й1в 
2а (1еп Как^еп АВ ипс1 кЪ' вепкгеШ 81вЬвп^ иа(1 ;1е^еп \^1г 
йеп гесЫеп ^гаке! САВ аиС (1еп гес111ео '№1П'ке1 С'А'Б\ '80. 
1з( ^16 уегкшё^^ Вескип^ уоИго^ев. 

$а(г 53. ОгеЬ1 ев т егпет Каите 2^ ьегзскгейепе 
Веьоедипдеа^ йге егпеп 81гак1 АВ ипй ете НсЛеЬепе АВС тИ 
йетзеТЬеп 81гаШе А^В^ ипЛ йегзеШеп ИаНеЬепе Л'В'С гцг 
Вескипд Ьппдеп^ зо /аШ йаЬег ]е(1ег Гипк1 йет 'На1ЬеЬепе 
А ВС гп егпеп дат ЬевНтткп 'РипкЬ йег апйет ЙаНеЬепе. 

Вемечз. Оав» е!» Рипк1 йег Оегайсп АВ 1исЫ 1а Уег- 
8с1ие(1сае Риок1е йег Оегййеп А'В' 2;ега*11еп капп, Го1§1; йй- 
н11(:1еН)аг а из дет 8а(ге 14. 

Кии зе! О е1п 1ипс\ег Риик1 йсг 11а1ЬсЬспе АВС. ХсЬ- 
теа мг1г аи^ (1а88 сп1е Вс\ус^ап§ 8, )уе1с11с (Не уег1ап21;б 
Веский^ Ье^уп'кЦ йен Рипк1 1) 1п си1си Риик1 В' Ьгш^! 
ии(1 (1а88 е1пе апйсге Вс\уе§ии«; 8', Й1е ы (1ет8е1Ьеи 2\уеске 
(11еп1, (1еи Риик1 В П1 е'шеа Рипк1 В" Ьг^п^!. Кий зе! 8, 
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(116 ш 8 1пуег8е Ве\уеёипё ипй 8" (Не Ве^уе^иа^, ^екЬе 
аи8^ (1еп Ве\^е§и11§еи 8 ип(1 8^ 2и$аттвп§е$е121 181. А1$- 
ёапп 1а$§1 (Не Ве\\'еёип§ 8" (Не 6ега(1е А'В' ш ВиЬе 
ипд Ьгш§1 ёеп Рипк! Ь' ш (1е11 Рипк! Т)". Ое$Ьа1Ъ 81п(1 
(116 Рипк1е В' ипс1 В" уоп аИеп Р1шк1бп йег Оегййеп А'В' 
^Шск \\ге11; епШт!. Оа (11686 2\^б1 Рипк^е шпегЬаШ (1ег 
На1ЬбЬб]1б А'В'С Ие^еп, $о капп д1б ИШе Ё (1бг 81геске 
ЬЪ" шсЫ; аи( ёег вега(1еп АВ Ие^еп. Ё$ 1а8$<; 81сЫпДе$- 
86П 1е1сЬ1 Ъб\^б18еп, (1а88 ]е(1б 6бга(1б^ (Не (1еп Рипк! Б шК 
1г§еп(1 е1пбт Рипк1е (1ег 6бга(1еп А'В' уегЬшДе!, гиг бегайеп 
В'В" зепкгесЫ 81;бЫ. Ваз 181 аЬег \^1(1сг81пп1§. 

АиГ 6гип(1 (Незез 8а12е8 1а881; 81с11 (116 Т11еог1е йег Уег- 
ё1е1с1тп§, (1ег 2и8аттбП8е12ип§ ипЛ (1ег Ме88ип§ (1ег \У1пкв1 
аиГ апа1о§б \Уе18е аиГЬаиеп, \У1е 68 №г (Не 81гбскеп §б8сЫеЫ. 

С1е§1 б1пе Ье^гбП2{е АпгаЫ уоп 81гбскбп ш е1пег 
БЬепе ёегаг! ап§еогдпе1^ (1а88 кб1п 1ппбгбг Рипк! (1бт е1пеп 
81гбске б1пег ап(1бгбп 81гбскб ап^еког!, (1а88 да§е§еп ^в(1бг Бп(1- 
рапк! 8(е(8 2\уе1еп ип(1 шсЫ теЬг а18 2>У616П 81гескеп ап^е- 
Ьог!^ 80 8а§1 шап, (1а88 (Не 81гескбп е1п РЫудоп Ьййеп, 
Га118 2\^е1 уоп (Не8еп 8(гескеп еш §ете1п8ате8 Еп(1е ЬаЬеп 
ипЛ (Не Рог18е12ипё уоп е1папйег ЫИеп, 8о кбппеп 816 8е1Ь81- 
уегз^апйИсЬ (1игс11 е1пе е1П21ёе 81геске ег8е121 >уеГ(1еп; 
\^1г ^егйеп а180 аппеЬгаеп, йа88 2\^е1 81гескеп 1т 5^- 
те1п8атбп Еп(1рипк1б 81;е18 е1пеп \У1пке1 ЫЫеп. Оп1ег (11е8ег 
Вей1п§ип§ 11е188еп (Не 81гескеп, (116 е1п Ро1у§оп ЫЫеп, йе 
8еиеп^ 1Ьгб везаттШеИ — Й1е РепрНепе^ Й1б Еи(1рипк1е 
(1вг 8б11еп — (Не ЗскегШ (1е8 Ро1уёоп8. 

На! е1пе Оегайе В8, Й1е 1п (1бг ЕЬепе 61П68 Ро1у50П8 уег- 
1аий, тИ 8е1пег Рег1рЬег1б е1пеп Рипк1 К ёете1П8ат, 80 
8а§1 тап, (1а88 (Не 6ега(1б (Не Рег1р11бГ1е йез Ро1у- 
§оп8 1п Л1е8ет Рипк1е 8сипе%(1е1^ \^епп: 1) К еш 1а- 
пегег Рипк1 е1пег8е11е 181, (116 (1ег бегайеп К8 шсЫ ^Ш- 
НсЬ ап§еЬбг1 0(1ег \\^бпп 2) К е1а 8с11еНе1 18^ ип(1 (116 еега(1е 
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К8 1П11егЬа1Ь йев \У1пке18 (ип(1 §е1пе8 8с11е11е1ш11ке18) \щ1^ 
\уе1с11е11 (11е г\уе1 ВеНеп Лез Ро1уёоп8 1т Ри11к1е К ЫМеп. 
1Уе11П аЬег (11е бегайе К8 йигсЬ ешеп 8сЬе11е1 К йез Ро1у5оп8 
§еМ ип(1 арвзегЬаШ с1ег ^опапп^еп \71пке1 \к^{, 80 за^!; шап^ 
йа88 Д1е бегайе Й1е Рег1рЬепе Лез Ро1у50П8 III й^езет 
Рипк(е пгск1 всЪшЫ; еЬепзо 8а§1; тап, йазз (Не бегайе, 
1»^е1сЬег е1п 1ппегег Рипк1 К е111ег ЗеНе Р^ йез Ро1у50118 
ап^еЬбг!, Й1е Рег1рЬепе 1а Й1е8ет Р1шк1в пШи 8сНпег(1е{, 
А^епп 81е Й1е ^аиге 8е11е епШаИ. 

21еЬеп \^1г аиз е1пега Рапк1е, т^екЬег 1а йег ЕЬеае йез 
Ро1уёоа8 ие§1, аЬег йег Рег1р11ег1е йез Ро1у5оаз а1сЫ ап§еЬбг1;, 
1п Й1е8ег ЕЬеае теЬгеге 81гаЫео, зо 1аз81 81сЬ 1)е^е1зеа, йазз 
Й1е8е1Ьео Й1в Рег1р11ег1е еа1;\гейег зйгатШсЬ [а е1аег ^вгайеа 
АпгаЫ уоа Рийк1еа, ойег 1а ешег иа^егайеа АагаЫ тоа 
Риак1еа зсЬаеШеа. У^еаа й1е8{гдЫеа, Й1е аиз е1аетРиак1е 
О 5^Ьеа, й1е Рег1рЬег1е йе8 Ро1уёоа8 1а е1аег §егайеа Аа- 
гаЫ Уоа Риак1еа зсЬаеШеа, зо за^! таа, йазз йег Риак! 
О аиззегЬа1Ь йез Ро1у§оаз \щ1 8сЬае1йеа аЬег Й1е 81га11- 
1еп, Й1е аиз е1ает Риак1е О ^еЬеа, Й1е Рег1р11епе 1а е1аег 
ип^егайеа АагаЫ \оо Риак1еа^ зо 8а§1 аша^ йазз йег Риак1 
шйегЬа1Ь йез Ро1уёоа8 \щ1 ^ейе 81геске, Й1е 2\ге1 шаеге 
ойег 2>уе1 аиззеге Риак1е е1ае8 Ро1у§оаз уегЫайе1, зсЬае1йе1 
Й1е Рег1р11ег1е йез Ро1уёоа8 1а ешег §егайеа АагаЫ уоа 
Риик1еа. Ваее^еа зсЬае1йе1 ]ейе 81геске, Й1е ешеа 1йаегеа 
иай е1аеа аиззегеа Риак!; йез Ро1уёоа8 уегЫайе!, ,й1е Рег1- 
р11ег1е 1а ешег иа^егайеа АагаЫ уоа Риак1еа. 

беЫ еше ЕЬеае йигсЬ е1аеа ЬеИеЫ^еа 1ааегеаРиак1 ешег 
8е11е е1аез Оге1еск8, \уе1сЬе 81е и1сЬ1 §ааз11сЬ еа1Ьаи, зо 
зсЬаеШе! 81е й1е Рег1рЬег1е йез Вге1еск8 аосЬ 1а ешет иай 
2\уаг 1а ешеш е1о21§еа Риак1е. М1ие1з1 йюзез 8а1гез 1аз81 
81сЬ Ье\уе18еа, йазз ]ейе ЕЬеае йеа Еаит 1а 2\уе1 8еиеп 
1Ье1и. ^ейе 81геске, Й1е г\^е1 Риак1е йег8е1Ьеа 8е11;е уегЫа- 
йе4, у^1гй а1сЫ йигсЬ Й1е ЕЬеае ёезсЬаШеа; йа^е^еа \г1гй 
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зейе Вытеске, (Не 2\^е1 уегзсЫеЛецеп З^^вйапёеШецЛр ^иакье 
уегЬш11е1г уои йег ЁЬепе §е8с11п1иеп. Е1ае 8т1е йе8.Ка]ит€8 1Ц 
Ъ^ъхщ- шГ е1ое ЁЪеце Ъ11йе1 тИ (Иоввг ЁЬеде гиватшеа §^* 
цощцмд 6111611 Щ1Ьгащп\ (11е ЕЬеце 8е1Ь81 >у1Г(1 й^е Отепг- 
еЪеп^ йе& На1))гаище8 депддпи Кшеп На1Ьгаищ, Лег (11е 
ЕЬеце АВС члл бгедгеЬепе Ы ипй ешеп шдецеп Радк1 О 
Ьезих!, >уег(1еи \У1г йигсЬ АВСО Ьешс^х^еп, 

Ъу^^1 НаШеЪеаеп^ Не ше §ете1п8дтв Кап1е ЬаЬеп ипА 
П1с111 111 (1ег8б1Ьеп ЕЬепе Ие^геи^ Ь11(1еа шш РШсНту^ткеК 
8ц(1 АВО иди АВО 41686 На1ЬеЬепед, 80 ^цД йсг Иа^Ьеп- 
\^шНе1 (1вдсЬ САВО ойег 1)АВС Ье2е1сЬис1. 016 Ри11к1е йез 
Вдите8,, (11б 80\уоЫ (1бщ НаШгащде АВСВ, \у1е аисЬ йеш 
На1Ьгг\игае АВВС ап^еЬбгед, >^егйеа (Не штгт Рирк1е йев 
Ё1а€11ед\У1пке18 ^едадд!. 

Гд апа1оеег \^е18в шгй (11в Т11сог1б йрг Кй1>регуг1аке1 
ид<1 Дег Ро1уе(1ег ед1шекб11. 

1)бт 8а12е 52- 2иГо15б 1а881 81с11 1д б1пет Каите ^5 
]ейег Рипк1 О 1д ]е(1еп Ридк! О' Ьпд^ба; зейег аиз О ?;с- 
Ьедйе 81гаЫ ОА 1а881 81с11 гиг Веский^ га11 зейет йигсЬ 
О' ё^Ьепйсп 81гаЫ ОТ Ьпи^ед; зейе НаШеЬеде О'А'В' 1а8$1 
81сЬ йигсЬ збйе На1ЬеЬепе ОАБ йескед. Аи8 Лет 8а12е 53 
^^\^^ Гегйег, (1а88 аПе Риик1б е1пег ЕЬепе 1п КиЬе ЫеИзеп, 
8оЬа1й йгб! (11е8ег ЕЬепе аи^еЬсгедйе Ридк1е, Й1е д1с111 аиГ 
е1дег 6ега(1еп Ие^еп, 1П КиЬе ЫеШеп. 

КеЬтеп шг пид ап, йазз еще Ве\уе§ии§еше ЕЬепе ^ ш 
КиЬе 1а881. Ы езгао^^ИсЬ^ йа88 йаЬе! еш Рипк1 А йезКаишез 
8ешепР1а12 ап(1ег1? Е8 861 ОА (1а8 аи8 йет Рицк1е А аиГШе 
ЕЬепе §сШ111е ЬоШ ипй О 8б111^и88рипк{; ОА' 861 (11е Рог1- 
8е1;2ип§ йе8 81гаЫе8 ОА ип(1 ОА' 8е1 ОА §1е1сЬ, Ве! йег 
Ве\уе§ип5, \уе1с11е (11е ЕЬепе ^ ш КиЬе 1ц881, капп йег 
81га111 ОА еп1\уес1ег 81с11 8е1Ь81 оДег йеп 81гаЫ ОА' йескеп 
(^а12 42). Вц аЬег йег Рипк1 А 8б1пед Р1а12 апйегЦ 80 шиз» 
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(1ег 2\Vе^1^в РаЦ* б1а(гв1еп шк! дег Ръак! А 1&1Й^ МёИ«Ъ 
т1( ({вю Рапк1в А' гивапипво. 

\Уе11& а1в(^ в1ое Ве^е^и&ё 1^^611(1' е111в БЬепе ш В;1!г]1е 
Швв^', 90 Ыв1Ье11 бЫлуедег аИе Рапк1е Лез Каигоез т ЕпЬе, 
о(1ег зейег Рипк* А ЙН*' тИ йеш Рипк!;^ А''2«8атте11, >уеЬ 
сЬ^г 1и Вегие. аи! Й1е ЕЬепе е^ёеп Шп 8утте1г18.с11 ие§1. 
]^ип еп181еЫ (Не Рга§е, \уе1с11ег Ра11 \у1гкИсЬ 81а1Шп(1в1. 

1д ёеа Еацщеп ^ ^,, е^ А,, й^, и. Ш^в! ]еДв^ Ве>у^ег 
§11Рё, Ье1 4ег е1це БЬоое 1п &.иЬе Ые1ЬЦ аНе ^\шШ 
т КиЬе. 1ш Вадте Е^ Аа^ещеп капа аисЬ йьх г^гвЦв 
йег оЬеп е^зсЫЫег^еп РаНе е1111ге1еа. \У1Г ййгГеп а18о 
ровШНгеп : 

Ро$(и1а1 VI. Шг юоНеп етеп Вант Ье1гас/иещ. %п йет 

4 

е$ У)еп%д81еп8 егпе ЕЬепе дгеЫ, с1егеп КикезитЛ (Не ЦнЬе- 
юед1%Ы1кег1 Лев дапгеп Паитез Ьейгпд1. 

Е1аеп Ваит 25 ^^е1сЬег аисЬ (11е8ег ГогЛегип^ б^- 
пй^*, ^^гйеп 1ЛГ1Г йигсЬ 2^ ЬсхеюЬпеп. В^е Ваите Ез ипй 
1з 81пс1 В&ате 2^. 

Ва8 1еЫе Ро81111а1 й»еп1 пиг йаудц с11е Ве\уе§ипееп [я» 
Вацте 80 ги ЬезИтшеп^ \у1е 81е 111 Дсг йЬИсЬеп бвощеШв 
81аийпйе11. Т!^а8 (Не те{г18с11е 6соте1г1е ип(1 (11е (|еоте1г1в 
(1ег Ьа^е апЬе1г1Г1, 80 Ьап^еи 81е уоп (11е8ега.Ро81и1а1е шаЬ4 
аЬ. 8о иа1ег8с11е1(1еа 81с11 ъ. В, сНе Ваише Ез, Е^ пиг (1а- 
(1игс11, (1а88 8утте1г18с11е Кбгрег>У1пке1 ип(1 8утте1г18сЬе Кбгрег 
1т Ваите Е^ 81е18 гиг Вескип^ ёеЬгасЫ \уег(1еп коппеп, 
\уаЬг«пй 101 Ваите Рз ^^^^ ^^^г аи8паЬт8^уе^8е ^езсЬе- 
Ьеп капп. 

В1е ВеЯп^иоп (1е$ Ктегзез ттд 1П 5^^VоЬп1^с11е^ \Уе18е 
аиГёе81е1и. ВЬепво 18881 81с11 >У1е йЬИоЬ Ье\уе18еп, (1а88 (1ге1 
ЬеиеЬще Рипк1е е[пе8 Кге18е|» 1п Веги^ апГ е1пап(1ег 
П1сЫ §еГ|а<1Иа1ё Ие^еп. Ьавз! 81с11 пип (1игс1| аИе ((ге! 
Рипк1е, Ш ш Веги^ аиГ ешап(1ег шсЫ @егаёип1§ Ие^еи, 
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еш Кгс1в ШЬгеи? Ос1ег т1( апдегеп \Уог1еп: §1еЬ1 ез 1п 
е1авг ЁЬепе е1пви Рипк1, >уе1с)1ег уоп Лгв1ва 1о Веги^ аи[ 
е111аа(1ег П1сЫ §ега(1Ип1§ 11е§еп<1еп Рипк1еа (1ег ЁЬепе 
§1е1сЬ \уеи еп1[ега1 181? б1еЪ1 е$ >уеп1^$1вп8 е111в ЁЬепе 1т 
Ваише^ Лег (11е$е Ё1ёвП8сЬа(1 гикошт!? 

\^1г йЬеггеи^еп ип8 1е1сЬ1, йа88 1П йеп Ваитеп Е^. 
^31 Аз» ^4, Из ]е(1е ЁЬепе (11е Гга§ИсЬе Ё1ёеп8сЬаЙ ЬевИг!. 
1га Каите бд ё^^Ь! ез аисЬ ЕЬепеп, Ак (11е8е Ё1§еп8сЬаП 
ЬезИгеп. 1т Ваише 1з ^кЫ ез шйеззец кеше ЁЬепе, (11е 
(Неве Ё15еп8сЬаГ1 ЬтЫ. Шт ййгГеп а18о ро81иИгеп: 

Р081и1а( VII. Жгг юоит 8о1сНе Каите Ъе1гас1иеп^ 
хп йетп гоепгд8(епз егпе ЕЬепе ехгзНН^ с?е?'т Лгег ЬеИеЫ' 
деп т Вегид аи/ егпапйег пгск1 да^аШгпгд Иедеп(1еп РипкШ 
гп йег ЕЬепе егп ьсп^ г/теп д1егс/1 гоеН еп1/ет1ег Рипк1 еп1' 

■ 

Ё1пеп Ваит ^^^ ^^^ ^исЬ (Неве Ё^^епзсЬаП ЬтЫ^ \уег- 
(1еп \у1г ёигсЬ 9^ Ье2е1сЬпеп. Оег Ваиш Ез 18(; еш Ваиш 2,. 
Ё1П Ваиш О, >у1г(1 е1п еисЫгзсНег Ваит ^епапп!. 1п (1ег 
ТЬа! 13881; 8юЬ 1т Ваигае 2^ <51вг 8а1я уоп йеп РагаИеЬ 
Ишеп Ье>уе18еп иой Й1е ТЬеог^е йег АЬп11с11кеи 1п йег Ье- 
кавп1еп \Уе18е аиГЬаиеп. ВагаиГ 81й17Д 81сЬ (Не ТЬеог^е Лег 
Ме88ип§ йег ПасЬеп уоп Ро1уёопеп ипй йез 1пЬа118 йег 
Ро1уейег, \У1е 81е уоп йеп Неггеп 8сЬа1оипоГ8ку ипй Ш1Ьег1 
ап5е§еЬеп 181;. 

Ё8 Ые1Ы ип8 посЬ иЬ1Ч§ Й1е ^е^епзеИ^^е 11иаЫ1ап§1§- 
кеН ипзегег 7 Ро81и1а1е ги Ье>уе18еп. 

Ы е8 е1пеа Ваиш Е^ ё1вЫ, йог а11еп Ро81и1а1еп §е- 
лЩ^ 80 81пй ипзеге Ро8(и1а1;е §е>У188 \У1Йег8ргисЬ81об. 

Оег Ваиш Аз ^ш\^{ йеп Ротйегип^еп аПег РозШЫе 
аи88ег йет ег81еп. Ва8. Ро81и1а1 I 181 а180 Уоп йеп йЬп^еп 
уоИкотшеп ипаЬЬйп§1§. 



Е1К ЗТ8ТЕМ ТОН РОЗТПЬАТЕК, 105 

ЁЬепзо Ъе81121 (1вг Каиш В, (Не Ё1ёеп8сЬаГ1ео, д1е уоп 
а11ео Ро8(и1а1е11 §еСо1ч1вг1 \^ег(1ео, аивзег ёет г^еиеп. Ваз 
Ро81и1а1 II 181 а180 уоп (1е11 йЬг1ёеп ипаЬЬап§1§. 

ЁЬепзо (Непеп Ак Ваите Оз^ Е4, ^а ^^^ Ц-» ^"^ <1^^ 
Т1паЫ1а11ё1ёкек зейез йег Ро81и1а1е III, V, VI ипй VII ш 
Ье$1а11§еп. 

\Уа8 (1а8 Ро81и1а4 IV Ье1г1Й'1, 80 181 ез уоп йен уогЬег- 
^еЬепйеп Ро81,и1а1еа ипаЬЬапё!^, да йег Ваит Е^ (1еп (1гв1 
ег81еп Ро81и1а1е11 ёепй§1, Лет у1ег1ео аЪег пюЫ. \Уа8 (Не 
Ро81и1а1е V, VI, VII апЬе1г11Г1, 80 81П(1 с11е8е1Ье11 еЬеп (1а2и 
ЬевНшт!, (Не Ё1§е118с11айе11 е1пег ЁЬепе ги сЬагас1ег181геп. 
ОезЬаШ Ьа! е8 кешеп 811111 йЬег (Не 1111аЬЬап§1§ке11 (1е8 
Ро81и1а1е8 IV уоп (1еп пасЬ81е11еп(1оп ги зргесЬеп. 
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ПРИЛОЖЕН1Е. 



ПРОТОКОЛЪ 

8ас4|дан1я Матекатнческаго ОтдАлетя Новорооо1йскаго 

Общества Естествоиспытателей 

2.9-10 октября 1898 года. 

ПредсЬдатель : В. А. Циммерианъ. 

ирисутствовали члены Общества: X. I. Гохманъ, И. М. 
Занчевск1й, В. 0. Еаганъ^ в. Н. Милятицк1й. В. В. Преобра- 
женсБ1й, И. В. Слешинск1Й^ II. Я. ТочидловскШ и С. О. 
111атуновсв1й. 

Предметы занятхй: 

I. Выслушано было сообщеше члена Общества С. О. Ша- 
туновскаго: <Объ услов1яхъ существованхл п корней въ срав- 
нен1И П'Ой степени по простону модулю». 

Въ своемъ сообщонхи докладчикъ далъ сл^Ьдующ1е крите- 
р1умн существован1я п корней въ сравнен1М п-ой степени по 
простому модулю р: 

Для того чтобы сравненге п-ой степени 

/(о;) л:^ О (мод. р\ 

гд'Ь р простое ЧИСЛО; имФло п корней (между которыми могутъ 
быть и равные корни) необходимо^ чтобы сравненхе 

б;^, — *5^,+/ —О (мод. р) 

им'Ьло м-Ьсто для всЬхъ ц4лыхъ значен1й 1> — 1, гд* вооб- 
ще подъ А^^ разум'Ьется сумма к-ихъ степеней корней уравне- 
Н1я Дл;) = 0. Предыдущее сравнен1е должно им'Ьть м'Ьсто и при 
/= — 1, если независимый члепъ функц1и /(я?) пе д4лится 
на р безъ остатка. 

Наоборотъ, если сравнеи1е 

^; + , — 5,4-/ "^ О (мод. р) 

им^Ьетъ мЪсто для всЬхъ и.'Ьлыхъ зпачен1й I отъ / = 1 до 
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/=п — 1 включительно ж если дискриминантъ функцтн /{х) 
несравнймъ съ съ нулеиъ по модулю /), то сравиен1е Д.г) О 
(мод. р) ии^етъ п неравныхъ корней. Бели же дискрииниалтъ 
функц1н /(х) сравнинъ съ нулемъ ио модулю р^ то сравнеше 
/{х)^0 (мод. р) либо не им'Ьетъ п корней, либо им4втъ п 
корней, между которыми по крайней иЬр'Ь два корня равны. 

Прим!Ьнивъ эти критер1умы къ сравнен! ю 3-й степени, 
предварительно приведенному къ виду 

ж^ -|- 3 ал; — 26 1:^ О (мод. ;0^ 

докладчикъ сл^кдующимъ обравомъ внражаетъ услов1я существо- 
ван1Я трехъ неравныхъ корней этого сравнен! я : 

Для того, чтобы, при Ь^ + а* несравнимомъ съ нулемъ 
(мод. р), указанное сравненхе 3-ей стопеня имЪло 3 корня, не- 
обходимо м достаточно, чтобы, при я + 1 крятномъ числа 3, 
выполнялись сравнен1я : 

Р+1 _ _ Р^ 

В(Ь+ }/Ь''+а^) ' +а=0, а^г(6+|/бЧа') ^ -6=0 (иод. р) 
я чтобы при р — 1 кратномъ числа 3 выполнялись сравнешя: 

а.В(Ь+]/Ь^+а^) ' — а=0; ^(б+^/б^+а») ^ -6 -0(мод,2;), 

гд* вообще подъ Л(6 + /6^+а^)* разумЬется рац10нальная 

часть разложен1я выражешя (64-1/6^ + а^)* по строк'Ь Ньютона. 

II. Обсуждался вопросъ о навначеши жалованья и выбор! 
секретаря Математическаго ОтдФлепя. Постановлено: избрать 
секретаря на одинъ годъ, считая съ 1-го октября 1898 года, 
назначивъ еяу жалованья 120 рублей въ годъ. Въ секретарн 
избранъ Самуилъ Осиповичъ Шатуновск1й. 

III. Сообщен1е Б. Л. Буницкаго: сКъ теорхя сравненШпо 
сложнояу яодулю» отложено по слфдующаго засФхан1я. 
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ПРОТОКОЛЪ 

8асЪдан1я Натематкческаго Отд^клегая Новороес1йскаго 

Общества Бстествонсяытатедей 

б-.о ноября 189^ года. 



Председатель: Еарлъ Васильевичъ Май. 

Присутствовали члены Общества: И. М. ЗаичевскИ, В. в. 
Каганъ, И. В, Слешинск1Й, И. М. Луценко, В. В. Преобра* 
Жбнск1й, И. Я. Точидловск1й I С. 0. Шатуновск1Й. 

Предметы занят1Й: 

I. Прочитанъ и утверхденъ протоколъ предндущаго за- 
ек дашя. 

И. Выслушано сообщенхе Евгешя Леонидовича Буницваго: 
сКъ теор1и сравцешВ по сложному модулю». Краткое изложе- 
ше содержан1я своего сообщенхя сд'Ьлано доыадчнвомъ въ осо- 
бой заииск'Ь, которая прилагается къ настоящему протоколу. 
Зам^кчан1я по поводу дтого сообщешя сд'Ьланы были В. в. 
Каганомъ и И. В. Слешинскямъ. 

III. Иванъ Владиславовичъ СлешинскИ сд'Ьлалъ сообще- 
Н1е изъ области элементарной математики: ^0 равенствахъ». 

IV. Д-ръ Иванъ Митрофановичъ Луценко демонстрировалъ 
въ пом'Ьщеши Одесскаго Ганемановскаго Общества приборы 
для получен1я токовъ большой частота. Разъясненш, данныя 
д-ромъ Луценко, изложены имъ въ записке» приложенной къ 
настоящему протоколу. 

ПРИЛОЖЕНЫ 

Къ теор1и сравненШ по сложному модулю, 

1. Разлагая о^Ьлую рацгональную функц1ю 

/ (^) (1) 

съ цФлннж чвсленнши К08ффиц{ентан1 по фавтор!аланъ вида 

(а>-а)*1*=(х— а) (ж— а— А) [х—а—{1е—1)Н] 
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им'Ьеиъ : 

гдЪ коэффищенты 

суть нопр*монно числа ц'Ьлня. 

Теорема К Для того, чтобы анлчситя 
/00^ /(« + Л)> /(«+2/0. . • /(« + А/0,. . . ./(«+«/0 

функц1и (1), гд4 а й Л — данпыя ц*лыя числа, были соотиЬт- 
ственно сравнимы съ числами 

необходимо И достаточно, чтобы ковэф(1»иц1внтн (2) удовлетво- 
ряли сравнвшямъ: 



• •••••«• (« 



А/Л*^, _ Д*г, , ^""Л. Л^). 



п/Л-Л, =^- Д»г„ 



2. На основан1и 8той теоремы легко разр'Ьлтается задача: 
Найти общ1П видъ ц'Ьлой радтональной функц1и /[х) съ 
ц'Ьлымн численными 1С08ффиц1ентами, значенгя которой 

/(а1/{а-/1\,../[а+{т—1)11] 

соответственно сравнимы но ходулю М съ рядомъ чиселъ 

Подъ т зд'Ьсь подразумевается частное отъ отд^ле^я Ы 
на с2, где Л — общШ на1больш1Й делитель чиселъ Мак. 



V 

^1^1я того, чтобы эта задача была возможна, необходно 
II достаточно, чтобы числа (3) удовлетворяли услов1я1ъ: 

Дг„ = О (иод. 1\) 
Д»г„ .^ О (мод. 1),) 

(4) 



Д*г„ О (мод. А) 
Л»'-^ г, - О (мод. Д,._,) 



гдЪ числа 



^М> ^2» • • • • ^Л • • • • -^111-1 

суть воотв'Ьтственно об1ц!в наибольш1е д^Ьлит6ли модуля М и 

чиселъ 

Л, 2!к\ 3!/1\ А/А* («м— 1)/Л"-\ 

3. Пусть {/, Л^ Л/!) и и т им'Ьютъ указанный выше 
апачвн]я. Изъ системы сравнснШ (4) вытекаетъ сл'Ьдующ1я 
теорема. 

Теорема II. Если сравнен1е 

/(х) __^ О (мод. М) 

им'Ьетъ к корней 

а, я+Л,. , . .а-|-(А — ^)А, 

гд'Ь к есть наименьшее аначен1е х^ при которомъ выражеше 

X ! к' 

д'Ьлится на М, причемъ 

М 

то это сравнеше имЪетъ еще корни 

11рпмгьч(Ш1(\ Число А: можотт» быть меньше т лишь въ 
сл'Ьдующихъ случайхъ: 1) когда т=4 и (1 — число четное ^ 
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2) когда т составное чисдо, большее 4-хъ; 3) когда т про- 
стое чисю, больше 2-хъ и д'Ьлящее с1 безъ остатка. Во всЬхъ 
этжхъ случаяхъ юдуль М есть число составное. 

СлЪдств1е 1-е. Пусть М ш к суть числа взаиино про- 
стня, причеиъ М есть число составное, большее четырехъ. Ёслк 
сравиепе 

Г{х) = О (иод. М) 

п^кетъ к корней 

гд! к есть наименьшее значепе Ху при котороиъ х! делится 
на М, то это сравиепе тожествено, т. е. удовлетворяется лю- 
бннъ ц'Ьлниъ значешеиъ х, 

Сл'Ьдств1б 2*6. Пусть модуль М сравнени 

/(х) = О (мод. М) (5) 

нмЪетъ видъ 

М = ар^ (6) 

и пусть 

гд4 а, р, 7 суть ц*лня числа, причеиъ р > 2, и р и 7 суть 
числа взаимно простыя. Если сравнен1е (5) ииФетъ два корня 

а, а + ар Т» 
то оно имФетъ еще корни 

а+2аР7, а+5ар7 а+(р-.1)аРт 

Паприи'Ьръ, полагая 1[ = 2, а = д, ^ = 1000, находимъ, 
что сравнен1е ии'Ья по модулю 3000000 корни 4 и 300^, 
ии*етъ еще 5Р8 корней бООй, 900^, 299700^. 

Теорема 111. Если сравнен1е 

/{х) = О (иод- М) 
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(А-й стеиени им^^етъ |х -Ь ^ корней 

а, а + А, . . .а+|х/А (7) 

рричемъ 

Ы 

11< т = ^ 

то оно им'Ьетъ еще корни 

Бъ частноиъ слупаФ^ если к т М суть числа взаимно про- 
стыя, то предложенное сравнен1е, ии'Ья корни (7), окажется 
тожественныиъ. 

4. Если всякое сравнен1е 

/(л?) = (мод. Л/), 
имеющее корни 

«о» ^11 ^2* • • '*и (8) 

ин'кбтъ непреи'Ьняо новый корень [^ и если не всякое сравненье^ 
мн'Ьющее корнями лить п'Ькоторые изъ чиселъ ряда (8) им'Ьетъ 
корень р^ то корень [:^ мы назовемъ сопряокенныт еъ рядомъ 
корней (8). 

Теорема IV. Если числа 

«о» «1^ «2 «* (8 Ь18) 

суть различные корни сравнен1я 

1\х) = О (мод. М\ 

то число ^, несравнимое ни с!» однимъ изъ нихъ по модулю 
М и удовлетворяющее сравнетямъ: 

Р = «о ('•ОД- ^о) 
? - «1 (мод. т,) 



? = а* (под. л»*), 

гд* 

суть числа взаимно простыя, произведете которыхъ равно М, 
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то ^ есть корень, сопряженный съ корнями (8 Ыв). 
Полагая въ равенств!» (6) а— простыиъ числонъ и 

Р = а% 

убедимся, что теорема IV даетъ достаточное, по не необходимое 
усяов1е сопряжен1я корня [^ съ рядомъ корней (8 Мя). 



Д'ръ И. М. Луценко, Демонстрацгя п2П1боровъ й'Агзт- 
гтТя для получшя перемпьиныхъ токовъ большой частопш. 

Для получен1я токовъ большой частоты ((1е Ьап1е (ге- 
^иепсе ь1 Ьаи^е 1вп81011) Ог. В'Агвопуа! пользуется системой 
двухъ лейденскйхъ банокъ. Внутреннхя обкладкн нхъ, помощью 
сообщающихся съ ними металлическнхъ стержней, заканчншчю- 
щихся 1иарикав1и, около 3-хъ сентиметрахъ въ д1аметр'Ь^ ю- 
гутъ сближатся между собою на любоо разстоян1е (обыкновен- 
но Уа — '^ сеитим.); наружный ихъ обладки соединяются другь 
съ другомъ помощью толстой металлической спирали. Если на- 
чать заряжать лейденск1я банки помощью довольно сильной Р;м- 
корфовой катушки (дающей искру въ 15 — 30 сент.), то, такъ 
какъ об'Ь банки заряжаются лротивоположнымъ знакомъ, между 
вышеупомянутыми птариками, соединенными съ внутренними об- 
кладками ихъ, получается рядъ искръ^ разряжающихъ банки. Въ 
то же время въ спирали^ соединяю1цей наружный обкладки, какъ 
въ моментъ заряжен1я банокъ, такъ и за время ихъ разряжен1я, ио- 
являются токи (всл'Ьдств1е разной иеиности электричествъ наруж- 
ныхъ обкладокъ въ каждый данный моментъ). Такъ какъ разрядъ 
лейденскйхъ банокъ колебательный.^ то въ течен1е времени, пока 
длится разрядъ, въ спирали появляется (и исчезаотъ) несколько 
десятковъ тысячъ токовъ; а такъ какъ бобина посылаетъ ьъ лев- 
денск1я банки въ теченге 1 секунды по крайней мЬр^^ н'Ьсколько де- 
сятковъ зарядовъ, то въ спирали мы получаемъ несколько сотенъ 
тысячъ и даже милл10новъ токовъ. 11олучающ1еся при этомъ токи 
большой частоты обладая также большимъ, напряжен1емъ, легко 
посту паютъ во всякое побочное отв*твлен1е и даже въ незаякнутую 
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ц'Ьпь. Установка Л^АгвопуаГя нашла примАнен1б главнниъ об- 
разонъ въ терал1я^ хотя этотъ иетодъ лвчен1я разрабатывается 
пока только во Франщи. 

Токи большой частоты, проходя чрезъ человеческое т-Ьяо, 
еовс'Ьмъ нечувствительны для пего и только могупуя полу- 
читься при атоиъ искры производятъ леше уколы и жжеше. 
Но эти токи, совершенно нечувствительные для чувствжтель- 
пыхъ и двигательпыхъ нервовъ, вл1яютт> очень р'Ьзко на сии. 
патическую нервную систему, вызывая расширешс сосудовъ, уси- 
лен1в отд'Ьлительной деятельности железистыхъ органовъ (уве- 
личиваютъ отд1)Л1'Н1е пота, слюны, желчи и проч.), ускорвн1е 
обм'Ьна веш.сствъ (усилен1в потре(1лвн1я О и выд'Ьлсн1я СО^), 
почему ихъ и начали применять для лвчен1я соответственныхъ 
болезней (расстройства пятан1я, застарелый ревматизмъ, падаг- 
ра, сахарная болЬзнь, ожир'Ьн1е и проч.). Для лечебныхъ ц'Ь. 
лей больнаго или вводятъ пъ цепь, по которой текутъ токи 
большой частоты (биполярная длектризац1я), или сообш.аютъ 
его съ одной какой-либо точкой подобной цепи (униполярная 
эдектризаи1я ) или же по]иеп|аютъ больнаго вт» больпюй соле- 
ной дъ, по которому точетъ подобный токъ (клетка «ГАгяопуаГя), 
и тогда въ неиъ самомъ продуцируются токи (аутоиндукц1Я, по 
(ГАг80пуа]'ю), которые и воздействуютъ на его организмъ. 
Распредеяе1пе электричества по телу больнаго и присутствхе 
его, когда больной сндитъ внутри соленоида (не соприкасаясь 
съ его спираии), доказывается легче всего помощью одного 
простаго явлешя, подмеченнаго докладчикомъ. Если проводить 
слегка концами пальцевъ по телу электризируемаго (въ лю- 
бомъ удалеши отъ точки приложеихя электричества)., то полу- 
чается ощущен1е шершавости, а въ темноте — свечсн1е, что 
зависитъ отъ перескакявапхя целаго ряда электрическихъ искръ 
съ тела электризируемаго на пальцы изследователя. Такимъ 
образомъ можно доказать, что электричество распределяется до- 
вольно равномерно по всему телу электризируемаго. Въ виду 



првкрасннхъ результатовъ, получонныхъ иокощью 9тихъ токовъ, 
пъ нвсоин'Ьнно принадлежитъ въ тбрап1я большая будущность, 
а всл'Ьдствхе ихъ безвредноети — и въ техниЕ^. Физшдогиче- 
ское д'Ьйств1в токовъ большой частоты (1'Аг8опуа1 резюхируетъ 
слФдующимъ образомъ : возстановлеше силъ^ возбуждеше апяе- 
тнта, спокойЕнй сояъ^ веселое расположен1е духа и энерпя 
въ работ'Ь, понижбН1е нервной и мышечной раздражительяостя, 
успокоенхе болей, легкость походки, лучшхй цв'Ьтъ лица и проч. 
Наблюден1я ^'ЛгзопуаГл вполн'Ь подтверждаются I док- 
ладчивоиъ. Д-ръ И. Луценко. 

6-го ноября 1898 г. 



ПРОТОКОЛЪ 

8ас4|Д*шя Иатематическаго Отд4|ден1я Новороеохйскаго 

Общества Естествоиопытатедей 

4-10 декабря 1898 года. 



Председатель Б. А. Циииерманъ. 

Присутствовали члены Общества : А. С. Васильевъ, Б. Ф. 
Вериго., И. М. Занчевск1й, В. 9. Коганъ, Г. П. Каченовсый, 
Б. И. Май, 8. Н. Милятицк1й, В. В. Преображенсв1Й, И. В. 
СлешинскЙ, П. Я. Точидловск1й и С. О. Шатуновсмй. 

Предметы занят1й: 

I. Прочнтанъ и утвержденъ протоколъ преды дущаго за' 
сЬдашя. 

И. Выслушано сообщенге члена Общества Г. П, Баче- 
новскаго: «О р'Ьшен1и уравненхй 3-й и 4-й степени». 

Для уравнеЕ1й 3-й степени докладчикъ далъ слЪдующ1б 
2 прхема р1кшен1й: 

1. Полагая въ уравнен1и 

х^'\'Ах+В=0 (1) 




XI 

о; = 1 1 / — "о~ ) *31п в, прнводнмъ уравнен1е къ виду 

2. Полагая 3 корня уравнеюя (1) соответственно равными 

р, ар + л», ар + л, 
гд'Ь а инимый корень уравнен1я а^ — 1=0, находимъ 

р(1+2а)+т+п=0; тп=А; т^п»» 5(1+ 2а)», 

откуда опред1»ляются т^ п л р. 

Для р'Ьшешя уравнен1я 4-й стеиени 

д:* 4 ^л:* + 5я? + С « О (2) 

докладчикъ дадъ слЪдующге 2 прхена: 

1. Обозначая корни этого уравнен1я черезъ р^ а — р^ 
Ь — Ру с — р, находимъ: 

а«^6*+с*=2^4; аЧЧ^=В^; а»Ь»+аV+6V=4^4«— 16С», 

а потону а, Ь^ с, суть корни уравнен1я 

х^~2Ах' + (44^—1 60>»— 8^= О (3) 

2. Пусть а, Ь^ с, — а, ~Ь, — с будутъ 6 корней уравнен1я 
(3), изъ коихъ три: а, Ь, с будутъ корнями кубическаго урав- 
нен1я 

а остальные 3 будутъ корнями увавненхя 

п 
х^ — тх^'\--^х — /=0. 

п п 

Уравнеше {х^ + тх'^ 4 о^+О (^^ — тл?* + л а? — О = О 

тождественно съ уравнетемъ (3), а потому 
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Сопостав1яя посл'Ьдл1я 2 уравнешя С7> уравнеп1ями (4), нгио- 
димъ : х^=^ т. 

III. Членъ Общества Николай Дмитрхевичъ Пыьчиковъ 
демонстрировалъ построенный ямъ разрядный электрометръ. 
Пркборъ предва8пачбН7> для классныхт» деионтрацхй. См. При- 
ложен1е къ этому протоколу. 

IV. Внслушапо сообп^онге Никодм Дмитр1евича Цильчи- 
кова: сПо поводу теоремы о давлонти въ Д1элввтрйк* » . Цро- 
должен1е и обсужден1е этого сооб1цен]я назпачоно на следую- 
щее засЬданхе. 

V. Владим1ръ Але1ссаидровйЧ7> Герпетъ изложилъ и де- 
монстрировалъ «Способъ окрашиван1я бвзъ помощи пигментовъ». 
Способ7> состоитъ въ покрыт1и окрашиваомаго тЬла прозрачной 
пленкой весьма малой полщины. 

\*1. Андрей Александрович7> Калинкевичъ демонстриро- 
валъ и объяснилъ устройство хромоскопа 1уев'а. 

иРИЛОЖЕШЕ 

Разрядной электрометръ. 

Въ средней, да и въ высшей гпкол'Ь мног1б основные во- 
просы электростатики (дроблсн1о ялектрическаго ;1аряда на части 
пропорщональныя нлектроемкостямъ конду кторовъ, разложон!(' 
нейтральнаго электричества на равные^ по протикуположные по 
знаку заряды и проч.) излагаются обыкновенно безъ демонстр}^- 
Ц1Й, всл'Ьдств1е част110 хлопотливости, част110 сложности опыт- 
ной пров'Ьрки излагаемаго при соблюден! и основнаго услов1Я 
школьнаго преподаван1я — простоты и 1гаглядности. 

Предлагаемый нлектрометръ, построенный препараторомъ 
физической лаборатор1и Университета г. Захаровымъ, даегь 
возможность просто и наглядно демонстрировать на опыт* спра- 
ведливость основныхъ теоремъ электростатики, а также и н*- 
которнхъ важпыхъ законовъ электрическихъ точсп1й, напр. за- 
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кона Оиа^ дающаго ;^акисимость между силою тока, сопро- 
тивлб111е]пъ и;Ьпи и электровозбудительною (электродвижущею) 
силою. 

Электрометръ состоитъ гзъ металлической коробки еъ 
стеклянными окнами, внутрь которой опускается сквозь верх- 
нюю эбонитовую крнтку м'Ьдная узкая пластинка съ приклеен- 
ной къ ней евомиъ верхними концемъ полосочкой листоваго 
золота. Сквозь боковую ст'Ьнку металлической коробкм элек- 
трометра въ эбонитовой втулк'Ь можстъ горизонтально двигаться 
металлическ1й стерженекъ, на внутреннюю часть котораго на- 
д^тъ кусочекъ угля. Вдвигая этотъ стерженекъ бол'Ье или ме- 
1гЬе, можно приближать его на большее или меньше разстояпе 
отъ золотого листочка электрометра и т'Ьмъ въ весьма шире- 
кихъ пред^Ьлахъ изменять чувствительность электрометра. 

11ользовап1е приборомъ весьма просто. 

Положкмъ, требуется показать дробленхе заряда между 
двумя равными шарами. Соодиняеиъ съ разряднымъ электро- 
метромъ цилиндръ Фарадея помощью тонкой ниточки. Внесемъ 
въ цилиндръ Фарадея заряженный шаръ. Положимъ, что при 
взятомъ разстоян1И уголька отъ золотого листочка произошло 
20 между ними прикосновенхй. Выймемъ шаръ изъ цилиндра: 
каблюдаемъ опять 20 прикосиовек1й. Коснувшись однимъ нга- 
ромъ о другой незаряженный того-же дтаметра, внесемъ порознь 
каждый изъ нихъ въ цилиндръ Фарадея. Найдемъ, что оба они 
будутъ вызывать лишь десять прикосновентй. Если же введемъ 
оба шара въ цилиндръ одновременно, то получиться вновь 20 
прикосновен 1й *), 



*) При подобныхъ оиытахъ и8олнц1ц должна быть превосходна. Давно 
пора оставить уиотреблен1е стекли ныхъ иалочекъ какъ ручскъ къ шарямъ 
дисканъ и проч. Надо брат1> или шелковые нитки (не крашенныя, не суче- 
ныя) иди иараФиновыи (св-Ья!», не покрытый еще пылью) палочки, кото 
рыс легко от.1иваютея въ буилвныхъ трубочкахъ (снимаеиыхъ по вастыва 
н1и парафина) и тогда электростатичс(*К1е опыты удаются и при перепол- 
ненной авдитор1Л в во всякую погоду. 
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Также просто и наглядно денонстрнруется завонъ Ома. 

Возьненъ большую лейденскую банку^ соодинимъ ея внут- 
реннюю обкладку съ хорошо изолированнынъ крючконъ^ иою- 
жи1ъ, съ помощью четнрехъ нитокъ. Пом^стимъ въ н'Ькоторояъ 
отдален1и разрядной электрометръ, на головкЪ котораго при- 
кр1^пннъ тонкую длинную проволочку^ оканчивающуюся крюч- 
комъ^ которвй можно было бы назбрасывать на одну или н'Ьсколь- 
ко нитокЪ) натянутыхъ между лейденской банкой и врючкомъ. 

Зарядивъ лейденскую банку^ положимъ^ 10 искрами опре- 
д'Ьленной длины при помощи какой-либо электрической машины, 
набросимъ крючекъ проволоки разряднаго электрометра на одну 
нитку. Положимъ, что по метроному получится одно сопри- 
косновенхе въ 1 сек. Набросимъ крючекъ на 2 — 4 нитки, 
число соприкосиовен1й будетъ 2 — 4 въ 1 сек. Ёсли-же ото- 
двинемъ крючекъ отъ лейденской банки вдвое — втрое дальше, 
число прикосновен1й уменьшится вдвое, втрое. Если при т^хъ 
же услов1яхъ зарядимъ банку не 10 а положимъ 30 той же 
длины искрами, то число прикосновеп1й возрастетъ втрое. 
(Надо до начала опыта вполн'Ь устранить остаточный зарядъ 
лейденской банки). 

При устройств'Ь разряднаго электрометра весьма суще- 
ственно брать именно золотой листочекъ и уголекъ. Друпе 
листочки (аллюмин1евый, серебрянный и проч.) даже и при 
соприкосновенш съ углемъ могутъ не отходить назадъ (всл'Ьд- 
ств1е прилипан1я). Безъ уголька дМствхе электрометра также 
было бы не надежно. Я. Д. Пильчиповъ, 
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ПРОТОКОЛЪ 

ЗасЪдан1я Натематическаго Отд4Ьден1я Новоросо1йокаго 

Общества Естеотвоиспытатедей 

1в'%о Декабря 1898 года. 



ПрехсЬдатедьбтвовалъ В. А. Циинерманъ. 

Пржсутствовалн члены Общества: И. М. Занчевск1Й^ В. 0. 
Баганъ, А. Б. Бононоввчъ^ А. В. Блоссовек1Й, П. Т. Пас- 
сальск1й, Ц. Д. Пильчиковъ, И. В. Слешинскхй^ П. Я. То- 
чндловскШ^ С. О. Шатуновск1в. 

Предветн аанят1й : 

I. Прочитанъ и утвержденъ протоколъ лредндущаго за- 
с1дан]я. 

II. Продолженхе я обсужден1е доклада Н. Д. Пильчикова 
с По поводу теорежы о давлен1и въ д19лектриыЪ> отложено до 
одного изъ сл-ЬдующЕхъ зас^^дан1й. 

И1. Н. Д. Пильчиковъ сд'Ьлалъ сообщенхе «О цветной фо- 
тотраф1и». Для грубыхъ деионстрац1й докладчикъ предлатаетъ 
сл'Ьдующ1Й простой способъ фотографирован1я въ натуральннхъ 
цв'Ьтахъ: суктя фотографическхя пластинки слабой цв-Ьточувстви- 
тельности покрываются кусками цв'Ьтныхъ стеколъ и подверга- 
ются бол^е или иен'Ье продолжительной экспозиц1и. На пла- 
стинкахъ получаются цв'Ьтныя фотограф1и кусковъ стекла. Об- 
разцы бЬли показаны, 

1У. Выслушано сообщен1е П. Т. 11ассальскаго: #Вл1ян1е 
электрической тяги на иагнитныя обсерваторхи » сл'Ьдующаго 
содержан1я : 

Допустимъ^ что обсерватор1я находится въ разстоянхи В 
отъ рельсовъ, на глубине ^г подъ поверхностью земли; если 
направлеше пути составляетъ уголъ а со среднимъ направле- 
В1ежъ иагнитнаго мерид1ана и еелн кабель, ведущШ токъ, на- 
ходится на высоте а яадъ рельсами, то одагающ1я X, У, Д 



1 



А/ 
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иагнитнаго поля, нровзводвшаго токами тяги (допуская нхг 
пряиолипейяыия и безковвчнынн), б^дутъ 

2 а И (п-^22) 
гд4 

причемъ ось X наираилепа ио средкему магнитному иерид1аяу, 
ось У— на востокъ, ось ^ — вверхъ. 

Есл1 элементы земного магнетизма въ данный монептъ 
им'Ьютъ значешя: 

Я=: Н^-^-ХН^ — горизонтальное напряжеи1е, 

Л=5о-|-ДЗд — склонен1в, 

V= V^ 4" Д^о — вертикальное напряженхе, 
то приборы, всл'Ьдств1в тяги, вместо этихъ*зпачен1й, покажутъ 
новыя: 

З'=0о+Д3' 
которыя съ прежними связаны уравнен1яия 

\Н'^^н=^-^в 8гпт, д^л--Д;= -~~--^ 

Созт. 

гВ-п—. — Д8 Игуха 
Ьозг 

Д8'— Д8= — г^т-гт; 7-, -• 

гВ Ыпа — /У 

Эти уравнешя р'Ьшаютъ два вопроса: 1) Какхя нертурбащи 
вводятъ 8лектрическ1Я токи въ показан1яхъ магнитныхъ ирибо- 
ровъ и 2) На какомъ разстоян1и отъ пути д'Ьйствдо токовъ не 
превосходить опред'Ьленнаго, заданнаго ланередъ значения. 

По поводу этого сообщенхя Н. Д. Иильчиковъ сд'Ьааяъ 
сл11дующ1я ука«ан1я: а) формулы для конечныхъ токовъ иолу- 
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чаются изъ форму лъ, данныхъ докладчнкоиъ для безконечннхъ 
токовъ, простымъ д*лвн1емъ на 2. Ь) Такъ какъ^ при а = о, 
вредное д'Ьйствхе токовъ на приборы обсерваторхи уничтожает- 
ся, какъ это явствуетъ изъ фориулъ докладчика, то^ при ус- 
тройств'Ь электричбскихъ тягь вблизи иагнитныхъ обсерваторИ, 
необходиио проситц чтобы, начиная съ извЪстнаго разстоян1Я 
отъ магнитной обсерваторш, токъ возвращался бы на станц1Ю 
по проводу, подвершенному на одной высот!» проводомъ, по ко- 
торожу, идетъ токъ отъ станщи, и по возможности близко отъ него. 

V. Постановлено: 

1. Протоколы зас'Ьдан1й Математическаго 0тд4лен1я печа- 
тать въ Запискахъ этого 0тд4лвН1я. 

2. Предоставить журналу «В'Ьстникъ Опытной Физики и 
Элементарной Математики» печатать эти протоколы или извле- 
чен1я изъ нихъ до напечатан1я ихъ въ Запискахъ Математи- 
ческаго Отд'Ьлен1я съ т'Ьиъ, чтобы .до напечатан1я редакц1я 
В^^стника разсылала корректурные оттиски протоколовъ заинте- 
ресованнымъ референтамъ. 



ПРОТОКОЛЪ 

8ае4»дан1я Натекатическаго ОтдЪленхя Новорооохйскаго 

Общеотва Бетествоиспытатедей. 

5-10 Февраля 1899 года. 



Предс'Ьдатель: В. А. Циммерманъ^ 

Присутствовали члены Общества: С. И. Березинъ, П. Н. 
Вучинсв1й, X. I. Гохманъ, И. М. Занчевск1Й^ С. В. Житковъ^ 
В. е. Каганъ, Г. П. Еаченонск1Й, Б. Ф. Клименко, И. М. 
Луценко, К. В. Май^ в. Н. МилятицкШ, Н. Д. Пильчиконъ, 
В. В. Преображенск1Й^ И. В. Слешинск1й^ И. Ю. Тимченко, 
П. Я. Точидловск1й, 0. О. Шатуновскхй. 



Предиеты занят1Я : 

I. Ирочтенъ и одобренъ иротоколъ предыдущаго засЬдашя. 

II. Выслушанъ рефератъ Н. Д. Пильчиковн: «Освован1я 
электротехники ио Максвелю:»^. Въ обсуждеши реферата приня- 
ли участ1е В. в Каганъ, в. П. Мнлятицк1й, И. В. Слешин- 
шй, И. Ю. Тимченко. 

III. Сообщен1е В. О. Кагана: «Но поводу двухъ вопро- 
совъ явъ области двфферанщальной гво1гстр1и> отложено до 
сл'Ьдующаго засЬдашя. 



ПРОТОКОЛЪ 

8ас1(дан1Л Матенатическаго Офд1(лешя Новоросс1йскаго 

Общества Естествоиспытателей. 

19-10 Февраля 1899 года. 



ПредсЬдательствовалъ: почетный предсЬдатель нкаденикъ 
Оскаръ Андреевичъ Баклупдъ. 

Присутствовали члены Общества: С. И. Верезинъ, X. I. 
Гохманъ, В. е. Каганъ, Г. П. Каченовсюй, П. И. Коляга, 
А. К. Кононевичъ^ К. В. Май^ А. Р. Орбинстай, Н. Д. Пи1ь- 
чиковъ, в. В. Првображеиск1й, И. В. Олешинсмй, И. Ю. Тим- 
ченко, И. Я. Точидловок1й, В. А. Цинмерманъ и 0. О. Шя- 
туновск1й. 

Въ качеств'Ь иочетяаго гостя ирисутствовалъ академикъ 
Оскаръ Андреевичъ Баклундъ, который и бнлъ избранъ почет- 
ныхъ иредсЬдателвгь зас^кданхя по предложе11ю предсФдатедя 
отд'Ьлен1я В. А. Цимиеряана. 

Предиеты занятхй: 

I. По предложен1ю В. А. Цивиериана Отд^Ьлепе почтило 
вставан1енъ память умершато норвежскаго геометра Оофуса Ям* 
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II. Црочитапъ и одобренъ протокодъ цредыдулцаго засЪ- 
дан1я. 

III. В. е. Каган ъ предкщилъ вх'Ьсто назначеннаго имъ 
доклада сд'Ь.1ать сообщен 1б о работахъ Софуса Ли, которое и 
было выслушано собран1емъ. 

IV. Н. Д. Иильчпковъ ^оложилъ Отд*лен1ю, что въ те- 
кущемъ году истскаетъ стол'Ьт1е со дня введенхя во Франц1И 
метрической сйстемн М'Ьръ и иривелъ при этомъ сл'Ьдующ1я 
датн: 8-го Мая 1779 года Конвентъ избрала комиисгго для 
установлентя ра11.1онлльной системы м4ръ. Въ составъ этой ко- 
миссхи вошли: Бордя^ Копдорое, Лагранжъ, Лапласъ и Монжъ. 
26-го Марта 1791 года комисс1я предложила, въ качеств* 

1-цы длины, длину 4/ГпллАпА четверти парижскаго мерндшна 

и 30-го Марта того же года Конвентъ принялъ это предложе- 
нте. Новая комиссия представила 23-го Аир*ля 1799 года 
окончательный докладъ и 10-го Декабря 1799 года вводенъ 
окончательный те1ге уга! е( (ИПоШГ. Цаполеонъ I отнЬнилъ 
постановлен1е Конвента о введен1И метрической системы, кото- 
рая опять была во:)СТ11Поилсна въ 1837 году. Дипломатическая 
копвенщя между 16-ю государствами о введен1и метрической 
системы :ткл ючена 20-го Мая 1875 года. Впосл'Ьдствхи къ 
этой конвенц1и присоединились еще нисколько государствъ. Въ 
Р0СС1И 8-го Ьоня 1893 года утверждено положен1е о Главной 
палат* М'Ьръ и иЬсовъ, которою разрабатывается вопросъ о вве- 
ден! и метрической системы пъ Росс1и. 

Докладчикъ в^есъ затЬмъ следующее предложвн1в ,,Въ 
виду истекающаго стол'Ьт1я со дня введенхя метрической си- 
стемы М'Ьръ во Фран1ци назначить особое засЬданхв въ соеди- 
ненномъ состав* членовъ Новоросс1йскаго Общества Естество- 
испытателей и членовъ Техническаго Оби^ества. Для выработ- 
ки программы зас*дан1я и соглашен1я съ членами Техническа- 
го Общества избрать особую комиссхю. 
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Постановлено: обсудить предложен1б Н. Д. Пильчикова 
въ бдЕжайшеиъ засФданш Отд'Ьлен1я. 

За позднимъ врбиенеи'ь назначенныя на это засФдан1едо' 
ыадн отложены. 



ПРОТОКОЛЪ 

8асАдан1я Математическаго Отд^^дев1я Новоросохйскаго 

Общества Естествоиопытателей 

б-го Марта 1899 года. 



Предс^^дательствовалъ : В. А. Цимиерианъ. 

Присутствовали членн Общества: С. И. Березинъ^ X. I. 
Гохмапъ, С. В. Житковъ, И. М. Занчевсый, Г. П. Каченов- 
ск1в, П. И. Коляга, В. 9. Каганъ, 6. Н. Милятицк1й, К. И. 
Май, И. Д. Шльчивовъ, П. Я. Точидловск1й п С. О. Шату- 

Н0ВСБ1Й. 

Предметы занят1й: 

I. В. 0. Каганъ внесъ поправку въ протоколъ преднду- 
щаго засФдашя. 

II. Подвергнуто обсуждешю предложенхе И. Д. Икльчикова 
о назначен1и особаго зас4дан1я совместно съ членами Техни- 
ческаго Общества по поводу паступающаго стол-Ьтхя со дия 
введен1я метра во Франц1и. 

Принимая предложен1е Николая Диитр1евича, Отд'Ьден1е 
постановило : 

1 . Детальное р4шен1е вопроса предоставить во всЬхъ ча- 
стяхъ на усмотр'Ьн1е комнссхи, въ составъ которой избраны: 
И. М. Занчевск1й, Г, П. Каченовск!», К. П. Май и Н. Д. 
Пильчиковъ. 

2. Снестись съ предсЬдателемъ Техническаго Общества 
черезъ президента НовороссШскаго Общества Естествоисднта- 
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телей. Для этой ц'Ьди просить председателя Отд'Ьлентя войти 
въ переговоры съ президентомъ Общества. 

Ш. Выслушано сообщвн1е X. I. Гохмана: ^^Полравки къ 
учебнику геометр! и Кисилова". Докладчикъ продложидъ упро- 
щенный доказательства сл'Ьдующихъ двухъ теореиъ: 1. Тре- 
угольники равны^ когда три стороны одного соотв-Ьтственно 
равны тремъ сторонаиъ другого. 2. Если пряныя параллель- 
ны^ то соотв'Ьтственные углы равны. 

IV, Выслушано сообщвн1е В. 0. Кагана : ,,11о поводу 
двухъ вопросовъ изъ области дифференщальяой геометр1и^'' : 

За недостатконь времени В. 0. Баганъ коснулся одного 
только изъ этихъ вопросовъ^ а именно вопроса объ огибаю- 
щихъ. Докладчикъ высказалъ мн'Ьн1е^ что обычное изложенхе 
этого вопроса, при которомъ огибающая определяется, какъ 
геометрическое м'Ьсто продал ьныхъ положен1Й точекъ псресЬче- 
Н1Я сыежныхъ кривыхъ данпаго семейства, не можетъ считать- 
ся правильныпъ. 

Вопросъ объ огибающихъ, по мн^Ьнхю докладчика, дол- 
женъ примыкать къ теорти траектор1Й: именно, огибающая дол- 
жна быть разсматриваема^ какъ траектор1я, встр'Ьчающая кри- 
выя даннаго семейства подъ угломъ, равнымъ нулю. При такомъ 
частномъ предположен! и обнцй интегралъ дифферонтцальнаго 
уравнен1я траектор1Й воспроизводитъ самое семейство кривыхъ. 
('У1цествован1в огибающей ;тниситъ поэтому отъ существован1Я 
особаго интеграла. 11осл1;дн1Й въ Гауссовыхъ коэффицтентахъ 
выражается ураинентемъ Р^ — Е(т=10, которое, по составу его 
л4вой части, приводится къ двумъ уравнен1ямъ и только въ 
томъ случа*, когда эти уравнен1я эквивалентны, они опред*- 
.1яютъ особый интегралъ упоиянутаго дифференц1альнаго урав- 
П0Н1Я. Впрочемъ, кривая опред'Ьляемая этимъ интеграломъ дей- 
ствительно касается кривыхъ данной системы лишь въ томъ 
случае, если точка встрЬч» не есть особая точка заданной 
кривой. Въ виду этого можетъ случиться, что полученная кри- 
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вал предстакллетъ не огибающую, а геохс-трическое мГ.стоосо- 
бениыхъ точекъ кривыхъ даян&го семейства. Въ 8ак1ючен1е 
докладчикъ указалъ случай, вг котороиъ обычная точка зрФ- 
я1я на огибаюп(ую нриводитъ къ парадоксальному за1иючен1ю, 
которое устраняется правильной постановкой вопроса. 



ПРОТОКОЛЪ 

8ас4кдан1я Иатеметичеокаго ОтдФлеша Новороесхйскаго 

Общества Естествоисявпателей 

19'%о марта 1ЬЬ9 года. 



Преде* датель В. А. Циммерманъ, 

Присутствоваля члены Общества ; (I. В. Житковъ, И. М. 
Занчввск1Й5 В. 0. Каганъ, Н. Н. Лаяге^ К. И. Май, в. И. 
Милятицк1й, Н. Д. Пйльчиковъ, В. В. Преображенскгй, И. В. 
Слешиншй, И. Л, Точидлоиск1й и С. О. Шатуновшй. 

Предметы •занят1Й: 

I. Одобрены протоколы двухъ лредыдущихъ засЬдатй. 

II. Н. Д. Иильчиковъ, какъ председатель метрической 
К0ММИС1И по устройству соедипеинаго лас'Ьцан1я членовъ Ново- 
росс1йскаго Общества Естестиоиспытателей съ членами Импе- 
раторскаго Техническаго Об1ц.ества, вотелъ въ Математическое 
0тд4лвп1е Новоросс1йскаго Обп^сства Естествоиспытателей съ 
прилагаемымъ къ этому протоколу докладомъ, содержащнмъ въ 
десяти пунктахъ изложенхе того, чтб коммис1я нашла желатель- 
нымъ относительно устройства упомянутаго засЬдаяхя, и про- 
силъ Отд'Ьдеп1е высказаться по всЬмъ пуяктамъ доклада. 

По о6сужден1и доклада Н. Д., ОтдЬлеше пришло въ ей- 
дующимъ заключешямъ: 

По пунктамъ 1-му и 2-му. Назначенхе времени и мкта 
тс/Ьдашя представить па усмотрЪме коммисхи. 

Пункты 3-й и 7-й, какъ не относя щхеся до Новоросс1й- 
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скаго Общества Естествоиспытателей, обсуждошю пе подвер- 
гать. 

По 4-му пункту. Отпустить изъ средствъ Математическаго 
Отд'Ьлвн1я въ распоряжен1о комисс1и пятнадцать рублей и по- 
ручить председателю Математическаго Отд'Ьлен1я войти съ 
првдставлен1вмъ въ Сов^тъ Новоросс1йскаго Общества Есте- 
ствоиспытателей объ отпуск* въ рпспоряженхе коммис1И неко- 
торой суииы сообразно со средствами Общества. 

По 5-му пункту. Цросить господина Ректора Новоросс1й- 
скато Университета чере^ъ господина президента Цов(>росс1Й- 
скаго Общества Естествоиспытателей довести до св'Ьден1я Со- 
вета Университета о предстоящемъ празднестве на тотъ слу- 
чай, если-бы гг. члены Университета пожелали почтить свеимъ 
присутствгемъ предстоящее заседан1е или принять участ1е въ 
засЬдаши своими рефератами. 

Цунктъ 6-й отклонить. 

До пункту 8'Му. Желательно, чтобы въ день заседан1я 
были выставлены для обозрен1я публики образцы метрическихъ 
и мннхъ неръ. 

По пункту 9-му. Содержан1в и число докладовъ предо- 
ставить на усмотрен1е комисс1и. 

По пункту 10-му. Отме1Ъ по празднеству, гЬ изъ рефе- 
ратовъ, которые будутъ прочитаны членами Новоросс1Йскаго Об- 
щества Естествоиспытателей и друпе матер1алы, относяпцеся 
до празднества, желательно напечатать въ Запискахъ Новорос- 
С1йбкаго Общества Естествоиспытателей^ а также и отдельными 
оттисками. 

Председатель комисс1и Н. Д. Пильчиковъ выразилъ От- 
дедетю свою благодарность за отпущенный Отделон1емъ въ 
распоряжеше комисс1и денежный средства. 

III. Выслушано сообщен1е В. В. Преображенскаго: «Къ 
вопросу о Максвелевой теор1и электричества», въ которомъ В. 
В. показалъ, что преллагаемыП Рошсаггё споеобъ вывода мак- 
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свелевыхъ урагвнвн1й можно довести до конца, не прибегая бъ 
взятыиъ у Максвеля готовымъ фориуламъ^ выражающихъ три 
нормальныя и три нангенцха льныя силы упругости череаъ производ- 
ныя отъ 110тенц1ала, а выводя эти вырахешя на оосоваши един- 
ственнаго допущешя, что ети силы выражаются черезъ произ- 
водный отъ потенщальной функцхи безъ помощи произвольныхъ 
ф унБц1й. 

ПРИЮЖЕШЕ 

Въ Математическое отд'Ьленхе Общества Естествоиспытате- 
лей прм Ииператорскомъ Новороссхйскомъ Университет^^. 

Избранная по моему предложенгю Обществомъ Естество- 
испытателей и Одесскимъ Отд4лен1вмъ Ииператорскаго Тех- 
ническаго Общества Метрическая коииисс1я въ засЬдаши своеиъ 
10-го сего Марта нашла желательнымъ : 

1. Отложить назначен1е дня посвяп^&еиаго праздновашю 
стол^Ьпя установлбН1я метрическихъ мЪръ до получешя св^д11- 
Н1й изъ Франщи; 

2. Назначить и'Ьстомъ празднества здан1е Одесскаго От- 
д4лен1я Ииператорскаго Техническаго Общества, согласно за- 
явлен] ю члена коимиссги г. Секретаря Импереторскаго Техни- 
ческаго Общества Г. М. Больфензона о предоставлен1и Обще- 
ствомъ своего пом'Ьщен1я для празднества; 

3. Чтобы Одесское Отд-Ьленхе Императорскаго Техническа- 
го Общества обратилось съ просьбой къ г. Директору Депар- 
тамента Торговли и Мануфактуръ о разъясненш вопроса о вве- 
ден 1и въ Росс1и системы метрическихъ м'Ьръ; 

4. Чтобы Общество Естествоиспытателей при Ииператор- 
скомъ НоворосС1йскомъ Университет'Ь оказало сод'Ьйств1е въ 
устройстве празднества и если возможно, то и матерхальную 
помощь. 

5. Чтобы Императорск1й Новоросс1Йск1й Университетъ въ 
лицЪ г. Ректора Университета и Сов'Ьта Университета бнп 
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« 

увфдопленъ Обществомъ Ествствоиспытатедбй о предстоящеиъ 
празднеств*, участ1в въ которомъ членовъ Совета Университе- 
та, не входящйхъ въ составъ Общества Естествоиспытателей. 
было бн въ высшей степени интересннхъ для разносторонней 
оц'Ьнви вначея1я иехдународиаго метрическаго союза съ точки 
зр^я юридическйхъ наукъ и общихъ культурныхъ вопросовъ. 

6. Чтобы Ощество Естествоиспытателей при Император- 
скомъ Новоросс1Йско1ъ университет* снеслось съ Обществоиъ 
Естествоиспытателей при другихъ русскихъ Ииператорскихъ 
увиверситетахъ о возиожноиъ ихъ участ1и въ предстоящеиъ 
празднеств*; 

7. Чтобы Од. Отд. Императорскаго Техническаго Общества 
снеслось съ другиии отд'Ьленгяии Императорсиаго Техническаго 
Общества о возиохности ихъ участ1я въ предстоящеиъ празд- 
неств* и оказало, буде возиожно, иатер1альную поиощь по 
устройству празднества; 

8. Чтобы была устроена въ день празднества выставка 
иетричесвихъ и другихъ м*ръ; 

9. Чтобы были выслушаны въ день празднества сл*дую- 
Щ1е доклады: 

Бериардацци^ Историчеек1й обзоръ возникновен1я я раз- 
ВИТ1Я метрической систеиы и*ръ ; 

Вольфеизонъ, Метрическая система въ фабрично-завод- 
скомъ д*л* въ Росс1и; 

З^евъ^ Вопросъ о введен]ц метрической системы въ Рос- 
С1и на Всеросс1йскомъ Торгово-Промышленномъ Съ*зд* въ 
Нижнем ъ-Новгород*; 

Камнскгй^ Международный метрическ1й съ*здъ съ точки 
зр*н1я юридической и культурной; 

Еаченовскгй^ Метрическая система въ Торгово-Промыш- 
ленноаъ д*л*; 

Май^ О возможности введенхя метрической системы м*ръ 
въ Росс1и; 
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Пильчиковь. О значен1и шетраческой систеяы въ точныхъ 
наувахъ н о работахъ Между народ наго бюро кЪръ н вЪсовъ. 

10. Чтобы былъ изданъ бборнивъ рефератовъ, прочтенннхъ 
на празднестве^, и другяхъ иатер1а10въ^ относящихся къ празд- 
нован1ю въ ОдессЬ столЬт^я нетричесвой сястехы мЪръ. 

14 марта, 1899 г. Н. Пильчиков}^. 



ПРОТОКОЛЪ 

васФдатя ИСатенатнческаго Отд^кдев^я Новоросс1йе]Баго 

Общества Естествоиспытатедей. 

2'Ю Апргъля 1899 юЭя. 



ПредсФдатедьствовалъ: В. А. Циинерианъ. 

Присутствовали члены Оби|;ества: От. В. Житковъ^ А. В. 
БлоссовсБ1Й9 Г. II. КачеповскИ, К. И. Май^ Н. Н. Милятиц- 
К1Й, И В. Слешииск1й, И. Ю. Тимченко, П. Я. Точидловсв!! 
и 0. О. П1атуповск1й. 

Предметы запятШ : 

I. Председатель коммиссхи для устройства торжественна- 
го засЬданхя по поводу истекающаго стол'Ьт1я со дня введешя 
метрической систе^лы м^ръ во Фрапц1и Н. Д, Пяльчиковъ до- 
ложилъ ОтдЪлен1ю, что въ засЬдаши коннисс]и 24-го М^арта 
1899 года рЬшепо отложить устройство торжествоннаго засФ- 
дан]я на осень текущаго год». 

II. И. Д. ПильчнБовъ прочиталъ рефератъ : „О децияи- 
лизацш времени и угловъ. 

Ш. Иванъ Юрьевичъ Тимченко сд'Ьлалъ сообщеМе : у^Обоб- 
щен1е одной теоремы Парсевахя изъ области теор1и рядовУ^ 
сл'Ьдующаго содержан1я: 
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Теороиа открытая Парсевалет (Маге — АШогпе Ра^8еVа^) 
въ 1801 году I выражаепая равенствоиъ 



* = о 



*езО 1г=зО 



«ожегь быть строго доказана по методу, данному самннъ Пар- 
<^валенъ, въ тохъ слуда'Ь^ когда ряды 

«бсолютао-сходящ1еся. 

Эта теорема южетъ быть обобо^ена слЪдующмъ образоиъ: 

2к П"^^ 



■ п 



8?г 2я: ^^ гУ\х п 



00 00 . 
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тд* /а? = Уа^л*', /.х=У^а^ а?*, а {л — ц^юе число ^ п. 



АгаО * = О 
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ПРОТОКОЛЪ 

зас^Ьдашя Матеиатичеокаго Отд^Ьдешя Новоросс10каго 

Общества Естествоиспытателей 

7-10 мая 1898 года. 



иредсЬдательствовалъ почетный председатель профессоръ 
Ииператорскаго Еазапскаго Университета Диитр1й Ивановжчъ 
Дубяго. 

Присутствовали: вжце-црезидвнЛ Общества В. А. Цен- 
иерианъ и члены Общества: X. I. Гохнапъ, П. Г. Меликовъ, 
В. В. 11реображенск1В, И« В. Слеши нсюй^ Н. Д. Пильчиковъ^ 
С. О. Шатуновск1й й И. Ю. Тимченко. 

По предложен1ю вице-президента Общества В. А. Цим* 
иериана единогласно избраЬъ почетвниъ предсЬдателемъ засЬ- 
дан1я ирисутствовавт1в въ зас'Ьдан1и почетный гость проф, 
Д. И. Дубяго. 

Предметы занятШ: 

I. Н. Д. Пильчиковъ демонстрировалъ хроматическха кру- 
ги Максвелл и произвелъ п'Ьоколько опитовъ по цвЪтосл'ЬпогЬ. 

И. И. Тимченко сдФлалъ сообщвн1е: сОбъ одной основ- 
ной теорем!Ь въ теорш аналитически хъ функщй». 

III. Почетный председатель Д. И. Дубяго изложилъ въ 
краткомъ очеркЪ истер1]е устройства новой аетройомической 
обсерватор1и въ Казани. 



ПРОТОКОЛЪ 

зас'Ьдаи1я Математнческаго Отд'Ьлен1я Новоросс1йекаго 

Общества Бетествоислмтателей 

17'Ю Сентября 1Н99 хода, 

ПредсЬдатедьствовалъ В. А. Ци11Хбр11Д1ъ, 
Прксутствовали члени Общества С« И. Борезянъ, П. Н. 
Бучинсв1Й; Б. Ф. Вериго. С. П. Житковъ^ И. М. Занчевшй^ 
В. е. Каганъ, Г. П, БаченовшК^ А. В Блоссовск1И, И. П. 
Ланге, О. Н. Мил0тяц1пй^ П. Т. Пасальск]!! Н. Д. 11идьч1г- 
койЪ, и. В. Слешиншй, И. Ю. Тимченко, И. Я. Точядлон- 
СК1Й9 с. о. ШатуновсЕИ. 

Предметы занйт1й. 

I. Н. Д. Пильчнковъ, обративъ внямсчн!» собран1Я на тяже- 
лую потерю, понесенную наукой нъ лиIVЬ скончавшагося про- 
фессора Бунзена, перечислилъ главн'Ьйт1я научныя заслуги по- 
койяаго. 

По предложешю Николая Дмитрхевича, собрап1в почтило 
память покойнаго вставашеиъ. 

II. Выслушано сообщен1е II. П. Коростовцева: <0 деся^ 
тичныхъ иер1одическнхъ дробяхъ». 

III Господннъ Периклъ Дтаяандя сдЪлалъ на франдуз- 
сБоиъ языкЪ сообщен1е <0 зрительной памяти» я проязвелъ 
рядъ опытов*ь вычяслетя въ ум'Ь. Господинъ Дтоианти обла- 
даегь сильно развитою зрительною памятью, т. е. ему легко 
зааомнять рядъ дифръ посл'Ь того, какъ ояъ ихъ увид'Ьлъ 
напнсаняыни. Думая о рядЪ натуральныхъ чиселъ, онъ пред- 
ставляетъ себ'Ь этотъ рядъ написапннмъ вдоль довольно слож- 
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НОЙ ломанной лин1и, которую онъ назнваетъ, счисленной схе- 
мой», Вторую часть своего сообщсн1я. Г. Дтамандм посвятялъ 
упражнен1ямъ. 

На доск'Ь были написаны слЪдующгя цифры: 

2 3 7 9 1 

7 2 5 1 

3 2 8 9 
112 9 

8 7 10 3 

Дгаманди бросилъ на нихъ несколько взглядовъ, отвора- 
чиваясь Есахдый равъ отъ доски, а зат1;мъ почти безошябочно 
произнесъ ихъ по порядку^ читая сперва каждую горизонталь- 
ную строку, потомъ каждую вертикальную и наконецъ по спирали: 
2379119930178137025002128. Изредка Д1аманди вм'Ьсто 
требуемой цифры произносилъ другую, но, обыкновенно, санъ 
исправлялъ ошибку. 

ЗатЪмъ ему былъ предложенъ вопросъ: сколько секунл'ь 
въ 2300 стол'Ьпяхъ, считая и високосные годы, Черезъ VI ^ 
минуты онъ написалъ на доск'Ь результатъ, Опред'Ьляя число 
секундъ въ 1414 стол'Ьтхяхъ, онъ оишбся, такъ какъ вместо 
числа 1414 взялъ число 1440 при опред'Ьлен1и числа висо- 



/ 



косныхъ годовъ. Довольно быстро онъ вичислилъ V 15800625 

и У 483736625. Извлечете корня четвертой степени изъ 
1433190656 далось ему труднее: онъ н-Ьсколько разъ оши- 
бался, пока получилъ в'Ьрный отв'Ьтъ. По его просьб'Ь, ему 
вторично задано было извлечете корня четвертой степени и 
онъ быстро написалъ, что 8б30&453=89*+2566212. Одинъ 
изъ присутствовавшихъ сообщилъ ему годъ, мФсяцъ и число 
своего рожден1я и Дтаманди немедленно указалъ день нед^ли^ 
когда произошло это событ1е. ПослФ этого ему одновременно 
заданы были шесть д'Ьйствхй и черезъ н'Ьсколько минуть онъ 
написалъ на доскЪ слЬдующхе результаты : 
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47967.698 « 33480966 
482» = 237169 . 
23* - 12167 
87* = 51289761 
9"= 185302018885841 
7»= 5764о01 
Посл'Ь того^ отвернувшись отъ досси, онъ безошибочно 
проианесъ по порядку веЛ написанння на ней цифры, назн- 
ва^^ь каждую ивъ 9тих«ь цяфръ^ когда ему укашваш м м1&сто^ 
напр. четырнадцатую цифру числа 9^* и т. д. На доск1& было 
написано около 200 цифрг. Н1&околько трудн1&е далось еиу 
следующее упрахнеше: на доек'Ь были укреплены 22 играль- 
ный карты въ вид)! горивонтальноК строки. Дхаиаидн навы- 
валъ ихъ сл'Ьва направо и иаоборотъ, увавывад краоноВ он'Ь 
иасти или черно!» При этоиъ онъ сд1&лалъ несколько оши* 
бокъ. Съ соглас1я присутствовавшихъ членовъ Общества, И. 
Ю. Тимченко высказалъ г-ну Д1амандн благодарность отъ ине<* 
ни Отд'Ьлен1я за его интересное сообщеле. 

Председатель В. Диммермат. 

Секретарь О. Шатутеекгй. 



ПРОТОКОЛЪ 

■ 

аас^ЬдАн1я Натеуатичеекаго ОтдАлеуЫ Новоросеискато 

Обшеетва Бстествоиспытатедей. 

15'%о Октября 1899 года. 



Предскдал:ельст1ювалъ В. А. Цивверванг. 

Прмв}тствовал1 чдеин Общества: в. А. Бабвчевъ, X. I. 
Гохвавъ^ В. 6. Кагаяъ, Г. П, КаченовскШ, П. Т. Пасаль- 
ск1Йу Н. Д. ПвльчиЕ<^въ^ В. В. 11реображе1!ск1Й^ И. В. Сле- 
шияеаМ, С. М. Таяатаръ, И. Л. Точидловск{й и С О Шатунов- 

СБ1Й. 

Предметы занят1й: 

I. Закрытою баллотировкою секретарь Математнческаго 
Отд'Ьлен1я Сануилъ Осипов вчъ ШатуновскШ избранъ ва туже 
должвость съ 1-го Октября 1899 года по 1-е Октября 1900 г. 

II. Председатель ковмисхи по устройству празднества по- 
поводу истекающаго столЬття со дня вводен1я метрической си- 
стемы м'Ьръ во Франц1и Н. Д. Иильчиковъ доложилъ Отд'Ьлентю^ 
что днемъ устройства торжественнаго »ас'Ьдан]я комхисхя назна- 
чила 28 Ноября 1899 года и что выборъ иЬста зас'Ьдан1я кох- 
11ИС1Я предлагаетъ предоставить на благоусмотр'Ьн1е президента 
Новоросс1Йскаго Общества Естествоиспытателей. 

Отд'Ьлете присоединилось къ постаповлен1ю кохнис1и и 
просило Вице-президента В. А. Циммермана сообщить о выше- 
изложенномг президенту Общества. 
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III. Н. д. Пкльчуковъ сд'Ълалъ сообщен1е: «Къ вопросу 

о 8яачен1и интеграла Клауз1уса \-^ въ необратаныхъ пронес- 

сахъ». Въ обсуждешн этого сообщешя приняли участ1е Вейн- 
бергъ, Еаганъ^ Качвновск1й, ПасальскИ и Танатаръ. 

Остальныя сообцен1я за повдикгь врененеиъ отложены 
до сл'Ьдующаго засЬданхя. 

ПредсЬдатель В. Циммерманъ, 

Секретарь С. Шатуновскхй. 



ПРОТОК о лъ 

8ае'Ьдан1я Натенатнческаго ОтдйленЫ Новоросс1йскаго 

Общества Бстествоиспитателей. 

39-10 Октября 1899 года. 



аредс^Ьдательствовалъ В. А. Цинмерманъ. 

Присутствовали члены Общества: С. И. Березинъ^ Б. Ф. Ве- 
рите, X. I. Гохнанъ, О, В. Житковъ^ И. М. Занчевсий^ В. 0. 
Каганъ^ Г. П. Каченовск1Й, Е. Ф. Клименко^ И. И. Луценко, 
П. Т. Пасальск1Й, 6. Н. Милятицк1й^ Н. Д. Пильчиковъ, 
В. В. Преображенсх1Й, И. В. Олешинск1й, С. М. Танатаръ^ И. Я. 
Точидловсв1Й и С. О. ШатуновскИ. 

Предметы эанят1й: 

I. В. А. Цимиерианъ доложнлъ Отд'Ьлен1Ю о томъ^ что 
иреаидентъ Общества избралъ актовый залъ Университета и^Ь- 
стомъ торхественнато засЬданхя, назначеннаго на 28-6 теку- 
щато и'Ьсяца. Часъ засЬданхя лредоставленъ на усютр'Ьпе ком- 
МИС1И по устройству этого засЬданхя. 

II. Подвергнуто дальн'Ьйшеиу обсу«ден1ю сд'Ьланное Н. 
Д. Пильчиковниъ въ засЬданхи 15-го Октября сообщепе «Къ 

вопросу о значен1и интеграла Клаузхуса \ -^ въ необратя- 

ннхъ процессахъ». Въ обсужденти приникали учаспе И. М. 
Занчевск1й и В. В. Каганъ. 

III. Н. Д. Пильчиковъ доложилъ о своихъ оинтахъ по 
актиноэлектричеству. Изучалось вл1ян1е разрыхленности иетад- 
лической поаерхности на потерю электричества подъ влхяшбяъ 
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свЪта вольтовой дуги. Особенно характерно отношен1е платино- 
вой черни: въ то вреня, кахг платиновая гладкая поверхность 
быстро теряетъ зарлдъ вг лучахъ актиническато св'Ьта, слой 
платиновой черни почти нечувствнтеленъ къ актиническо- 
му св'Ьту. Доклад чикъ объясняетъ подобный анонал1и т1мъ, 
что порошкообразныя металлическ1я поверхности энергичнее удер- 
жнваютъ и даже поглощаютъ газовыя частицы, уменьшая та- 
кииъ образомъ напряжеше электрической конвекщи. 

По поводу этого доклада сд'Ьлали 8аи'Ьчан1я Вериго^ Кли- 
менко и Преображенсюй. 

IV. Быслутано сообщенте В. Н. Оболенскаго: «Калоримет- 
рическ1я изсл'Ьдоватя теплотъ сплавлен!» гЬкоторыхъ солей 
кал1я и натр1я>. Содержанхе этого сообщен1я изложенно вкрат- 
ц'Ь докладчикоиъ въ особой записк'Ь^ приложенной къ этому 
протоколу. Въ обсужден1и этого сообщен1я приняли учаспе 
ВеНвбергъ^ Пасальск1й, Пильчиковъ и Танатаръ. 

V. Б. П. Вейнбергъ демонстрировалъ и объяснилъ устрой- 
ство н'Ькоторыхъ новопр1обр'Ьтенныхъ физической лаборатор1ей 
приборовъ. Демонстрац1я лекщонныхъ опытовъ по физик'Ь ча- 
стичяыхъ силъ за иозднииъ вреиенемъ отложена до сл^Ьдую- 
щаго зас:Ьдан1я. 

VI. И. М. Завчевскхй сд'Ьлалъ сообщеше: сКъ вопросу о 
внутренней эяерпи совершенныхъ газовъ». 

ПредсЬдатель В. Циммерманъ. 
Секретарь С. Шатуновшй. 



Изсл^довашя теплотъ сплавлен'т нЪкоторыхъ солей кал1я 

и натр'т. 

(Сообу^енге Оболенскаго 29-10 Октября). 

Хотя вопросъ о теплотахъ сплавлен1я солей очень важенъ 
и для териохии1и и для теор1и сплавовъ, но онъ мало разра- 
ботавъ. 
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ВсЬ пр1вна оиредЪлен1я теплотъ сшавдени сводлтся къ 
растворм1Ю сплава въ растворител'Ь^ для котораго иав'Ъстны 
Т6ПЛ0ТН растворен1я солеВ^ составляющихъ сыавъ. 

Одыты были произведены надъ еплаваии валШной и нат- 
ронной селитръ. 

Приборъ для одред'Ьленхя теплотъ растворенхя солей былъ 
несколько усовершвнствованъ такъ^ что удалось довести по- 
правку на охлажденхе до 0^001®. 

Бром:Ь теплоты растворен1я солей надо было определить 
удельную теплоту раствора си'Ьси солей^ составлдвшнхъ сплавъ; 
величина эта не определялась каждый разъ особо^ такъ вакъ 
одыты доказали, что она ножетъ быть выражена фориулой 

— д— Т" гд* д и 9' — уд*льныя теплоты растворовъ Мат^ и 

КЮ^^ если бы каждая соль была растворена отдельно въ ко- 
личестве, равноиъ количеству сиеси, составъ которой иожетъ 
быть выраженъ пМа1!]0^-\-'п!КЫ0^, 

Опыты разнились между собой менее У27о- 
Окончательные результаты: теплоты сплавлешя на моле- 
кулу въ болыпихъ калоргяхъ суть: для КNО^ + NаNО^ — 0.61, 
для 2КNО^ + Nат^—0Я^, для ^Кт^ + NаNО^—^М, 
для КЩ-{-2Мат^—0М и для ^^Г^\^0з + 4^\^а^0з— 0.77. 
Отсюда видииъ, что для прибавлен|я къ молекуле NаNО^ 
одной молекулы NN0^ требуется 0,61 Са1., для прибавлен1Я 
новой молекулы КМО^ еще 0.26 Са1., и для прибавлен1я двухъ 
новыхъ молекулъ КЛ^О^ по 0.11 Са1. для каждой. Числа эти 
въ гвмеотричсской прогресс1и. При прибавлен1П къ КаМО^ 
одной молекулы КМО^ требуется 0.61 Са1, для прибавлени 
новой молекулы — 0.35 Са1.; для прибавленхя новыхъ двухъ мо- 
лекулъ не требуется теплоты; КNО^ какъ бы насыщенъ мо- 
лекулами Л^аМ)з. Подобный же пределъ существуетъ и для 
наснщея1я МаЫО^ молекулами КЫО^^ но лежитъ относильно 
дальше. 

2-го Ноября. Вл. Оболенскгй. 



ПРОТОКОЛЪ 

зае'Ьдан1я Мятеяатичеекаго Отд'бленЕя Новороес1йскаго 

Общества Естествоиспытателей. 

12'%о Ноября 1899 года. 



ПредсЬдательствовалъ В. А. Цяннернанъ. 

Присутствовали члены Общества: С. И. Березинъ^Х. 1.Гох- 
манъ, С. В, Житковъ, И. М. Занчевск1й, В. 6. Каганъ^ Г. 
П. Баченовск1Й^ П. Г. Меликовъ, 0. Н, МилятицеШ, А. 0. 
Неиировск1й^ Н. Д. Пвльчиковъ, В. В. ПреображенСБ1Й^ И. В. 
Сдешинск1й, И. Я. Точидловск1й, С. 0. ШатуновсБ!!. 

Предметы занйт1й. 

I. X. I. Гокианъ^ приведя н'Ьсколько прим'Ьровъ р'Ьшен1Я 
геонетрическихъ задачъ на построенхе, въ которыхъ искоиыя пря- 
мыя опред'Ьлялись, какъ огибающ1я двухъ круговъ (или круга 
в точки), — поставилъ общтИ вопроеъ о томъ, сл-Ьдуеть ли при 
прохожденш курса элеиентарной иатеиатики знакоиить учащих- 
ся съ териинами и понятгями, встр'Ьчающихися въ высшей ма- 
теиатик'Ь. Докладчикъ указалъ также па тотъ фактъ. что из- 
в'Ьстная группа теореиъ объ изм'Ьрен1и угловъ дугами круга 
содержится нъ следующей общей теореме: «Если стороны угла 
или ихъ продолжеп1я встр'Ьчаютъ окружность, то уголъ изме- 
ряется полусуммою дугъ, заключенннхъ между сторонами угла 
или ихъ продолжен1ями. При этомъ нужно изъ двухъ дугъ, 
заключенныхъ между сторонами угла, вершина котораго нахо- 
дится вн'Ь круга, большую дугу считать положительной, мень- 
шую — отрнца. тельной — и это находитъ себ* оправданхе въ томъ, 
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ЧТО при вращеши стороны угла около вершины^ точки встречи 
этой стороны съ окружностью описываютъ дуги противополож- 
ннхъ направлен1В. Докладчикъ предюжилъ указать на этогь 
фактъ учащимся при исто1кован1и геонетрическаго значения 
отрицательны хъ чиселъ въ повторительноиъ курсЬ гбонетр]и. 

Въ обсужден1и постановлонныхъ докладчикоиъ вопросовъ 
приняли участ1б: Березинъ^ Занчевсшй^ Еачвновск1й, Преобра- 
женск1&, Слешинск1й, Циииерианъ и Шатуновск1й. 

II. Б. П. Вейнбергъ доионстрировалъ некоторые ново- 
прхобр'Ьтенныб физической лаборатор1ей приборы и произвелъ 
рядъ опытовъ по физик'Ь частнчныхъ силъ. 

Председатель В. Циммерманз. 

Секретарь С. Шатуновшй. 



ПРОТОКОЛЪ 

зае'Ьдан1я Матеяатичеекато Отд'Ьлен1я Новоросс1Аска1М) 

Общества Естествоиспытателей. 

26-%о Ноября 1899 года. 



ПредсЬдательствовалъ В. А. Цинержаяъ. 

Присутствовали члевн Общества: С. И. Березинъ^ Е. Л. 
Бунидмй, Б. П. Вейнбергь, В. А. Гернетъ, С. В. Житковъ, 
Г. П. Качвновск1й, А. В. Клоссовсетй, П. Т, ПасальскШ, Н. 
Д. Пильчиковъ, С. Г. Попруженко^ В. В. Преобрагенсюв, И. 
В. СлешянскхВ и С. О. Шатуновсий. 

Предметы занятхй. 

I. Прочитанъ и одобренъ протоколъ предндущаго засЬ- 
дашя. 

II. Выслушано сообщбн1е П. Т. Пасальскаго: «Еъ во- 
просу о вар1ац1яхъ элеионтовъ земного иатнетизиа въ аномал ь- 
ннхъ райояахъ». Содерханхе сообщен1я изложено въ прилагае- 
мое къ этому протоколу отд'Ьльной записк'Ь, составленной до- 
кладчикомъ. Въ обсужденш сообщен1я приняли учаспе Буннц- 
К1Й, Вейнбергъ^ Елоссовск1й, Кильчиковъ, Преображен ск1Й^ Цим- 
мермаяъ и П1атуновск1й. 

III. Внслушано сообщен1о Е. А. Буницкаго: сЕъ вопросу 
объ отд11лен1я вещественннхъ корней алгебраическихъ у равно- 
Н1й> сл'Ьдующаго содержантя: 

Если А есть внсш1Й пред'Ьлъ модулей корней ц'Ьлой алгеб- 
раической функц1И /{х) степени т, не содержащей равныхъ кор- 
ней, )\х) — производная отъ этой функц1и, В{х) и ^х) дв4 ц*- 



ХЬ ПРОТОКОЛЫ ЗАСЪДАШЙ. 

лыя алгебраичесБТя функщи^ тождественно у|(овлетворяющ1Я ра- 
венству 1\х)/{х) + 9(^1/ '(^) = 1 ■> наконецъ, ^^ (лг) — фуикц1я, 
которую получаеиъ изъ фунБц1и ^(х\ зам'Ьняя нъ посл'Ьдней каж- 
дый изъ кодффнцхентовъ ея членовъ его кодулеиъ, то модуль раз- 
ности каждыхъ двухъ корней функц1и /(л:) будетъ больше числа 

1 

{2Ау-\(А)' 

Бъ обсужден1и сообщен1я приняли участ1в И. В. Слешин- 
ск1й и Б. П. Вейнберг'ь. 

ПредсЬдатель В, Цьммермань 
Секретарь С. Шатуновшй. 



ПРИЛ0ЖЕН1Е 

Нъ вопросу о вар|ац1яхъ элементовъ земного магнетизма 

въ аномальныхъ районахъ. 

я. Паеальскаго. 



Если назовемъ черезъ Х^. У„, 2^ скверную, западную и 
вертикальную слагающ1я нормальнаго магнитнаго ноля зеили^ 
то, при переход'Ь отъ одной точки земной поверхности къ дру- 
гой, въ гроиадномъ болыиинств'Ь случаевъ^ будемъ наблюдать 
только медленныя и незначительныя изм'Ьненхя этихъ слагаю- 
щихъ. Ером* того, эти слагающ1я для каждой точки претер- 
п'Ьваюгь различный изм'Ьнен1я во времени, причемъ можно счи- 
тать установленнымъ тотъ фактъ, что эти иэм4нен1я ДХ^, ДГ„, 
^2„ одинаковы для очень большихъ районовъ. 

Въ аномальныхъ районахъ къ этимъ слагаю]ц,имъ присо- 
единяются еще м'Ьстныя слагающ1Я Х„^ У^, Д., обусловливае- 
мый чисто м-Ьстнымй причинами. При переход'Ь отъ одной точ- 
ки къ другой эти слагающ1я изм'Ьняются весьма быстро и зна- 
чительно. Спрашивается, каковы будутъ вартащи ДХ„, Д7„, 
ДД, этихъ слагающихъ, если нормаяьиое поле земли претернЁ- 
ваетъ за некоторый промежутокъ времени въ той же точк'Ь 
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т 

мзн-Ьнетя ^Х^ Л У., Л^^. Сначала допустинъ, что аномалхя 
внанвается некоторой яассой ■агннтнаго вещества однороднаго 
к ивотропнато^ наиагниченнаго индувцтей земного поля, и допу- 
стннъ, что на протяжен11с атой нассы и точки, гдЪ произво- 
дятся наблюдеи1я^ поле земли и его вар1ац1и везд'Ь одинаковы. 
Если назовемъ черевъ V потенц1алъ земного поля, черезъ 
^ потенц1алъ наведенннхъ на т'ЬлЪ иасоъ. черезъ г разстоя- 
н1в отъ точки наблюдения Р (^, т], С) до злемента (1з на поверх- 
ности т'Ьла, нм'Ьющаго координаты х, у^ ъ^ то^ какъ изв'Ьстпо, 
потенцхалъ ^ будетъ связанъ съ потенцхаломъ V уравнешсмъ 






гды п/ — направлен1е внутренней нормали къ поверхпости тФла 
въ точк* (.г, у, с). Въ общемъ случа* й выражается череаъ 
V и функц1и, образованныя изъ V рядами напр. Веег'а. К1еске; 
С. Кеитапп'а, \Уа88шп1;11'а и др. 
Такъ, рядъ Е1еско им'Ьетъ видъ 

гд'Ь VI, 7^^ Vз, . . . . определяются уравпен1ями 

а 

1 4 4тсх 
Такъ какъ 

"{-^Х. Соя (г.п)+ П Со8 {у,п) + г^ Со^ (^г,п), 
то 
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гд* Аф^С.^ А^^В^^С^^.. .- завксятъ единственно огь форны 
поверхности тЪла и положешя точки Р и потону рядъ Шеске 
прнни|1аетъ видъ 

гд11 Р, В, 8 количества^ зависящ1я отъ нагнятннхъ свойствъ 
гЬла, его поверхности и положешя точки Р. Такъ какъ 

^ да ^дР , удВ . г^д8 

Ла = — --^аХ„- + /„ На.— и т. д., 

д^ д^^ (?; дг 

то конечныя приращешя ^Х^^ Д^в, Д^в> будутъ связаны съ 
нормальными вар1а1];1ями уравнен1ями 

гд'Ь в]! ,а|2. . . .«зз суть постоянный для данноВ точки вели- 
чины и могутъ быть эмпирически опред'Ьденн при помощи пре- 
дыдущихъ уравнен1й изъ одновремснныхъ наблюдешй въ ано- 
мальной ТОЧКА и сосЬдней съ нормальными элементами. Дру- 
пе ряды даютъ подобный же уравнвн1я. Присутствхе перма- 
нентнаго магнетизма не изм'Ьняетъ погл'Ьднихъ уравнен!!. Они 
остаются справедливыми и для случая н'Ьсколькихъ массъ, 
есяи только на пространств'Ь^ занятомъ каждой отд'Ьльной мас- 
сой^ можно считать поле^ вызываемое другими массами, одно- 
роднымъ. Главный слАдстагл : 1) Такъ какъ въ случае електри- 
ческаго происхождешя аномал1й коэффищенты Лц .... 0,3 равны 
нулю (по крайней м'Ьр'Ь для дневныхъ колебашй)^ то вар1а- 
ц1онння наблюден1я могутъ пролить св'Ьтъ на причины анома- 
Л1Й* 2) Разность вархацгй, слагающихъ силы въ аномальномъ 
и нормальномъ районахъ т'Ьмъ больше, ч'Ьмъ больше сами ва- 
р1ац1и (эти разности и равны ДХ^, ДГ„, ДД,). 3) Для ис- 
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ключешя яилеюя гистерезиса, необходимо составить значи- 
тельное число вышеприведенныхъ уравнеюй для оиред'Ьденхя 

^11 V • • -^зз* ^) ^^^'^ ^^^''^ вообще ^^^ точки зеиного тара 
находятся подъ вл1ян1еиъ нФкоторнхъ иассъ, то коэффицхенты 
^11 • -^33 опред'Ьляюгь мп^стний характера вар1ац1В и являют* 
ся элементами этого характера. 5) Элеиентн а^^. . .а^^ долж- 
ны ии'Ьть вообще н^Ькоторое географическое распред'Ьлен1е и 
быстро увеличиваться при приближенш къ сильныиъ аноиа- 
Л1ямъ. 6) Обыкновенные способы приведеюя наблюден!! къ 
зпох'Ь въ аноиальныхъ районахъ неприложииы. 



ПРОТОКОЛЪ 

зае'Ьдан1я Натепатическаго Отд'Ьлел1я Ново])осс1йскато 

Общества Бетеетвожспытателей 

Ю-го Декабря 1899 года. 



ПредсЬдательствовалъ В. А. Циииерманъ. 

Присутствовали члены Общества: 0. А. Бабичевъ^ Е. Д. 
Буницк1й, Б. П. Вейнбергъ, Б. Ф. Вериго, И. М. Занчевсмй, 
В. Ю. Каганъ, Е. Ф. Клименко, А. В. Клоссовсмй, 0. Н. 
Милятйцмй, П. Т. Пасальск1й^ Н. Д. Пильчиковъ, С. Г. По- 
ируженко, В. В. ПрвображенсБ1Й9 И. В. Слешкнскгй^ И. Л. 
Точидловск1й и С. О. Шатуновск1й. 

Предметы занят1й. 

I. Прочитанъ и одобренъ протоколъ предндущаго засЬ- 
дан1я. 

П. П. Т. Пасальск1й сд^Ьлалъ сообщенхе: «Наиагниченье 
однороднаго изотропнаго шара въ переи'Ьнномъ пол^^». Крат- 
кое содержанте этого сообщвшя изложено въ записк'Ь; состав- 
ленной дооадчикомъ и приложенной къ настоящему протоколу. 

Въ обсуждея1и этого сообщешя приняли участ1е Б. П. 
Вейнбергъ, А. В. Клоссовск1й, Н. Д. Пильчиковъ и В. В. 
Преображенск1й, причеиъ Н. Д. Пильчиковъ, возражая противъ 
основного положен1я референта, что будто бы изсл-Ьдоватемг 
суточнаго хода элементовъ земного магнетизма въ какой-либо 
аномальной местности можно разрешить вопросъ о томъ, ч*мъ 
вызывается данная аномалгя: магнитными-ли массами или зем- 
ными токами, такд какд земные токи будто-бы не имтюгт 
суточнаю хода, проэктировалъ рядъ гра<1)икъ, извлеченныхъ иэъ 
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нЪнецБихъ, антлШскюъ я еербошхъ (оофШеяп^) наблюдев!! 
надъ зепяцни томами, дающихъ яею вырмеянн! еуточвн! хедъ 
земднх'ь тоховъ я б]>о авалогичвооть еуточвону ходу трпяахь- 
ной слагающей зевюто вагнетвзва. 

III. Н. Д. Пвльчвковъ сд'Ьлалъ сообщбВ1б: •Х&ь ваш^щ 
о вар1ац1яхъ элемвцтовъ вввворо ва1!Н9|*в8ва въ авовалъвнхъ 
районахъ»^ въ яоторовъ ука^въ яа оавую общую поставовку 
вопроса, получаевую разсмотрАв1бвъ любой точки ановальной 
в'Ьстноств, как1» точки влевтрошкгввтяаго ноля, опрвд'Ьлдбц^гр 
тремя векторавщ: вевторов^^ завнсящивъ огь вагнихвыхъ васс*^, 
векторотЪу ваввсящнвъ огь электрическвхъ аемвахъ товов'Ьу в 
векхоров'%, зависяощвъ 9тъ электрической конвекцш, происходя- 
щей въ атвносферЪ» Въ виду слабато вл1яшя лосд'Ьдняго векто- 
ра ва ановадьное воле, являются крайне желательиыви, по вн'Ь- 
н\ю докладчика, глубокоземпын тслгъдомнгя мвктричвскихд 
(зввв«хъ) %поком. 

Зав'Ьчан1я по поводу этого €ооби^ен1я сд'Ълавв П. Т. Па- 
саль^внмъ 1^ В. В. Преображевскивъ. 

IV. Б. П. Вейвбергъ деиовстрвровалъ в'Ьсколько вово- 
пр1обр'Ьтевннхъ физическою лаборатор1ей приборовъ и произ- 
ведъ рядъ опнтовъ^ относ^н^вхея къ фвзвк'Ь частвчннхъ силъ. 

иредсЬдатель В. Циммермат. 
Секретарь С. Шатуиовскгй. 



ПРИЛ0ЖЕН1Е. 

Нааагиичвнье одиороднаго йзотропиаго шара въ перемЪи 

номъ пол%. 

я. Пйсальекаго. 



Въ прошдоиъ з^сЬдавви было доквшно^ что #сли въ ваг- 
ин тновъ пол'Ь^ слагающ1Я вапряжен1я вотораго по осявъ коор- 
динвтъ суть X,, У^у 2^^ пои4стить однородное изотропное 
гкло, то наведенвыя на невъ ватнитныя В|аесы вцшваютъ 
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новое поле^ слатающ1Я вотораго равны Х^, Уа^ 2^. Бслн пер- 
вое поле прбтерп<кваетъ изн^нен1я ЛХ .> ЛУ^^ ^Д|, 1^о вюрвя 
олагающ1я въ яфкоторо9 точБ1к Р претерпФваютъ 1тЬнен1я 
ЛХ^, Л 7^9 ^^ау связанный съ изиЪяепян наводящаго поля 
уравнен1Я]1и 

ДХ.=а,, Д^С„+а,, А7,+а, . ^2^ 

Д7.=а,, Д^Г,+а„ Д7.+а,з ДЯ. (1) 

Д^.-Оз! ДХ,+аз, Д7„+азз Д^., 

гдф а^ у ^11* • - .<>зз^^^^^^™™^ А^' данной точке величины, 
опред^Ьляешня нзъ опыта. Чтобы судить о порядк'Ь этихъ ве« 
личинъ, приложимъ эти общ1я уравнешя къ простейшему слу- 
чаю шара. Возыекъ начало координатъ въ центр'Ь шара и 
ось X направйнъ по направлен1ю намагничивающей силы, ко- 
торую иазовеиъ черезъ Х^ (такъ что У«=0, Д,==0), ось хе 
У — ковъ возьмемъ въ направлепя^ перпендивулярноиъ въ оси 
Х-овъ, и опред'Ьлимъ величины а^^, а^,. . . .а^^ въ плоскости 
ХуУ^ предполагая, что изи'Ьняется только Х.» а изи'Ьнен'ц! 
ДУ. и Д^^к равны нулю. Въ этоиъ случа'Ь потенцхалъ наве* 
деняыхъ иассъ, какъ известно *)^ выразится уравнен1ехъ 

(гЦ.дз^^^ (2) 

гд4 К — рад1усъ шара, г — равстояте точки Р отъ центра, 

^ — нанатвнченье; посд'Ьдняя водичяЕа въ даннонъ <щчяА вы- 
разится **) 

гд*!) X иагнитная воспршнчивость. Вставивъ (3) въ (2) и 
взявъ отрицательный производный отъ О, по х ж у^ легко 
найдемъ, что уравнен1я (1) въ этомъ случа* перейдутъ въ 

*) Ск. напр. Боргмань. Основан1а учешя объ электрнческнхъ в маг- 
нитлыхъ явлен1ях'ц ч. II стр. 187. 
*•} 1Ы<1. стр. 194. 
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ХЬШ 



^ 1 + ^'сх (^Чу») '* 



дх 



Д7.-= 



3 1+4,, {х*+уТ 



(4) 



дх 



Пожагая 



/= 



1+|«' 



получиъ, что ДХ. ■ ДУ« кнЪютъ В1дъ 

ДХ. = а,/ДХ, 
ДГ. = в,/ДХ. 



(4а) 



Опред'Ьлямъ теперь а| и а^ для ряда точекъ вбдизм ша- 
ра, пржченъ кеордняатн атнхъ точекъ дани въ сд'Ьдующей 
табличке 
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0.45 


4 


В 


В 
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ЧВ 


0.03 


0.09 
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Для яапряжев1я Х^=0.45 (таков неличинн, приблизи- 
тельно, Лолная слагающая земного магнетизиа въ среднихъ ти- 
ротахъ) &оспр1иичйность X жел'Ьза изъ опнтовъ Баура, Лорда 
Релэйу Юбнга^ Столетова въ среднемъ равна 33; для стали 
она н'Ьсцолько иеньпе. 

Если доаустинъ^ что шарь сд'Ьланъ Е^ъ вещества, ииЬю- 
щаго гораздо меньшую воспрхимчквость. налрим'Ьръ 1 или даже 
1, то найдемъ для / въ первомъ случа'Ь значенхе 0.233 и во 
второмъ 0.193, и коэффицзентн а,/ и а,/ въ уравнен1яхъ (4а) 
для взятыхъ точекъ будутъ ммФть значешя : 



>Г§ точки 

• 


/=< 


3.233 


/- 0.193 


^,/ 


а^ 


(^x! «,/ 


1 


1.95 





1,62 





2 


0.24 





0.20 





3 


012 


0.10 


0.10 


09 


4 


0.17 


0.52 


0.14 


0.43 


5 


0.98 





-0.81 





6 

• ■ 


012 





0.10 





7 


0.03 


0.10 


0,03 


0.09 


8 


0.01 


0.02 


0.01 


0.02 



Теперь спрашивается, возможно ли эти величины опреде- 
лить изъ 01№та. Представляя одно изъ уравнен1Й (4а) въ вид'Ь 

находпъ, что если ЛХ^ и ЛХ„ доступны изм'Ьрешю, то А 
должно быть таково, чтобы ДА', лежало не ниже погр'Ьшно- 
сти наблюден1я« БсхЬдствге однородности уравнен1я, какъ ЛЛ« 
такъ и ЛХ„ щожно выразить въ какихъ угодно единицахъ — 
. наприм'ЬрЪу въ д'Ьлен]яхъ шкалы магнитнаго вархометра. Дону- 
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хих 



екая, что погр'Ьшность отчета не ножетъ пров8о1ти 0.2 д'Ьле- 
ни шкажн и что изн'Ьнетя наводящато поля колебдятея около 
5 дФленМ^ наКденъ, какъ няаш1Й пред'Ьлъ для А^ его значепе 
кзъ уравнен 1я 

0.2 = А 5.0. 

откуда сл1|дуетъ, что А должно быть не меньше 0.04. Прн 
ббльшей точноотя нзн'ЬренШ щлк дрн ббдьщкхъ В1ф1ац1ядъ ДХ> 
А ножетъ быть ш меньше. Иаъ предыдущей таблицы видно» 
что только для точки № 8 (о; 3=2/2, у=2%В) величины коэффн- 
цхентовъ лежатъ ниже этого пред'Ьла; для остальныхъ же то- 
чекъ он'Ь ногутъ быть определены безъ особаго труда. 



ПРОТОКОЛЪ 

9ае'Ьдан1я Натематичеекато Отдйлеи1я НовороссМскато 

Общества Егаеетвонедвтатвлей. 

31-10 Лнваря 1900 %ода. 



Предс4(датб1ьствова1г: И. В. Слешквспй: 
Првсутствовали члены Общества: Бабичевъ, С. И. Бере- 
зннъ, Б. А. Буввцк!!, П. Ы. БучвнскШ, И. Н. Завчевсюй^ 
В. е. Баганг^ Н. Ы. Лавре, В. В. Преображеисвхй и С. 0. 
Шатуновск1В. 

Предметы занят1й 

I. По вреддожвн1ю забодЪвшаго Ввце-президепта В. А. 
Цвнмермана предсФдателевъ засЬдангя нзбранъ И. В. Слб- 

В1ИНСК1Й. 

II. Прочитанъ в одобренъ иротоколъ сл'Ьдующаго засф- 
дан1я. 

III. И. М. сЗанчевшй въ р'Ьчи, посвященной павятв свои- 
чавшагося члена нашего Общества, бывшато профессора Импе- 
раторскаго Новоросс1йсваго Унвверсвтета в Попечвтеля Вар- 
шавскаго учебнато Округа, Валер1ава Нвволаеввча Лвгвна^ 
охарактериаовалъ ученую в учебную деятельность покойваго. 
ОтдАлепе почтило память покойнаго вставанхевъ. 

IV. Ё. Л. Буввцк]Й сдЪлалъ сообщен1е: «По поводу 
способа Фурье отд'Ьлен1я вещественннхъ корней алгебравче- 
сквхъ ураввев1й. 

Въ товъ случа'Ь^ когда тревъ функц1янъ ряда Фурье /{х)у 
Дх),/"(а;) соотв'Ьтствуютъ указателв 2,1, О, веобходвво про- 
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извести изв:Ьстный рядъ испнтав1Й для того^ чтобы отличить» 
ии'Ьегь ли фуикщл /{х) иежду пред'Ьлаии, къ которыиъ отно- 
сятся упоияяутне указатели^ два или О вещественныхъ корней. 
Докладчикъ дать фориулу для опредЪлени внсшаго пред'Ьла 
числа зтихъ испытали. 

Въ обсужден! и этого сообщения приняли участхе Каганъ, 
СлешинсвШ, Преображенск1в и ШатуновскИ. 

ПредсАдатель И. Смымнскгй. 
Секретарь С. Шатуновскгй. 



ПРОТОКОЛЪ 

аае'Ьдан1я Натенатическаго Отд'6лен1я иоворосс1йскато 

Общества Естеетвояспытателей. 

4-10 Февраля 1900 года. 



ПредсЬдатбдьствоБалъ В. А. Цниерманъ. 
Присутствовали члены Общества: Б. Л. БуницкШ^ Б. П. 
Вейнбергъ, Б. О. С1ешинсБ1Й и С. О. Шат уновскШ . 

Предметы 8анят1й. 

I. Прочтенъ и одобренъ протокодъ предндущаго засЬ- 
дан1я. 

II. Выслушано сообщбН1е Е. Л. Буннцкаго: «О равложе- 
Н1Я въ ряды н'Ькоторыхъ оиред'Ьленныхъ интеграловъ » . (Сн. 
приложенную къ атоиу протоколу записку^ составленную авто- 
ромъ сообщен1я). 

По поводу этого сообщенхя заи'Ьчанхя сделаны были И. 
В. Слешинскимъ и Б. А. Циинернаноиъ. 

III. 0. О. Шатуновск1й изложилъ одну теореиу 8оо(1а1, 
относящуюся къ теорхи алгебраическихъ уравнен1Й. 

Председатель В. Циммерманъ. 

Секретарь С. Шатуиовшй. 
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ПРИЛ0ЖЕН1Е. 

Доиадчявъ вывелъ ра8ложбН1е въ рядъ по возрастаю- 
ЩЕМЪ стдпеняиъ переи^Ьнныхъ п-й разности 

1* '•2» • • • '*11 

отъ функц1и Р, предполагая» что функц1я эта разложииа по 
строк'Ь Тейлора въ пред'Ьлахъ значен1й перенЪнныхъ отъ х^ до 
*1+А|, отъ а:^ до гг, + Л,,,. ..отъ а?, до а?„+Лп. Формула 
эта м'Ьетъ видъ: 

*^1* ^2 • • • «^п 

(Р1 + ^1 + + Р«=^* > ♦». Р>^ ^0). (1) 

гдЪ П обозначаетъ сиамхнческое проязведевм п б&шкввчвихъ 

г,» 

сикволнчбскихъ рядовъ вида 

А ^ 

Разснатривая п кратный ннтегралъ 

.♦а,+Л| /•«„+А» 

тд* г — фудкц1я перем^яныхъ в?| , яг^ , . . . .ж„ , какъ п-ю раз- 
ность неопред'Ьленнаго 



ЬП'" ПРОТОКОЛЫ ЗАСВДАНГЙ 



1=1 1 .... 1 гЛх^йх^ ... йх^^ 



находимъ раздожен1б : ^ 

Л;. 



дх 
е I — 1 

4,п д 



дхх 






Аегя 



причеиъ р;.^0, ^1+ + 1?^ + Л = *, при условш ^ 

"• "" *' э^ГГТТа^ "" ^• 

Разложешо ии'Ьетъ иЪсто во всЬхъ случаяхъ^ когда функ- 
Ц1Л V обладаетъ свойствомъ функщи К 

Формула (2) приложика къ разложенш въ рядъ интеграла 

распространеннаго на область значен1в х^ у^ лежащихъ внутря 
криволинейнаго четыреугольника^ образоваянаго координатяння 
кривыми и^ ^+^-) ^'•) ^+Р-) опред'Ьлябиния систеной криволи- 
нейныхъ координатъ 

Въ этоиъ случа'Ь 

2шЛ ю ' о ' ^' ^1 — ::; — а — 1^ — л (3) 
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гд* ^ — якобьенъ фунЕЩЙ х^у^р^ ^ р^ = к'^2; р,^0, 

При этонъ предполагается^ что интегралъ I г(1х(1у удовлетво- 

ряетъ трббован1Я1ъ^ при которыхъ онъ ножетъ быть преобра- 
зованъ къ перен'Ьнннм'ь и. V. Формула^ аналогичная (3)^ но- 
жетъ бнть установлена въ пространств'к п и8И'Ьрен1Й. 

Остаточный членъ въ рядахъ (1)^ (2)^ (3) получается 
заи'Ьной каждой переи^Ьвной Ху (а, ^ г^^ г) черезъ 

гд4 1 > 6 > 0. 



ПРОТОКОЛЪ 

зас^^дал1я Математическаго Отд^леша НовороссШскато 

Общества Естеетвонспытателей. 

З'Ю Марта 1900 года. 



ЦредсЬдательствовалъ В. А. Цн1мернанъ. 

Присутствовали члены Общества: Е. Л. Буницк1Й, Б. П. 
Вейнбергъ, И. М. Занчевсйй, В. 0. Каганъ. Г. П. Каченов- 
ск1й^ А. В. КлоссовсвШ, В. В. ПреображевскШ, И. В. Сле- 
ШИНСК11Г, П. Т. Пасальсий, И. Ю. Тимченко, И. Я. Точид- 
Л0ВСК1Й, и с. 0. Шатуновск!й. 

Предметы занйт1й: 

I. Прочитанъ и одобренъ протоколъ предыдущаго засЬ- 
дан1я. 

II. Выслушано сообщен1е П Т. Пасальсваго: сОбъ из- 
м^Ьненги магнитной силы земли съ высотой». Краткое содер- 
жан1е этего сообщен!я изложено докладчикомъ въ особой за- 
писке, прилагаемой къ этому протоколу. 

III. Б. А. Буницктй показалъ способъ опред'Ьлен1я выс- 
шаго пред'Ьла модулей воеффицгентовъ ц^лаго полинома съ 
ц-блыми ко9ффи1центами, д'Ьлящаго безъ остатка данный ц'Ьлый 
полиномъ съ ц'Ьлыми ко8ффиц1ентами. Въ обсуждеши этого 
сообщен1я приняли участ1е Слешинсктй, Каганъ и Шатуновск1Й. 

IV. Г. П. Каченовск1Й указалъ на разнорФчхе, встречае- 
мое въ учебникахъ физики при рЪшенк вопроса о томъ, ка- 
кого рода рычагъ представляетъ собою весло, и пояснилъ, 
что хотя весло и представляетъ рычагъ второго рода, но весло 
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внЪстФ съ ЛОДКОЮ предсташЕяетъ сложную наганну, д'Ьйствующую 
такъ, какъ д'Ьйствовад'ь ба рочагъ перваго рода, котораго 
длина равна веслу и котораго точка опоры находится въ точк'Ь 
прикосновен1я весла и уключины. 

Въ обсужден1и дтого вопроса приняли участ1е Б. П. Вейн- 
бергъ, Б. 0. Баганъ, И М. Занчовск1Й^ И. Я. Точидловск1й 
и И. В. Слешинск1й. 

Председатель В, Циммерманъ. 

Секретарь С. Шатуновшй. 



ПРИЛ0ЖЕН1Е. 
Объ И8м%нен1и магнигной силы земли при поднят1и вверхъ 

я. Пасальскаго. 



Непосредственныя наблюдешя надъ кзи'Ьнеихеиъ магнетиз- 
иа зеили при ноднят1и на горы даютъ равнообразные и часто 
противор'Ьчивце результаты. 

Ыгпаг *) поставилъ вопросъ на бол'Ье правильпу ю почву, 
выразивъ иысль, что изи'Ьнешя эти иогутъ быть вычислены 
по общеиу выражбН1ю Гауссоваго ,разложеп1я потенщала зеили 

или^ такъ какъ к иало сравнительно съ В^ 



В^ 



^Р'+Р''^.7>''_'^(Р'+2Р'''+ЗР''''+..-)— ••••]• 



(Д+Л)»' • • В 

Отбрасывая въ пряиыхъ скобвахъ выражен1я съ иножи- 

теляии -, Ь12ваг находить зависимость 
В 



*) Ышпаг 81иапцаЬепеЫе (1ег УПеп. Асад.Вс!. СУП, АЫЬ. Па, 1896, р. 7^3. 
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Г- ^' V 

откуда изн4нвн1я ох^ Ьу^ Ь^^ подчиняются завясиюсти 

Ьх_Ьу_Ьг _ЗН 

X у г В 

Но отбраснвая1в члена съ множителенъ ^ не кожетъ бнть 

В 

допущено, и дМствительння убыван1я, еслн удержать этотъ 

членъ, внразится 

гд!» а,^ о,, Оз^ — для разннхъ точекъ земли различны. 
НаприиЪръ, 

«1= 9 -^— + V 4— + % -г— + • • 

ди ди ди 

лгвп АР*•^ /ЭР*'* 

^1^.1 /)Рв.З /)Р**1 

Л* аи ди 



ди ди 



+ 



^ра.| /9Р8«1 /)Р*«^ 

+ 5шХ(Л2. ^_-+ 2Л^-*— -+ ЗА*-^Г1:_ + ....) 

ди ди ди 

^ра.2 /9Рза /^Р*-* 

(?г« (!?г( (?«* 

^}рз.з /5Р*-з 
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Джя обозр'Ьн1л у(}ыван1я 9денбнтовъ на всемъ зенномъ ша- 
р1Ь по формушмъу подобны иъ преды дущннъ, вычислены убывала 
для 84 точекъ (точки перес^Ьчешя широтъ ± 60^^ ± 40^, 
± 20^ 0*^ д додгохъ 0^ 30^ 60^ .... 330^) причемъ въ 
выражен1дхъ а удержаны чдены до шжЬютуал нножптеяяии 
СозЗХ ж 8гпЗ\. 

Д'кйствнтажьное распред1&1ен1е въ каждомъ частномъ слу- 
чае, вообще говоря^ не представляется Гауссовынъ разложе* 
темъ и повтону изи'Ънен1я при поднятш вверхъ могутъ быть 
чрезвычайно различны. Если х^ значете х на поверхности, лг, 
на высогЬ А, то всегда ножио представить 

. , дх , Л* д^х . А' д^х , г ■. 

х.= д,+Л_+__+^^_+.. (а) 

Чтобы найти производныя правой части (ихъ нельзя опреде- 
лить ивъ наблюден1й) воспользуемся изв^стннии свойствами 

потенщала 

дХ , дУ I 62 л 

дх ду дг 

дх дУ дх 62 дУ ьг 

ду дх '' дг дх ^ дг ду^ 

откуда сразу сл'Ьдуетъ, что изи'Ьненхе слаагющей х при под- 
нят1и вверхъ равно изм1нен1ю 2 при переи'Ьщен]и къ югу; из- 
мЪнен1е У равно изи^неюю 2 при переи4щен1и къ востоку и 
изи1нен1е 2 при поднят1и равно суимЪ изи'Ьнен1Й X при пе- 
редвижели къ сЬверу и У при перем'Ьщензи къ западу (для 
непосредственной близости въ исходной точк'Ь). На основан]и 
посл'Ьднихъ уравнен1Й, ур — 1е (а) переходитъ въ 



* ^ бх \.2\дх^ дхду) 1.2.3\ 



дх^ дхду^ 



т. е. въ правой части всЬ члены могутъ быть определены, 
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0С1И иав'Ьетяо распре д1(лешб на поверхности. Подобны! же 
уравнепя получаются и для остальныхъ слагающкхг. 

Протикор'Ьчивыб результаты непосредственннхъ наблвде* 
Н1Й вполне объясняются т'Ьжъ, что на горагь могугь также 
встр'Ьчаться нЪстгая возжущенхя, какъ н во всякмъ другонг 
м'Ьст'Ь. 9 

Въ районахъ анонал1й изи*яен1я сг внсотЫ1 вееьна зн21- 
чительиы ж того же порядка, кавъ изжЪнонгя въ горжзонталь- 
нонъ направлюш. 

Предполохеше Лкцнара о существовшпи эяектрмескнхъ 
токоБЪ въ атиосфе]^^, внзнвающжхъ часть постояннато матяе- 
тизжа земли, не ииЪетъ достаточныхъ основан1Й. Также его 
формулы *) для проведения къ уровню моря наблюден1>, про- 
изведенныхъ въ Австровенгр1и не могугь считаться в^Ьрными. 

Д'Ьйетвятельную повЪрку законовъ М8м4нен1я еъ внсотоб 
иогутъ доставить только наблиден1я въ свободной атмосфере. 
наарим'Ьръ, на воздушныхъ исарахъ, а никакъ не наблюденЁя 
на горныхъ станщяхъ. 



•) Ьипаг 1Ыа. р. 773. 



ПРОТОКОЛЪ 

зае'6даи1я Натематическаго Отд'Ьлен1я НовороееШскаго 

Общества Естеегвонепытателей, 

17'%о Марта 1900 года. 



ПредсЬдательствовалъ В. А. Цнмиерманъ. 

Присутствовали члены Общества: 0. А. Бабичевъ, Б. Л. 
БуницкШ, Л. Г. Даниловъ, В. П. ВеИнбергъ, И. М. Занчев- 
СК1Й, В. О. Каганъ^ В. П. Баченовсюй, П. Т. Пасальск1Й^ 
И. М. Луценко, В. В. Преобрахенсвхй^ 6. Н. Шведовъ, И. 
В. Слетивск1й и И. Л. ТочидловскШ. 



Предметы занят1й: 

I. Всл'Ьдств1е бол-Ьзни постояннаго секретаря Отд^летя, 
севретаремъ зас'Ьдашя избранъ Е. Л. Буниц1С1Й. 

II. Выслушано сообщен1в Б. П. Вейнберга: «Новыя дан- 
ныя по вопросу о непрерывности твердаго и жидкаго состоя- 
шя>. Докладчикъ ознакомилъ присутствовавшихъ съ работажи 
Тоииана, причемъ была демонстрирована глиняная модель тер- 
модинамической поверхности, построенная В. И. Дмитрхевымъ. 

Въ обсужденш доклада приняли участ1е Шведовъ, Зан* 
чевскей, Олешинск1й, Преображенск1й, Баганъ^ Пасальскхй и 
Баченовск]й. 

Председатель В. Циммерманг, 

Секретарь :тс'Ьдан1я Е, Буншшт. 



ПРОТОКОЛЪ 

зас'6дан1я Матеиатическаго 0тд'Ьлбн1я ]1овороес1йекаго 

Общества Естествонспитателей. 

29'го Апрпля 1900 годп. 



ПрбдсЪдательствов<члъ В. А. Цимиерманъ. 

Присутствовали члены Общества; X. I. Гохнанъ^ И. В. 
СлешинсБ1Й, Г. И. ЕаченовскШ^ В. В. ПреображенсБ1й^ И. М. 
ЗанчевсБ1й и С. О. Шатуновсый. 



Предметы замят1й: 

I. Прочитанъ и одобренъ пратоколъ предндущаго засЪ- 
дав1я. 

II. Выслушано оообщвн1е X I. Гохмана: аУпрощенная 
твор1я параллольныхъ лин1й>. (Си. приложен1е къ настоящему 
протоколу). По поводу этого сообщен]я сд'Ьланы были замФ- 
чашя И. В. Слешинскихъ^ В. А. Цимиерманоиъ и С. О. Ша- 
туновскииъ. 

III. Выслушано сообщенхе Придатке: «Объ отд^лешн ал- 
гебраической части интеграла рац1ональной дроби». 

Председатель В, Циммерманъ. 

•• • 

Секретарь С. Шатуновскгй. 



ПРОТОКОЛЫ ЗАСЪДАНХЙ. ^XПI 

ПРИЛ0ЖЕН^1Е. 
Упрощенное и8ложеи1е теор1и параллельныхъ лин1й. 

X /. Гохмана. 



Акеьома. Черезъ одну точку нельзя провесп двухъ раз- 
личныхъ пряннхъ^ параллельныхъ третьей; другнт словами: 
дв'Ь пряиыяу проведенныя черезъ одну и тухе точку парал- 
лельно одной и той-хе прямой.^ слгмаются. 

Прямая теорема. Бели соответственные утлы равны меж- 
ду собою, то прямыя параллельны. 



М ААа N 







ъув 

Доказательство. Если бы прямыя ММ и РЗ, обрузуюпця рав- 
ные соотвФт. утлы а м Ьу (или равный имъ а' и &') встрети- 
лись въ С направо или въ О налево, то въ получеи- 
ныхъ треутольникахъ мы имФли-бы внЪшнхй утолъ а (или &'), 
равный внутреннему Ь (или а'\ что невозможно. 

Частный случай: а=6=прямому: данныя прямыя перпен- 
дикулярны къ третьей: ММ |[| РО. 

Обратная теорема, Дв'Ь параллельный прямыя ММ и 
Р^ образуютъ съ пересЬкающей ихъ третьей АВ равные со- 
ответственные утлы а=й (черт. 2) 



/ 



М А у^а N 

(черт. 2) 

0. 




ЬХ1У ПРОТОКОЛЫ ЗАСЪДАН1Й. 

Дотзательстео (черт. 3). 
(Черт. 3) 



Р' 




Черезъ какую-либо точку К прямой Р'^' проведекъ сЬкущу» 
В' Л подъ угломъ Ь'=Ь и, отложивъ длину В^А=ВАуЩ0Ъ1^ 
демъ прямую Ж' N^ подъ угломъ а' = V къ секущей, тогда 
Л/'^У' ||Р'(2'. По надожеиш (черт. 3) на (черт. 2) такъ, 
чтобы Б' совпала съ В и Р' С' пошла по Р^, точка Л' совпа* 
детъ съ Л. Въ силу акс1омы, прямыя М' ^' и ММ сольют- 
ся: сл*д. уг. а*=:^а] но а'^=^Ь'^=Ь:, сл*довательно а=Ь. 

Частный случай. Если А8^^Р^, то АВ \ ММ (п^к 
Ра 1 1 ММ). 

Примгьчанге. Бели къ этому прибавить соотношен1я между 
углами, который (т. е. соотношен1я) существуютъ при равен- 
ств'Ь соотвЪтствующихъ угловъ, то подучимъ всю тбор1ю па- 
раллельныхъ лин1й. 

X. Гохманд. 



ПРОТОКОЛЪ 

8ае!кдан1я Матекатнчееваго Отд1лен1я Новороее1йс]|ато 

Общества Еетеетвонепитатедей. 

13-ФО Сентября 1900 года. 



ПредсЬдатбльствовалъ В. А. Цнмержанъ. 

Првеутствовали члены Общества: в. А. Бабичевъ^ Б. Л. 
БункцкШ, X. I. Гошавъ, С. В. Жвтковъ^ В. Ф. Баганъ, И. В. 
СжвшянскИ, С. Г. Попруженва, И. Ю. Ткмченко, и С. 0. Ша- 
туновшй. 

Предметы эанят1й: 

I. Прочитанъ и одобренъ протшсолъ преды дущаго засЬданхя. 

II. Выслушано сообщвае С. 0. Шатуновсваго : «О вето- 
дахъ р'Ьшен1я задачъ трвтоноветрхи на плоскости*. По поводу 
этого сообщен1я зам-Ьчанхн были сделаны Ё. Л. Бунлцкнвъ, 
X. I. ГохманомЪу И. В. Слешинскимъ н В. Ф. Каганомъ. 



Председатель В. Циммермана. 
Секретарь О. Шатрновс^Нй. 



ПРОТОКОЛЪ 

дас^1дая1я Матекатическаго ОфД'Ьлен1я НовороссШскаго 

Общества ЕетествонспытаФелей. 

29-10 Сентября 1900 юда. 



ПредсЬдательствовалъ В. А. Циимернанъ. 

Присутствовали члены Общества: Е. Л. Буницв1й^ В. П. 
Вейнбергъ, И. М. Занчевсв1&, 6. В. Житвовъ, В. Ф. Каганъ^ 
е. Н. МилятицкШ, Н. Д. Пильчиковъ, И. В. ОлепшнскИ, 
И. Ю. Тимченко, И, Я. ТочидловскШ и С. 0. Шатуновск1й. 

Предметы Занят1й: 

1 . Прочитанъ и одобренъ протоколъ предыдущаго засЬдатл. 

2. Выслушанъ довладъ Е. Л. Вуницваго : с Объ одноиъ 
классе трубчатнхъ поверхностей. » 

ДоБладчикъ разсиатриваетъ поверхность, огибающую семей- 
ство шаровЪу геометрическое м'Ьсто центровъ которнхъ есть плос- 
кая кривая. Дифференц1альнниъ уравнешямъ поверхности выра- 
жается сл'Ьдующее ея свойство : отр'Ьзокъ нормали^ заключенный 
между точкою поверхности и вышеупомянутою плоскою кривою, 
равенъ одному изъ главныхъ рад1усовъ кривизны въ этой точкФ. 
Докладчикъ упомянулъ о томъ, что разсматриваемая имъ по- 
верхность не принадлежитъ въ сущности къ классу трубчатыхъ 
поверхностей, такъ какъ подъ трубчатыми поверхностями (зиг- 
{"асеа сапаих) разумеются обыкновенно поверхности, огибающ1я 
семейства шаровъ съ постоянными рад1усами. 



ПРОТОКОЛЫ ЗАСЬДАЙ1Й. ЬХУИ 

е. Н. МилятицкИ предюжилъ^ называть разсютр'Ьнную 
д.окладчико1ъ поверхность трубчатою поверхностью съ перем'Ьн- 
нынъ поперечнннъ сЬченхемъ. Н. Д. Пидьчиковъ предложидъ 
сохранить за этой поверхностью названхе, данное е1 докладчк- 
Бомъ, прнсвоивъ поверхностямъ^ огибающииъ сеиейство шаровъ 
съ постоянными радхусаии, названхе трубчатыхъ поверхностей съ 
постоянными поперечными сЬчешями. Въ обсужденги доклада 
приняли также учаспе Б. II. Вейнбергъ, В* О. Каганъ, И. М. 
Занчевск1й и И. Ю. Тимченко. 

3. Выслушано продолжеше доклада С. О. Шатуновскато ; 
с( О иетодахъ рЪшенхя задачъ тригоноиетрхи на плоскости. » 



Председатель В. Циммермат. 
Секретарь О. Шатряовскгй. 



ПРОТОКОЛЪ 

дае'Ьдан1я ИаФенатическато 09Д'6ден1я Новороее1йекаго 

Общества Еетествоиспытателей. 

13'%о Октября 1900 года. 



ПредсЬдатедьствовалъ В. А. Цинмерванъ. 

Присутствовалк члены Общества : 6. А. Бабичевъ, Б. Л. 
Буницк1йу X. I. Гохманъ, Л. Г. Даниловъ. И. М. ЗанчевскгЯ, 
В. Ф. Катанъ, в. Н. Мвлятицк1В, П. Т* ПасалъшО, Н. Д. 
Пильчиковъ, С. Г. Попруженко, Г. Н. Саргидханцъ, И. В. 
Слешиншй^ И. Я. Точидловшй и С. 0. Шатуновсвхв 

Предметы эанят1й: 

I. Прочитанъ и одобренъ протоволъ преды дущаго засЬданхя. 

2« Секретарь Матеиатическаго Отд'Ьленгя, Савуилъ Осипе- 
вичъ Шатуновск1й, избранъ на ту же должность съ 1-го Октября 
1900 года по 1-е Октября 1901 года большинствовъ дв'Ьнад- 
цатЕ голосовъ изъ четырнадцати^ принииавшихъ участхе въ бал- 
ютировк^Ь* 

3. П. Т. Пасальсв1й сд'Ьлалъ сообщенхе — с Второй годъ 
магнитной съемки юго-запада Россш». Докладчикъ сд'Ьлалъ 
общ1я указашя относительно произведеиныхъ имъ магнитннхъ 
съемокъ юго-запада Росс1и лЪтомъ 1900 года. Сообщивъ, что 
были произведены наблюден1я въ 202 пупктахъ, изъ коихъ 157 
приходится на Крнмъ^ докладчикъ перешелъ къ первой части 
своего сообщен1я — «Съемки въ Крыму». Была демонстриро- 
вана карта изоклинъ Крыма^ изъ которой видно, что весь по* 



ПРОТОКОЛЫ ЗАСЪДАНТЙ. ЬХ1Х 

луостровъ какъ-бн покрыть слоенъ южнаго магнитизиа, приченъ 
наибольшая пютность, насколько возможно судить по изокли- 
наиъ, располагается по лин1и, идущей отъ 8. }У. къ N. Е. 
Горн оказались какъ-бы наиагниченныни по сЬверннмъ скло- 
намъ. Жел'Ьзння руды Берченскаго полуострова почти не ока- 
зываютъ дМствхя на магнитную стр'Ьлку наклонен1я. 

Вторую половину своего сообщен1я докладчикъ просилъ 
отложить до слЪдующаго зас'Ьдан10, зам'Ьнивъ ее въ настоящеиъ 
засЬданк докладомъ — <0 причлнахъ неправильностей рас- 
пред'Ьлен1я зеинаго иагнитизма». Въ этой части сообщенхя было 
указано на то, что во всЬхъ сильныхъ аномал1яхъ всегда видна 
одна и та-же законность распред'Ьленгя магнетизма. Теоретически 
это объясняется перавенствомъ магнитныхъ воспрхимчивостей 
массъ. Наблюден1я у острововъ, у горъ и скалъ, а также и 
связь съ аномал1Ями тяжести вполн'Ь лодтверждаютъ эту мысль. 

4. е. Н. Милятицк1Й демонстрировалъ два стереоскопа: 
одинъ съ цветной фотографхей, другой съ двухцв'Ьтной картин- 
кой и двумя разноцветными желатиновыми пластинками. ' 

Председатель В. Цыммерманд. 
Секретарь С. ШатуновскШ. 



ПРОТОКОЛЪ 

засйдан1я Натенатнчеокато Отд'Ьлен1я Новороес1й€каго 

Общества ЕетествонепытаФелей. 

3-10 Ноября 1900 %ода. 



ПредсЪдатедьствовадъ В. А. Цпжернанъ. 

Присутствовали члены Общества: в. А. Бабичввъ^ Б. П. 

Вейнбертъ, Б. Ф. Бериго, Л. 1\ Данвловъ^ С. В. Житковъ, 

И. М. Занчевсшй; В. Ф. Баганъ, И. М. Луценко, 9. Н. Ми- 

ЛЯТИЦВ1Й, А. Р. Орбинск1Й, С. Г. Попрузкенко, Г. Н. Саргв- 

джанц:ь, И. В. Слешинск1Й, И. Я. Точидяовскхй и С. О. Ша- 

туновсвШ. 

Предметы занятШ: 

I. Прочитанъ и одобренъ протоколъ предыдущато засЪдан1я. 

II. Выслушано сообщен1е П. Т. Пасальскаго : Наблюдепя 
надъ суточными вархащяви земнаго иагнетизна въ двухъ пунк- 
тахъ Брнверожскихъ ашжалШ. (Св. приложенхе). 

III. И. В. Слешинск1й обратвлъ вниианхе лрисутствов&в- 
шихъ на подм'Ьченный В. А. Цинвермановъ проб'Ьлъ, который 
обыкновенно допускаютъ^ онредЪдяя прямой уголъ, какъ одннъ 
изъ двухъ равныхъ смежныхъ угловъ: такъ какъ, продолжая 
стороны угловъ, мы получаемъ два вертивальныхъ угла, смеж- 
ннхъ съ даннымъ, то указанное опредФленге прямого угла тре- 
буетъ предварите льнаго доказательства такой теоремы: свели 
уголъ равенъ одному изъ двухъ смежныхъ съ нимъ угловъ, то 
онъ равенъ и другому». Вм'Ьсто этой теоремы можно бнло-бы 
доказать бол'Ье общую теорему о равенств'Ь вертикальныхъ уг- 



ПРОТОКОЛЫ ЗАСЗДАН1Й ЪХХ1 

ловъ, НО доказательство этой посл'Ьдней основывается обыкно- 
венно на заранее уже установленнонъ понят1и о лряноиъ угл'Ь. 
И. В. показалъ, что равенство вертикальныхъ угловъ можегь 
быть доказано независимо отъ понят1я о лряномъ угл'Ь: доста- 
точно наложить уголъ на самого себя обратной стороной его 
плоскости, для того^ чтобы вертикальные углы, смежные съ нимъ^ 
совпали. Это доказательство основано однако на тохъ допуще- 
ши^ что уголъ можетъ быть приведенъ въ совпадонхе съ собою^ 
если станемъ его накладывать на самого себя обратною сторо- 
ною его плоскости. Желательно было обсудить возможно-ли 
обойтись безъ этого допущен1я. Въ обсужден1и поставленныхъ 
вопросовъ приняли участ1е В. Ф. Каганъ^ В. А. Циммерманъ 
и С. 0. Шатуновстй, который локазалъ, что, вращая около вер- 
шины уголъ, равный одному изъ своихъ смежныхъ угловъ, легко 
уб'Ьдиться въ томъ, что онъ равенъ и другому смежному углу. 
1У. 0. Н. МилятицБ1й ознакомилъ собраше съ устрой- 

ствомъ лампы Битсона. 

Председатель В. Циммерманз. 

Секретарь О. Шатуновскш. 



ПРИЛОЖЕН! Е. 

Наблюден1я надъ суточными вар1ац|ями элементовъ земного 
магнетизма въ двухъ пуннтахъ Нриворожскихъ аномал1й. 

5-го и 9-го Сентября (по новому стилю) 1900 года были 
произведены наблюден1я въ пунктахъ Л и В у рЬки Желтой 
Координаты этихъ лунктовъ суть: 

Л ср = 48«21'24" Л = 3^12'9" | къ востоку 
Л 9 = *8 18 51 3 13 40 ) отъ Пулкова. 

Черезъ каждые 74 ^^^^ (всего по 39 наблюдешй въ каж- 
домъ пункт'Ь) наблюдались склонетя и отклонен1я для опред'Ьлепя 
горизонтальнаго напряжен1я. Средн1я значен1я элементовъ найдены : 



ьххп 
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Пунк1т А. 


Соотвлтственныя 
значетя ев Одесел. 


Склонен1я В— 
Гор. напряхен1я Ц 

X 


9°27'2 

0.0424 0. а. 8. 
0.0425 
= 0.0003 

Амплитуды. 


4»31Л 
02188 
0.2182 
0.0173 


В 
Н 
X 

у 


29' 
0.00021 
0.00037 
0.00041 


7'9 
0.00035 
0.00032 
0.00056 


Пункте В. 


, 


В 
Н 
X 
У 


4Ч5.8 
0.4640 
0.4623 
0.0385 

Амплитуды. 


4«29.'3 
0.2187 
0.2181 
0.0171 


в 
н 

X 

у 


5.'0 
0.00227 
0.00155 
0.00017 


8.'0 
0.00038 
0.00035 
0.00046 



Таки1ъ образоиъ изиЪненхя не только склонепя н гори- 
зонтальнаго напряжен1я не схожи съ нормальннии (ОдессЕиии), 
но вар1ац1и прямоугольныхъ слагающихъ въ этихъ лунктахъ 
существенно иння, ч'Ьмъ въ Одессе. 

Отсюда сл'Ьдуетъ, что для аноиал1и, подобной данной, пока 
н1^тъ способовъ предвы числить вар1а1ци, если даны вархаци въ 
сосЬднихъ нориальннхъ лунктахъ. 

Желательно систематическое изучен1е варгащй во нногихъ 
пунктахъ аноиальныхъ рахоновъ. 



ПРОТОКОЛЪ 

зае4|дан{я Иатематическато Отд'Ьлеи1я НовороссШекаго 

Общботва Еотествоиопытателей. 

17-10 Ноября 1900 года. 



ПредсЬдательствовалъ В. А. Цимверианъ. 

Присутствовали члены Общества: С. И. Березинъ^ А. Ф. 
Поль^ Е. Л. БуиицкШ, Б. П. Вейнбергъ, X. I. Гохванъ, И. М. 
ЗанчевскхВ, Е. Ф. Клименко, И. Ы. Луценко, П. Г. Меликовъ, 
е. Н. Милятнцк1й, В. В. ПреображенсвШ, Г. Н. Саргиджанцъ 
и И. Б. Слетинсв1й. 

Всл'Ьдств]и отсутств1я въ засЬдаши забол'Ьвшаго постояв- 
наго секретаря Отд'Ьленхя, секретареиъ засЪдан1я избранъ Ев- 
ген1й Леонидовичъ Буницк1Й. 

Предметы занйт1й: 

I. ирочнтанъ и одобренъ протоколъ предыдуи^аго засЬданхя. 

II. И. М. Занчевск1В лрочелъ довладъ: сЗам'Ьтка по хив1и> 
Въ прен1яхъ по поводу этого доклада приняли участхе Ё. Ф. 
Клименко, П. Г. Меликовъ, О. Н. Милятицк1й и В. В. Пре- 
обрг1хенск1Й. 

III. Б. II. Вейнбергъ демонстрировалъ и объяснилъ устрой- 
ство прерывателей различныхъ типовъ и транс^юрматоровъ^ час- 
тями воторыхъ являются прерыватели. Имъ же были демонстри- 
рованы токи Тесла, получаемые при помощи надлежащихъ тран* 
сформаторовъ, и рядъ фосфорисцирующихъ трубокъ. 

IV. В. В. Преображенск1й сд'Ьлалъ н'Ькоторыя зам'Ьчанхя 
по поводу теоремы Пиеагора, въ которыхъ им'Ьлъ въ виду глав- 
ннмъ образомъ «естественность» хода доказательства этой тео- 
ремы. Въ обсужденги этихъ за11(чашй приняли учаспе Е. Л. 
Буницк1й, И. М. Занчевск1Й, И. Б. Слешинскхйи студентъ Каменецкхй 

Председатель В. Циммермана. 

Секретарь Е. Л. ВуницкШ. 



ПРОТОКОЛЪ 

зас'Ьдал1я Натемати*1есваго Отд'Ьлеп1я НовороссМскаго 

Общества Естествоиспытателей. 

1-%о Декабря 1900 года. 



Предс^Ьдатедьствовадъ В. А. Цжммерманъ. 

Присутствовали члены Общества: С. И. Верезинъ, Е. Л. 
БуницкШ, П. Н. БучиисБ1й, Б. П. Вейнбергъ, Б. Ф. Вериго, 
Л. Г. Даниловъ^ В. Ф. Баганъ^ М. А. Бефала^ И. М. ЛуценЕо» 
П. Г. Меликовъ, 0. Н. Милятицкхй, Н. Д. Пильчнковъ, С, Г, 
Попруженко, В. В. Преобрахвнсв1В^ Г. Ц. Сариджанцъ, И. Б. 
Слвшинсв1й, С. М. Танатаръ, И. Ю. Тимченко, И. Я. Точид- 
ловсвШ^ В. В. Филипповичъ и С. 0. ШатуновскШ. 

Предметы занятШ: 

I. Прочитанъ и одобренъ протоколъ предндущаго засЬдатя. 

П. Выслушанъ докладъ Н. Д. Пильчивова : < Природа въ 
лучахъ рад1я и природа лучей радгя. » Докладчикъ, изложивъ 
истор1Ю отБрыт1я рад1я и сходныхъ съ нимъ полошя и актишл^ 
детально ознакомилъ собраше со свойствами лучей, иствкающигь 
изъ рад1я и демонстрировалъ рядъ фотографическихъ снимвовъ, 
полученныхъ при помощи этихъ лучей. Показано было также 
на опыт'Ь разряжающее д'Ьйствхе лучей радгя на заряженные 
листочки электросвопа. 

Докладъ вызвалъ оживленную бесЬду, въ которой при- 
няли участхе Б. П. Вейнбергъ, В. 0. Каганъ, 0. Н. Миля- 
тицк1й^ В. В. Преображенск1й, В. А. Цимиермавъ и С. О 
Шатуновск1й. 



ПРОТОКОЛЫ ЗАСЗДАНХЙ ЬХХУ 

II. с. 0. ШатуновскШ показадъ^ что на поставленный въ 
предыдущемъ засФданш И. В. Слешинскииъ вопросъ о тоиъ, 
возможно ли доказать теорему о равенств'Ь вертикальннхъ уг- 
ловъ, не накладывая уголъ на самого себя обратною стороною 
его плоскости, и не приб'Ьгая къ поняпю о прямомъ угл^Ь^ сл^Ь- 
дуетъ дать утвердительный отв*тъ, Д*йствительно, если О есть 
общая вершина двухъ вертикальныхъ угловъ а и р, и если 
допустнмъ, что а > ру то, накладывая уголъ р на уголъ а вра- 
щенхемъ всей фигуры въ плоскости чертежа около точки О, бу- 
демъ въ то-же время накладывать уголъ а на уголъ ^^ и если 
сд^лаемъ уголъ ^ частью угла а, что возможно при а > р, то 
въ то-же время а станетъ частью ^, что заключаетъ въ себ'Ь 
противор'Ьч1е допущен1Ю а > р. 

По поводу этого указан1я были сд'Ьланы зам'Ьчанхя В. 0. 
Еаганомъ и И. В. Слешннскимъ. 

Председатель В. Циммермане. 
Секретарь С. Шатуновскгй. 



г ^=1 



ПРОТОКОЛЪ 

засЬданЕя Натенатичеекаго Отд'Ьлен1я Новоросе1йскаго 

Общества Бстествонепытателей. 

15-10 Декабря 1900 года. 

ПрвдсЬдатедьствовалъ И. В. Слешинс/сШ. 

Присутствовали чденн Общества: С. И« Березинъ, X, I. 
Гохманъ, Б. Ф. Вериго, Л. Г. Даниловъ. С. В. Житковъ, 
И. М. Занчевск1й, В. Ф. Баганъ, Л. А. Медн'ЬвевЪу П. Г. Ме- 
ликовъ^ 6. Ы. Милятицкхй, Н. Д. Пильчиковъ^ А. Ф. Полль, 
С. Г. Попруженко, Г. Н, Саргиджанцъ, И. Я. Точидловскхй, 
0. Н. Шведовъ^ С. П. Ярошенко и С. 0. ШатуновскхВ. 

Предметы занйтШ: 

I. Прочитанъ и одобренъ протоколъ предыдущаго засЬданге. 

II. Ы. Д. Пильчиковъ произвелъ рядъ опытойъ по хонизащи 
воздуха лучаии радгя и демонстрировалъ свЪченге рад1я въ теи- 
нотЪ. Ц'Ькоторые изъ опытовъ вызвали оживленный оби'Ьнъ 
мыслей между докладчикомъ и гг. В. Ф. Вериго, А. К. Мед- 
в'Ьдевымъ и 6. Н. Милятицкимъ. 

Председатель И. СлешинасШ. 
Секретарь С. Шатуновшй. 



ПРОТОКОЛЪ 

зае&дан1я Матеиатичеекато Отд1лен1я Новороее1йекаго 

Общества Естествожепытателей. 

29-10 Января 1901 года. 



ПредсЪдателъствоваяъ В. А. Цивмерванъ. 

Првсутствовалж члены Общества: в. А. Бабжчевъ^ Б. Ф. 
Вервго, С. В. ЖятБовъ, И, М. Занчевсв1й. В. Ф. Баганъ^ 
е. Н. Шведовъ, П. Г. Недиковъ, 8. Н. Ми1ятицб1Й, А» 0. 
НввировсБ1&, А. Р. Орбинсшй, Н. Д. Пильчиковъ, И. В. Сде- 
шжвскШ^ И. Ю. Тимченко, И. Я. ТочядловскИ и С. 0. Ша- 

ТуН0ВСК1Й. 

Предметы эанят1Й: 

1 . Прочитанъ и одобренъ протоколъ лредыду щаго засЬдангя. 

2. Н. Д. Пж1ьчиковъ лредложидъ, чтобы, въ виду истек- 
я1аго стол'Ьтхя^ Отд'Ьленхе обсудило вонросъ о составлен1и и из- 
дали очерка д'Ьятельности Отд'Ьлец1я за истекшее вреия. Об- 
сужденье этого предложенья отнесено къ продметаиъ занят1й сл'Ь- 
дующаго засЬданья. 

3. Н. Д. Пильчиковъ сд'Ьдалъ сообщете : с Магнитная де- 
фориащя изшизащонной сферы рад1я> и демонстрировалъ рядъ 
фотограф1Й^ полученныхъ при доиощи лучей рад1я^ полонхя и 
Рентгена. 

Сообщен1в вызвало оживленную бесЬду, въ которой при- 
няли участье 0. Н. Шведовъ, Б. Ф. Вериго и в. Н. Милятицкьй. 

4. И. М. Занчевскьй сд^лалъ замечанье орЪшеши задачъ 
на построенье методоиъ приложенья Алгебры къ Геометрьи. 

Председатель В. Циммермам. 
Секретарь С. Шатуновскгй. 



ПРОТОКОЛЪ 

зае'6дан1я Матенатическато Отд'Ьлен1я НовороссМскаго 

Общества Естествоиспытателей. 

16-10 Февраля 1901 года. 



ПредсЬдательствовалъ В. А. Цпмермать. 

Присутствовали членн Общества: 0. А. Бабичевъ, Б. П. 
Вейнбергъ, Б. Ф. Вериго^ С. В. Житковъ, В. Ф. Баганъ, Ф. М. 
Каменск!!, Н. Г. МелиЕовъ, 6. Н. Милятицб1й^ А. Р. Орбнн- 
ск]1, Н. Д. Пильчиковъ, И. В. СлешиискхВ, И. Ю. Тимченко 
и С. О. Шатуновск1В. 

Предметы данят1й: 

I. Прочитанъ и одобренъ протоколъ предыдущаго засЬдангя. 

II. Подвергнуто обсуждешю предлохенге Н. Д. Пииьчжкова 
о составленк и издаши очерка деятельности Математическаго 
ОтдФленхя за истекшее время. 

Постановлено: передать вопросъ въ коммисхю, въ составъ 
которой избраны : Д. Д. Пильчиковъ, 6. Н* Милятицк1й, И. Ю. 
Тимченко и С. 0. Шатуновскхй. 

П1. И. Ю. Тимченко даль кратки бхографмческШ очеркъ 
я обзоръ научной д'Ьятельности Шарля Эрмита. По иредложепю 
И. Ю., собран1б почтило вставашемъ память умершаго геометра. 

1У. Выслушанъ докладъ Н Д. Пильчикова : с Инваръ и 
его приложешя. » Докладчикъ, на изобр^Ьтенномъ имъ прибор'Ь^ 
показалъ ничтожную изменяемость при нагр^ванш длины инвар- 
ной проволоки сравнительно съ изменен1емъ длинъ другихъ про- 
волокъ и демонстрировалъ несколько графикъ хода линейнаго 



Протоколы зао^дангй ьхх1х 

расширешя инвара и друтихъ сплавовъ никкеля и жел'Ьза. Въ 
бес^Д'Ь по поводу этого сообщен1я приняли участгв гг. Б. П* 
Вейнбергъ^ В. Ф. Каганъ, Ф. М. ЕамбнсБ1й^ П. Г. Меликовъ, 
О. Н. Милятицв1Й и А. Р. ОрбиншВ. 

У. Ц. Д. Пильчиковъ сд'Ьлалъ докладъ объ эксвурсш 
между народнаго иетеорологичесБаго конгреса въ динамическую 
обсерваторхю въ Траппе, причемъ были показана модель зм'Ья^ 
употребляемаго обсерватор1ей для метеорологическихъ изслЪдо- 
ван1й, и рядъ фотограф!!, снятыхъ съ обсерваторш въ различ- 
ные моменты ея д'Ьятельности. 

Председатель В. ЦиммерманВш 
Секретарь С. Шатуновшй. 



ПРОТОКОЛЪ 

8ас'Ьдан1я Матенатнчеекаго Отд'Ьлеи1я Новороее1йскаго 

Общества Естествоиспытателей. 

3-10 Марта 1901 %ода. 



ПредсЬдатедьствовадъ В. А. Цимиерванъ. 

Присутствовали гг. члены Общества: С. И. Березивъ^ 
Б. П. Вейнбергъ, С. В. Житковъ, И. И. ЗанчевскШ, В. в. Ка- 
ганъ, П. П. Коляго, Н. А. Каиинскхй, И. М. Луценко^ 9. Н. 
МилятицкШ, А. 0. Немировсий, Н. Д. Пильчиковъ, И. В. Сле- 
ШИНСБ1Й, И. Ю. Тимченко и С. О. ШатуновсБХй. 

Предметы занйт1й: 

I. Прочитанъ и одобренъ лротоколъ предытущаго засЬдангя. 

II. Н. Д. Пильчиковъ и И. Ю. Тинченко сообщили От- 
д'Ьлея1ю, что въ оставшихся посл'Ь смерти В. Н. Габбе бума- 
гахъ не найдено ими ничего^ относящагося къ исторхи Матена- 
тичесваго Отд'Ьлешя. 

III. Б. П. Вейнбергъ демонстрировалъ рядъ приборовъ по 
фотометр1и, а также устроенный имъ приборъ для проверки за- 
коновъ Кирхгофа о распред'Ьлеши тока по разв'Ьтвляющимся 
проводамъ. 

IV. Ц. Д. Пильчиковъ указалъ на то обстоятельство^ что 

въ элементарныхъ выводахъ приближенной формулы <=1 




для продолжительности одного качашя маятника зам'Ьняютъ ма- 
лые криволинейные отр'Ьзки прямолинейными. Так1я зам'Ьнн мо- 
гутъ привести и къ другимъ формуламъ. Такъ, наприм'Ьръ, если 
вместо того, чтобы длины малыхъ дугъ зам'Ьнять длинами хордъ 



г 



П1>ОТ0КОДЫ ЗАСЪДАН1Й. ЬХХХ! 

(какъ^это обнкяовенно д'Ьдаютъ) приминать движенхе по весьма 
наш1Ъ дугамъ за движон1в по ихъ хордамъ, то лрнденъ къ 

формуле ^=41/ Это указапе вызвало живую бес^Ьду, въ 

которой приняли участ1е иног1в изъ присутствовавшихъ. 



ПредсЬдатоль В. Циммермана. 
Секретарь С. Шатуновотй. 






ПРОТОКОЛЪ 

зае'Ьдан1я Иатещатнческаго Отд&лен1я Новоросе1йекаго 

Общества Еетествонспытателей. 

13-10 Апртля 1901 года. 



Предс^Ьдательствовалъ В. А. Цнииернанъ. 

Присутствовали гг. члены Общества: 9. А. Бабнчевъ, 
Б. П. ВеВнбергъ, X!. В. Житковъ^ И. М. ЗанчевсЕхй, В. Ф. 
Еаганъ, Н. А. ЕаниясБ1й, II. И. Коляго, П. Г. Мелнковъ, 
9. Ц. Милятицк1й, А. 0. НеиировскШ, П. И. Петренко-Кри- 
ченко, Н. Д. Ра]1с&1й, И. В. Слешинск1Й, Г. А. Смирновъ, И. Ю. 
Твнченко, И. Я. Точидловскгй и С. 0. ШатуновскИ. 

Предметы занйт1й: 

I* Прочитанъ и одобренъ протоколъ продадущаго засЬдаяая. 

II. В. Н. ОболенскШ дехонстряровалъ новйе лекщоннне 
приборн по теплоте, устроеннне Н. Д. Пильчнвовыиъ, котораВ 
по болезни не иогъ присутствовать на засЬданхи. 

III. 9. Н. МилятицкШ сд'Ьлалъ несколько зам^чан1Й по 
поводу новаго издан1я учебника физики Ераевича. Указавъ на 
содержан1е курса, порядокъ изложен1Я предиета и стиль учебника^ 
9. Н. предложилъ заняться разбороиъ этого курса физики^ раз- 
Д'Ьливъ трудъ между членами Общества. 

Н, А. Еаминск1Й далъ бол^е подробное изложенхе н1ко- 
торыхъ главъ у помяну таго курса. 

IV. И.М. Занчевск1Й сд'Ьлалъ зам'Ьчанхе объ элевтролиз^Ь. Въ 
курс'Ь физики изложеше явлепй элекортлиза должно, по мн1^ншИ.М., 
предшествовать объяснен1ю устройства гальваническаго элемента» 



-» -•' 



ПРОТОКОЛЫ ЗАС-ЬДАНШ ЬХХХШ 



, 



V. Секретарю Отд'Ьленхя разрешено израсходовать восемь 
рублей изъ суммъ Отд'Ьлен1я на локрыт1е издерхокъ по устрой- 
ству зас^Ьдан1й Отд'Ьленгя. Находя вмЪст'Ь съ т'Ьнъ, что рас- ^ 
ходы по устройству засЬданхй Математическаго ОтдЪлен1я должны 
производиться изъ общяхъ еуимъ Общества Естествоиспытателей, 
Отд11ШН1е поотаиовнло просить Вице-Преаидента В. А. Циннер- 
иана войти въ переговоры съ кФиъ сл'Ьдуетъ по этому поводу 

Председатель В. Дидмсфмамо. 
С!екретарь С. Шатуновснш. 



ПРОТОКОЛЪ 

8ас46дан1я Натенатяческаго Отд'Ьлен1я НовороссМекаго 

Общеетва Естеетвоиевытателей. 

гг-ю Мая 1901 «ода. 



Присутствовали: почетный гость профессоръ Орестъ Да- 
ниловичъ Хволъсонъ и гг. члены Общества: Е. Л. БунициВ, 
Л. Г. Даниловъ, С. В. Житковъ, В. Ф. Баганъ^ Н. Н. Ланге, 
0. Н. МидятицБ1в, Г. Н. Саргиджанцъ, И. В. СлешинскИ, 
И. Ю. Тимченко, И. Я. Точидловсбхй^ В. А. Циимерианъ ж 
С. 0. Шатуновск1Й. 

По предложен1ю В, А. Циммермана почетнымъ предеЪда- 
телемъ засЬдашя избранъ О. Д. Хвольсонъ. 

Предметы занят1й: 

I) Прочитанъ и одобренъ протоколъ предыдущаго засЬ- 
дан1я. 

II) Выслушанъ докладъ Л. Г. Данилова: сПрим'Ьнвше од- 
ного закона гидродинамики къ рЪшенш основного вопроса ие- 
теоролопи. > 

Ш) Выслушанъ докладъ С. 0. Шатуновскаго : с Логически 
законъ исключеннаго третьяго въ изсл'Ьдован1ЯхЪу относящихся 
къ безконечнымъ многообраз1ямъ » . 

Докладъ вызвалъ оживленную бесЬду, въ которой приняли 
учасйе гг. 0. Д. Хвольсонъ, Е. Л. Буницкхй, В. Ф. Баганъ, 
Н. Н. Ланге, 6. Н. Милятицк1й, И. В. Слешинскгй, И. Ю. 
Тимченко и В. А. Циммерманъ. 

ПредсЬдатель И. Занчевшй. 
Секретарь С Шатуиовскгй. 



! 



ПРОТОКОЛЪ 

зас'Ьдал1я Матеяатическаго Отд'Ьлен1я НовороееМекаго 

Общества Еетествожспытатвлей. 

5-10 Октября 1901 года. 



ПредсЪдательствовалъ И. М. Занчевшй. 

Присутствовали члены Общества: 0. А. Бабнчевъ, Е. Л. 
БуницкШ, Б. П. Вейнбергъ, С. Б. Житковъ., в. Н. Милятицйй, 
И. В. Слешинсв1Й, И. Ю. Тимченко, И. Я. ТочидловскхВ^ В. А. 
Цимнерманъ и С. 0. Шатуновскхй. 

Предметы эанятШ: 

I. Прочитанъ и одобренъ протоколъ предндуицкго зас4дан1я. 

II. По лрбдложен1ю председателя И. М. Занчевскаго, 
Отд'Ьлен1б выразило благодарность В. А* Цимиернану за труды, 
понесенные имъ въ точепе болЪе 5-тн лЪтъ въ качестве Вице- 
Президента Новороссхйскаго Общества Естествоиспытателей и 
ПредсЬдателя Матеиатическаго Отд'Ьлепя. 

III Постановлено: расходы по устройству засЬдешй От- 
дЪлешя производить изъ суимъу ассигнуемыхъ Отд'Ьлев1ю. 

IV. Секретарь Отд'Ьленхя С. 0. Шатуновсшй вновь избранъ 
на ту'Же должность по первое Января 1903 года. 

V. Выслушанъ докладъ В. Н. Оболенскаго: «Элементар- 
ннй выводъ формулы маятника». 

Въ обсужден1и доклада приняли учасие Гг. Е. Л. Буницк1Й, 
И. Ю. Тимченко, И. В. Слешинсий и С. О, Шатуновск1й, ко- 
торые полагали, что формула маятника должна быть сообщаема 



ЬХХХУ! ПРОТОКОЛЫ ЗАСадЛН1Й. 

ученикамъ среднихъ учебныхъ заведен1й безъ доказатехьства.^ 

• 

такъ какъ элеиентарннй выводъ этой формулы съ остаточнаиъ 
членомъ, дающииъ возможность оц'Ьнить погр1>шность прибла- 
женной формулы, лредставллвтъ слишкомъ больш1я трудности. 
Выводы же бол1>е простые, но не дающхе возможности оцЪпить 
степень ириближен1я, не им'Ьютъ значешя ни опытнаго, ни ужо- 
зрительнаго доказательства закона качанхя маятника? ибо^ |(акъ 
это показалъ И, Д. Шльчиковъ, въ одномъ изъ зас'Ьдан1Й От- 
д^Ьлешя, разсужден1я, подобный т'Ьмъ, которыя обычно употреб- 
ляются для вывода формулы Т=7г у"^ могутъ привести и къ 

формуламъ Т=4 У'^ и т. д. 0. Н. Милятицк1И полагалъ, что 
въ тЪхъ случаяхъ, когда физическхй законъ не можетъ быть дока- 
занъ на опытЪ, сл'Ьдуетъ довольствоваться какнмъ либо, хотя бы 
и не точпымъ, умозрительнымъ доказательствомъ^ а такъ какъ 
нЪтъ возможности въ среднемъ учебномъ заведенш показать на 
опыт'Ь зависимость между Т и ^, то сл'Ьдуетъ дать хотя бы и не впол- 

шЬ точный теоретичесшй выводъ формулы Т=17 у у^, что возможно 
сделать въ классе, разсматривая обыкновенный маятникъ, какъ 
частный случай коническаго маятника. Такой выводъ формулы 
маятника пФетъ то преимущество, что учащемуся становится 
ясна связь между угломъ отклоненхя маятника, времеиемъ од- 
ного его качашя и числомъ тт. 

VI. С. О. Шатуновск1Й указалъ на тотъ фактъ, что въ курсахъ 
аналитической геометр] и доказываютъ справедливость равенства: 
лроекц1я аг=|а| Оо8 IV, гдЪ ^ есть уголь между направленхемъ 
отр'Ьзка а и направлен1емъ оси между гЬмъ какъ въ приложе91яхъ 
цодьзуются не этимъ, а другимъ равенствомъ^ именно равенствомъ: 
проекцтя а=а Со8 \у^ гд'Ь \!г есть уголъ между положительнымз на- 
иравдепемъ отр^кзка и направленхемъ оси. Последняя формула спра- 
ведлива, если ^будетъ отрицательный уголъ, или уголъ большгй 180^ 

По поводу этого указашя И. В. Слешинскхй замФплъ, 
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ЧТО въ курсЬ Аналитической геоиетрш Невенгловскаго н'Ьтъ 
этой обычно встр^^чающейся ошибки и что н'Ькоторыя весьма 
общ1я теоремы^ относящтяся къ теорхи проекщй, встр'Ьчаются 
уже у Грассмана. Такова, напр., теореиа: 

АВ=АМ|+М,М2+ +М,В. 

Ё. Л. Буницк1Й зам'Ьплъ, что лрави1Ьное изложен1е основ- 
ной теоренн теор1И проекцхй находится также к въ лвто;графн- 
рованныхъ лекц1яхъ по Аиалитической тевиетрги Будаева. 

Председатель Я. ЗапчевенШ. 
Секретарь О. Шатуновскгй, 



ПРОТОКОЛЪ 

зае'Ьдан{я Матенатнческаго 0тд'6лбн1я Новоросе1йекаго 

Общества Бстеетвошспытателей. 

25-10 Октября 1901 года. 

ПредсЬдательствовадъ И. М. Занчевскгй. 

Присутствовали члены Общества: Б. Л. БуницкШ, Б. П. 
Вейнбергъ, X, I. Гохманъ, С. В. Житковъ, 0. Н. Милятицкхй, 
А. Ф. Полль, И. Ю. Тимченко, И. Я. Точидловсый, И. В. 
Слешинск1й, В. А. Циииерманъ и С. О. ШатуновскШ. 

Предметы занят1й: 

I. По лредложен1ю председателя постановлено: 

. КНИГИ; принадлежащ1я Обществу, передать библ10тек'Ь 
ИилЕР1торскАго Новоросс1йскаго Университета. 

II. И. Ю. Тимченко обратилъ вниман1е на установившуюся 
привычку обозначать синусъ угла знакомъ 8п вм'Ьсто Зш, что 
представляется неудобнымъ по той причин'Ь, что знакомъ 8п 
принято обозначать синусъ амплитуды въ эллиптическомъ инте- 
грал^Ь. 

III. Выслушанъ докладъ И. Ю. Тимченко : аОчеркъ ученой 
д-Ьятельности Остроградскаго » . 

IV. А. Ф. Полль демонстрировалъ н'Ькоторыя движешя, 
вызываемый изм'Ьненхемъ поверхностнаго натяжен1я въ жидкостяхъ. 

Председатель Я. Занчевскгй 
Секретарь О. Шатуновекгй. 



ПРОТОКОЛЪ 

зае'6дан1я Матенатич[еек|1го Отдйлел1я НовороссМскаго 

Общества Еетествоиепытателей* 

2'*о Ноября 1901 кЛа. 



ПредсЪдательствовалъ И. М. Занчввск1й. 

Присутствовали члены Общества: С. И. Березинъ^ Е. Л. 
БуницкШ, X. I. ГохианЪу С. В. Житковъ, В. Ф. Каганъ, П. В. 
Казанецк1й. П. И. Коляго, 6. Я. Милятицюй, А. 0. Немиров- 
СВ1Й, Г. И. Петренко, А. Ф. Полль, Н. Д. Райскхй, Г. А. 
Сиирновъ, И. Я. Точидловск1Й, С. 0. Шатуновск1Й и членъ- 
корреслонденН баронъ В. В. Каульбарсъ. 

Предметы занят1й: 

Выслушанъ доиадъ в. Н. Милятицкаго: аРазборъ по 
частямъ учебника физики Краевича». 

Докладъ вызвалъ весь» а оживленную бесЬду, въ которой 
приняли участ1в г.г.: И. М. ЗанчевсыИ, С. И. Березинъ, Е. Л. 
Вуницк1Й9 X. I. Гохманъ, С. В. Житковъ, П. В. БазанецкШ, 
Г. А. СиирновЪу И. Я. Точидловск1Й, С. 0. Шатуновск1й а 
также присутствовавш1Й въ зас1}дан1и гость — т. П. В. Шепелевъ. 

Изъ првн1й выяснилось, что большинство присутствующихъ 
разд'Ьляетъ мысль докладчика о тонъ, что, приступая къ изло- 
жешю курса физики, сл'Ьдуетъ ознакомить учащихся съ первыми 
положен1ями теор1и познашя въ элементарной и доступной для 
учап^ихся форм^, причемъ необходимо пресл'Ьдовать ту ц'Ьль^ 
чтобы учащ1Йся дЪлалъ ясное различ1е между фактомъ и гипо- 
тезой. За позднимъ временеиъ окончанхе доклада отложено. 

Председатель И. Занчевскгй, 
Секретарь С. Шатуновскгй. 



ПРОТОКОЛЪ 

засЬдалЫ Матеяатичесваго 01д&1ен1я иоворосс1йек11Г<^ 

Общества Естествоиспытателей. 

30-10 Ноября 1901 юда. 



ПредсЬдательствовалъ Н. А. Банинск1Й. 

Присутствовали члены Общества: в. А. Бабичевъ, С. }1. 
Березинъ, Е. Л. Буницкхй^ Б. П. Войнбергъ, X. I. ГохиацЪ' 
Е. С. Ельчаниновъ, С. В. Житковъ, П. Б. Казаоецкхв, А. Г. 
Блд1ашвили^ П. И. Боляго, в. Н. Милятицк!!!, А. 0. Нбци- 
ровскШ, А. Р. Орбинсый, Г. И. Петренко, А. Ф. Поллц О, И. 
Попруженко^ Г. Н. Саргиджанцъ., И. Ю. Тимченко, И. Я. То- 

ЧИДЛ0ВСК1Й и С. 0. ШатуновсБ1Й. 

Предметы занйт1й: 

I. Выслушанъ докладъ 0. А. Бабичева о Кота Рогве!. 
ДокладчиБЪ ознакомилъ Собранхе съ ходоиъ наблюденЩ, сд'Ь- 
ланныхъ надъ новой звездой, причемъ были демонстрированы 
фотограф1и, изготовленння Одесской Обсерватор1ей. Изложены 
были такяье различный гипотезы, относящ1яся къ вопросу о ло- 
явлен1и и исчезновенк новыхъ зв-Ьздъ. 

Въ бсс*д4 по поводу этого доклада приняли учаспе г,г. 
Б. П. Вейнбергъ, в. И, Милятицк1й и И. Ю. Тимченко. 

II. X. I. Гохманъ прочелъ докладъ : «О наглядности пре- 
подаванхя въ математик*». Докладчикъ полагаетъ, что поняпя, 
опред'Ьляемыя формально въ низшей матеиатик'Ь, должны быть 
пояснены на задачахъ, относящихся къ случаямъ^ взятымъ изъ 
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повседневной жизни. Былъ приведенъ прииЪръ, относящ1Йся къ 
пояснешю П0НЯТ1Я о пред'ЬдЪ и суим'Ь членовъ безконвчнаго ряда. 
Зан^Ьчашя по поводу этого доклада были сд'Ьланы г.г. 
Б. П. Вейнбергоиъ и И. Ю. Тимченко. 

III. И. Я. Точидловск1й деионстрировалъ опытъ, наглядно 
показывающ1й существоваше зависимости между напряжетемъ 
силы тяжести и временемъ одного колебан1я маятника. Застав- 
ляюгь иаятникъ качаться на наклонной плоскости и измЪняютъ 
уголь этой плоскости. 

IV. Выслушано предо лженхе доклада в. Н Милятицкаго: 
«Разборъ по частямъ учебника физики Браевича». 

Докладъ вызвалъ оживленную бесЬду, въ которой приняли 
.участ1е С. И. Березинъ, Б. П. Вейнбергъ, П. В. КазанецкШ, 
Н. А. Баминсшй С. И. Попруженко. 



Предс'Ьдатель И. Занчввскт 
Секретарь С. ШатунобсШ. 
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